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Von  den  Fnsspunktlinien. 

Von  Dr.  Franz.  Wetzio  in  Leipzig. 

(Zweiter  Artikel.) 


m.  Beziehungen  zwischen  den  Flächeninhalten  von  Fnsspunktlinien 
derselben  Basis  von  verschiedenen  Polen  aus. 

7. 

Steiner  hat  in  der  Abhandlung:  ,,Vom  Krümmungsschwerpnnkt  ebe- 
ner Curven"  (Crelle's  Journal,  Bd.  21)  folgenden  merkwürdigen  Satz  auf 
geometrischem  Wege  bewiesen : 

„Unter  allen  Fusspunktlinien  einer  gegebenen  geschlossenen  und  überall 
convexen  Curve  hat  diejenige  den  kleinsten  Inhalt,  welche  dem  Krümmungs- 
schwerpunkt entspricht.  (Krtimmungsschwerpunkt  ist  der  Schwerpunkt  einer 
Curve,  deren  Belastung  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungshalbmesser 
vertheilt  ist.)  Der  Inhalt  der  Fusspunktlinie  für  einen  beliebigen  Pol  ist 
gleich  diesem  Minimalinhalt,  vermehrt  um  die  halbe  Kreisfläche,  welche 
den  Abstand  dieses  Pols  vom  Krümmungsschwerpnnkt  zum  Halbmesser  hat. 
Sind  n  geschlossene,  und  Uberall  convexe  Curven  gegeben,  so  ist  der  Schwer- 
punkt ihrer  Krümmungsschwerpunkte  Minimumpol,  und  wird  die  Summe 
der  Inhalte  in  Bezug  auf  einen  anderen  Pol  um  die  w  fache  halbe  Kreis- 
flache übertroffen,  welche  den  Abstand  beider  Pole  zum  Halbmesser  hat. 
Der  Ort  des  Pols  für  constanten  Flächeninhalt  ist  also  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  der  Minimumpol  ist."  Raabe  hat  (Crelle's  Journal,  Bd.  50)  ana- 
lytisch gezeigt,  dass  für  eine  nicht  geschlossene  Curve  der  Ort  des  Pols  für 
constanten  Flächeninhalt  eine  Ellipse  ist. 

Um  diesen  Sätzen  eine  allgemeine  Ausdehnung  auf  beliebige  Curven 
zu  geben,  ist  nöthig,  das  Vorzeichen  des  Krümmungshalbmessers  auf  eine 
von  der  Lage  des  Pols  und  überhaupt  des  Coordinate'nsystems  unabhängige 
Weis«  zu  bestimmen. 
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Lässt  man  eine  Gerade  an  einer  Curve  sich  berührend  fortbewegen, 
welche  Bewegung  man  als  eine  Drehung  mit  stetiger  Veränderung  des 
Drehpunktes  ansehen  kann,  so  ist  die  Richtung  dieser  Drehung  stets  die- 
selbe, so  lange  die  Curve  keinen  Wendepunkt  hat;  geht  aber  die  Krüm- 
mung der  Curve  durch  einen  Wendepunkt  in  die  entgegengesetzte  Über,  so 
wird  auch  die  Drehungsrichtung  der  Berührenden  die  entgegengesetzte. 
Der  Krümmungshalbmesser  soll  daher  positiv  oder  negativ  genommen  wer- 
den, je  nachdem  die  Drehung  der  Berührenden  in  positiver  oder  negativer 
Richtung  erfolgt.  Da  hiernach  das  Vorzeichen  der  Krümmung  eines  Cur- 
venstückes  AB  davon  abhängt,  ob  man  die  Berührende  ihren  Weg  von  A 
nach  B  oder  von  B  nach  A  machen  lässt,  so  soll  stets  der  Punkt  als  An- 
fangspunkt genommen  werden,  für  den  die  Gesammtdrehung  der  Bertih- 
renden bei  ihrer  Fortbewegung  bis  zum  Endpunkte  eine  positive  ist. 

Die  Drehung  des  Vectors  der  Fusspunktlinie  stimmt  nun  nach  Grösse 
und  Richtung  mit  der  der  Berührenden  der  Basis  Überein ,  da  er  auf  dieser 
senkrecht  steht.  Mithin  bewegt  sich  der  Vector  der  Fusspunktlinie  immer 
parallel  dem  Krümmungshalbmesser  der  Basis,  und  ist  daher  das  Winkel- 
differenüal  dq>t  der  Fusspunktlinie  gleich  dem  Contingenzwiukel  der  Basis 
ds 

— -.  Da  nun  hier  ds0  stets  positiv  zu  nehmen  ist.  so  gilt  auch  dem  Vorzeichen 
Qo 

nach  die  Gleichung 

«<Pt  — 

Co 

Dieselbe  folgt  auch  direct  aus  Gleichung  1)  des  §.5,  wenn  man  statt  dq>9 
einführt  ds0  =  r°d<f>0y  nnd  die  andere  Vorzeichenbestimmung  von  und 


nn  et 


dsQ  berücksichtigt. 


8. 

Vom  Minimumpol  einer  Linie. 

Es  wird  zunächst  als  Basis  eine  Linie  vorausgesetzt,  die  ihre  Richtung 
nicht  sprungweise  ändert,  also  keine  Ecken  hat. 

Sei  df0=  *r*d(p0  ein  Flächenelement  der  Basis  vom  Pol  0  aus, 
df9'  =  Ir^d^'  das  über  demselben  Bogenelement  ds0  stehende  Flächen- 
element vom  Pol  0'  aus,  wo  r0'  und  <p0'  Vector  und  Anomalie  der  Basis  vom 
Pol  0'  aus  bezeichnen,  so  verhalten  sich  beide  Flächenelemente  zu  einan- 
der wie  ihre  Höhen,  also  wie  ihre  senkrechten  Abstände  von  der  Berühren- 
den der  Basis,  d.  i.  wie  dieVectoren  r,  und  r/  der  Fusspunktlinien  der  Basis 
von  den  Polen  0  und  0'  aus,  also 

<*fo  '  <*fo      r,  :  r,\ 
Seien  dft  und  dft'  die  zugehörigen  Flächenelemente  der  Fnsspunktlinien 
von  0  und  0'  ans,  so  ist 
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dfx  srsjr/rfo»,, 

woraus  folgt 

Es  ist  also  das  Quadrat  des  Verhältnisses  zweier  zu  demselben  Bogen- 
dement  gehöriger  Flächendifferentiale  der  Basis  aus  zwei  verschiedenen 
Polen  gleich  dem  einfachen  Verhältniss  der  zugehörigen  Flächendifferentiale 
der  beiden  Fusspunktlinien. 

Der  Flächeninhalt  der  Fusspunktlinien  erhält  positiven  oder  negativen 
Zuwachs,  je  nachdem  die  Berührende  der  Basis  sich  in  positiver  oder  ne- 
gativer Richtung  dreht. 

Seien  nun  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Poles  0'  in  Be- 
zug auf  0,  so  ist 

r,'      r,  —  x  cos  <p,  —  y  sin  g>, , 

daher 

2dft'=(rl — x  ros^ — y  sinyrf  dq>t. 

Entspreche  dem  Anfangspunkte  der  Basis  <jr>,  =  y  und  dem"  Endpunkte 
<pt  =  o\  wo,  wie  schon  gesagt,  als  Anfangspunkt  der  Punkt  zu  nehmen  ist, 
für  welchen  die  Gesammtdrehung  der  Berührenden  eine  positive  ist,  so 
erhält  man  durch  Integration  von  o>,  =  y  bis  <p{  =  i  die  Summe  ft*  der  vom 
Vector  r,'  überstrichenen  Flächenelemente.  Es  sei  ferner  fl  die  Summe  der 
vom  parallelen  Vector  r,  überstrichenen  Flächenelemente,  also  der  Flächen- 
inhalt der  Fusspunktlinie  vom  Pol  0  aus.  Es  sind  nun  folgende  Fälle  zu 
unterscheiden : 

1)  Die  Basis  hat  keinen  Wendepunkt  und  lässt  sich  keine  Berührende 
vom  Pol  0  an  sie  legen.  Wenn  man  die  Integration 

a  s 

y  y 

ausführt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

a  a 

i2/",'  =  2fx  —  2xJ  r,  cos  <ptdq>  —  2y J*rt  sin  <pt  dtpt 

7  y 

1)  {                 i                    sin2ö  —  sin2y\     xy  . 
|  +  2  r)  —  -l  {cos2d-cos2y) 

u2  (  .           sin  2  6  —  sin  2  y\ 
+  j{»-7  ~2  )■ 

Die  Differenz  b*  -y  ist  dasselbe  als  die  Grösse  der  Drehung  der  Bertihren- 
den bei  ihrer  Fortbewegung  vom  Anfangs  -  bis  zum  Endpunkte  der  Basis. 

2)  Die  Basis  bat  einen  Wendepunkt;  es  läsat  sich  keine  Berührende 
vom  Pol  0  an  sie  legen.   Entspreche  dann  dem  Wendepunkte  o>,  =  a,  so 

1* 
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kehrt  von  diesem  Punkte  an ,  welcher  eine  Spitze  der  Fusspunktlinie  ist, 
ihr  Vector  in  entgegengesetzter  Richtung  zurück.  Daher  hat  man,  je  nach- 
dem die  Anfangsdrehung  der  Berührenden  der  Basis  negativ  oder  posi- 
tiv ist, 

8  a  9 


f  6  et  ö 


oder 


a  a  a  ö 

y  9  y  a 

Daraus  folgt ,  dass  durch  Ausführung  der  Integration  man  eine  Gleichung 
erhält,  die  sich  von  1)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  an  die  Stelle  von 

{  «  d 

y*   cos  w,  ,        .     /*   cos  w.  ,  C   cos  <r.  , 

'«  sin  l\  sin  l\  «<*>>  +  /     sin  %  d<Pt  • 

y  y  « 

3)  Die. Basis  hat  keinen  Wendepunkt;  es  lasst  sich  vom  Pol  0  eine 
Berührende  an  sie  legen.  Entspreche  dann  dem  Berührungspunkte  <p,  =|J, 
so  hat  man,  weil  die  Fusspunktlinie  durch  den  Pol  0  geht  und  in  diesem 
senkrecht  auf  der  Berührenden  der  Basis  steht, 

ß  2n  +  9 


2f<ssJr*9d*t+jr*'*d*' 
y  g  +  * 


ßt  2n  +  9 

Führt  man  die  Integration  aus,  so  ist  wie  oben  J r,8  d<pt  + J* *,,rf9>i  der 

y  «  +  P 

doppelte  Flächeninhalt  2ft  der  Fusspunktlinie  vonö  aus.  An  die  Stelle  von 
9  |5  2n  +  9 

frt  f?***  tri«  /r/°^'  A™***i 
J   1  stn  <Pi    v\        j  t  stn  Cp{    vi  -rj  i  sm  ^  « vi » 

y  y  *  + 

an  die  Stelle  von  d  —  y  tritt 

0-7 +  (**  +  «) +    =  *  +  *  —  r. 
was  wieder  die  Grösse  der  Drehung  der  Bertihrenden  der  Basis  ist,  und 

statt  sin  2  9  —  sin  2y  kommt 

*m20  —  tinly  —  sin  (4n  -f»  2 9)  —  sin  (2 ß  +  2 n)  =  $wi  2 J  —  sin  2y; 
es  bleibt  also  diese  Differenz  ebenso  wie  cos  2 6  —  cos2y  ungeändert. 

4)  Hat  die  Basis  einen  Wendepunkt  und  lässt  sich  vom  Pol  0  aus  eine 
Berührende  an  sie  legen,  so  gilt  das  für  den  zweiten  und  dritten  Fall  Ge- 
sagte. 

Die  Gleichung  l)  ist  daher  allgemein  gütig,  wenn  man  unter  9  —  y 
die  Grösse  der  Drehung  der  Berührenden  der  Basis  bei  ihrer  Fortbeweg- 
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ung  vom  Anfangs-  bis  zum  Endpunkte  versteht,  und  man  die  Integrale 

/*    cos  q>, 
r»  sinq>t  d(P>  auf  die  »»gegebene  Weise  bildet.    Unter  dieser  Voraus- 

7 

setznng  sei 

*  * 

J^cos^dtp^P,  Jr.sin^d^^Q, 

Y  Y 
wo  daher  P  und  Q  Functionen  von  y  und  d  sind.  Ferner  sei  der  Drehungs- 
winkel der  Berührenden  =  t,  so  ist  zu  setzen 

sin  2  6  —  sin  2  y 

 -  =  sin x  .  cos  (x  ■+-  2y) 

cos  2 6  —  cos2y 

  =-nnr.  sin  (x  -f-  2y). 

* 

Führt  man  diese  Grössen  in  die  Gleichung  1)  ein,  so  erhält  man : 

■ 

l  x* 

l       =  2ft  —  2 xP  —  2y  Q  +  -  [x  +  sin  x  cos  (x  +  2  y)J 

2)  j 

/  +  j  [r— wir  cos  (r  +  2y)]  -f.  xy  sin x  sin  (x  +  2y) ; 

wo  der  Anfangswerth  y  so  zu  nehmen  ist,  dass  x  positiv  ausfüllt. 

Setzt  man  y  =  0,  d.  h.  nimmt  man  die  Senkrechte  auf  die  Berührende 
des  Anfangspunktes  als  Nulllinie,  so  wird 

3)  |  4  W"-/i)=  —  *P*  —  4Qy  +  j(t  +  sinxcosx) 
)  +  y*  (r  —  sin  x  cos  x)  +  2xy  sin%  x. 

Es  sind  nun  die  beiden  Fälle  r>0  und  t  =  0  zu  unterscheiden.  Sei 

T>0. 

Um  dann  die  Gleichung  3)  auf  ihre  einfachste  Gestalt  zu  bringen,  drehe 

man  die  Nulllinie  um  j ,  wo  sie  dann  senkrecht  auf  der  Halbirungslinie 

des  von  den  Berührenden  des  Anfangs-  und  Endpunktes  der  Basis  einge- 
schlossenen Winkels  x  steht,  und  verschiebe  dann  das  Coordinatensystem 
parallel  um  die  Grössen 

Pcos  4+0  sin  - 

2  2 
g  =  2   

t  -f-  sin  x  1 

Qcos  —  —  P  sin  — 
2  2 
h  =  2  - 

X   SitiX 

setze  also,  wenn  x  und  y  die  Coordinaten  des  Pols  0'  in  Bezug  auf  das 
neue  Coordinatensystem  bezeichnen, 
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x  =  (.r  +  g)  cos^-~  {y  +  h)  sin  j , 
y  =  (x+g)sin  ~  —  {y  +  h)cos  ^; 


so  erhalt  man : 

\  4  (/V — A)  =  *'•(*  +  *»w  *)  +  y' 1  (*  —  «n  *) 

4)  ]  4  t  (/"  +  (>')  —  W/i  t  cos  t  (/>»  —  fl')  —  2  PQ  sin*  x 

[  x* —  sin*  t 

Diese  Gleichung  hat  aber  eine  geometrische  Bedeutung.  Es  wird 
nämlich  der  Inhalt /*,',  der  dem  Pol  (x\  y)  entspricht,  darge- 
stellt durch  die  zu  x\  y  gehörige  dritte  rechtwinklige  Co- 
ordinate  eines  elliptischen  Paraboloids,  dessen  Scheitel 
senkrecht  über  dem  Coordinatenanfang  liegt  und  dessen 
Achse  diese  dritte  Coordinatenachse  ist.  Der  jetzige  Coordina- 
tenanfang ist  daher  Minimumpol ;  seine  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  Co- 
ordinatensystcra  in  Gleichung  2)  folgen  für  x  =  y  =r=  0 

x  —q  cos  h  sin  —  , 

2  2  ' 

y  =  gsin^  +  h  cos  1, 

d  i.,  wenn  man  die  Werthe  von  g  und  h  einsetzt, 

nP{r  —  sinr  cosx)  —  Q  sin*x 

X  2  j         .  .  • 

,  t*  —  stn*x 

Q(T  +  sin  T  cosr)  —  Psin*t 
x*-sin*x  ' 

und  ist  die  Grösse  des  zugehörigen  Minimalinhaltes  gleich  der  Coordinate 
des  Scheitels,  d.  i. 

,  x  (P*  +  Q*)  —  sin  x  cosx  {P*  —  Q*)  —  2PQ  sin*x 

b)  f,  ™.  -  U  t* — sin*  x  ; 

Es  wird  daher  die  Inhaltszunahme 

f  I  f  I  mim.   ■  *| 

welche  beim  Uebergange  vom  Minimumpol  im  Coordinatenanfang  zu  einem 
Pol  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x\  y  in  Bezug  auf  die  Senkrechte 
auf  die  Halbirungslinie  von  x  als  Nulllinie  eintritt,  durch  die  Gleichung 
eines  elliptischen  Paraboloids 

7)  4  *  =  x*  (f  +  sin x)  +  y*  {x  —  süi x) 

dargestellt. 

Hieran  knüpfen  sich  folgende  Betrachtungen : 
1 )  Es  bestehe  zwischen  x'  und  y  die  Gleichung 

n*  +  b*  X> 

so  kann  man  die  Gleichung  7)  auf  die  Form  bringen 
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8)       4  «  =  y «)[»  +  aTf^t  »n  rj  -  ^  «Vi  r ; 

d.  h. 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  Ellipse  oder  Hyper- 
bel, deren  Mittelpunkt  der  Minimumpol  ist  und  de- 
ren Axen  die  von  den  Berührenden  des  Anfangs  -  und 
Endpunktes  der  Basis  eingeschlossenen  Winkel  hal- 
biren,  so  ist  die  um  eine  Constante  vermehrte  oder 
verminderte  Inhaltszunahme  proportional  dem  Qua- 
drat der  Entfernung  des  Pols  vom  Minimumpol. 
Die  Inhaltszunahme  wird  dann  dargestellt  durch  die  dritte  Coordinate 
einer  doppelt  gekrümmten  Linie,  welche  der  Durchschnitt  eines  elliptischen 
oder  hyperbolischen  Cylinders  mit  dem  elliptischen  Paraboloid  ist. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  z.  B.  vereinfacht  sich  die  Gleichung  8) 
in  die  folgende: 

4z  —  (x'*  +  y'*)  t  +  o*  sin  r. 
Für  den  Kreis  allein  gilt  obiger  Satz  nicht.  Für  diesen  erhält  man,  wenn 

man  y*=  b*  ^1  —       einführt  und  dann  a  —  b  setzt, 

4z  =  a*T +  (*•'  —  y^sinx. 

2  üs  b* 

2)  Lässt  man  in  Gleichung  8)  die  Constante,  d.  i.  ^ — verschwinden, 

so  geht  der  Kegelschnitt  in  zwei  gegen  die  Senkrechte  zur  Halbirungslinie 
von  t  symmetrisch  liegende  Gerade  über;  ihr  Neigungswinkel  gegen  die- 
selbe sei  +  ß,  so  hat  man 

4  z  =  (x*  -r  y'«)  (t  +  sin  xcos2ß), 

woraus  für  /J  =  -j  folgt: 

4*  =  + 

d.  h. 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  der  beiden  gegen  die 
Halbirungslinie  von  x  um  45°  geneigte^  Geraden,  so 
ist  die  Inhaltszunahme  gleich  dem  halben  mit  der 
Entfernung  vom  Minimumpol  und  mit  t  als  Centri- 
winkel  beschriebenen  Kreissector. 

3)  Besteht  zwischen  den  Halbachsen  des  Kegelschnittes  die  Gleichung 

 t_ 

n!  —  b  tnt'  .  . 

welche  wegen  x>  sinx  nur  eine  Ellipse  erfüllen  kann,  so  ist  die  Inhaltszu- 
nahme constant,  nämlich 

4r~ «•"+&» T* 
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Für  jeden  Punkt  einer  solchen  Ellipse  übertrifft  also  der 
Inhalt  den  Miniinalin  halt  um  den  halben,  mit  dem  mittleren 
(d.i.  das  Axcukreuz  halbirendeu)  Vector  der  Ellipse  als  Habmes- 
ser und  den  Drehu ngs winkel  der  Berührenden  als  Centri- 
w  i  n  k  e  1  beschriebenen  Kreissector.  Diese  Ellipsen  sind  die  Durch- 
schnitte einer  der  xy-  Ebene  parallelen  Ebene  mit  dem  elliptischen  Para- 
boloid. 

4)  Sei  t  ein  Vielfaches  von  »,  etwa  t  =  m  «,  so  folgt: 

4  z  =  (.t- '*  4-  y'*)  tn  n. 
Es  ist  dann  die  Inhaltszunahme  gleich  der  mit  der  Ent- 
fernung des  Pols  von  dem  Minimumpol  beschriebenen  hal- 
ben Kreisfläche,  soviel  mal  genommen,  als  die  Berührende 
der  Basis  Umdrehungen  gemacht  hat. 

Hierin  liegt  für  m  —  2  der  oben  genannte  Steiner'sche  Satz. 

5)  Keducirt  man  Gleichung  5)  auf  P  und  (),  so  erhält  man : 

2  P  =  x  (t  -f-  sin  x  cos  r)  +  y  sin*  i 
2Qz=x  sin*x  +  y  (x  —  sin  x  cosx),  . 
woraus  für  x  =  y  =  0  folgt 

P~0,  (>  =  0; 

d.  h.  für  die  dem  Minimumpol  entsprechende  Fusspunktlinie  verschwinden 
die  Integrale  P  und  Q. 

In  dem  besonderen  Falle 

x  =0 

ergiebt  die  Gleichung  3) 

/,'=  A,-/'*  —  Qy. 
Wenn  also  die  Gesammtdrehung  der  Berührenden  Null  ist  —  wie  bei 

einer  /förmigen  Curve,  deren  Berührenden  im  Anfangs-  und  Endpunkte 
einander  parallel  sind  —  ,  so  hängt  ft'  auf  lineare  Weise  von  x  und  y  ab 
und  wird  also  durch  die  dritte  zu  x  und  y  gehörige  Coordinate  einer  Ebene 
dargestellt.  Es  giebt  daher  dann  kein  Minimum  des  Flächeninhalts  im  bis- 
herigen Sinne.  Der  Ort  des  Pols  für  constanten  Flächeninhalt 
sind  parallele  Gerado,  und  unter  diesen  giebt  es  eine,  für 
welche  der  Inhalt  gleich  Null  ist,  welche  die  Gleichung  hat 

Ii  Ii 

- 

9. 

Vom  Minimumpole  mehrerer  Linien. 

Die  Resnltate  des  vorigen  $.  lassen  sich  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  ausdehnen,  dass  beliebig  viel  getrennte  Curvenstücke  als  Basis  gege: 
ben  sind.  Werde  durch  das  Zeichen  2  die  über  alle  einzelnen  Curven  und 
deren  Fusspunktlinien  auszudehnende  Sumtnation  bezeichnet,  so  ist 
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2  £j  dfi  =  £  j  (ri  —  x  cos  o>,      y  sin  <pt)*  d<pt , 

y  y 

und  folgt  hieraus  durch  Integration 

1)  A(£fi'—£fl)  =  —  Ax£P—Ay£Q 

+  x*£[x  +  sin x  cos  (r  -4-  2 y)]  +     2  [t  -  «f« r  Co* (r  +  2  y)]... 

-4-  2.ry  .Z si'w  r  «11  (r  +  2y)  ; 
Hierin  bedeutet  also  £ft'  die  Summe  der  Flächeninhalte  der  Fusspunktli- 
nien vom  Pol  0'  aus,  £ft  die  der  Fusspunktlinien  vom  Pol  und  Coordina- 
tenanfang  0  aus. 

Um  dieser  Gleichung  ihre  einfachste  Gestalt  zu  gehen ,  drehe  man  die 

Nulllinie  um  einen  Winkel  00  und  verschiebe  dann  das  Coordinatensystem 

parallel  um  g  und  h ,  welche  Grössen  gegeben  sind  durch  die  Gleichungen 

£sinx  sin  (t  +  2y) 

tan  2  09  =  —  )   '    " , 

«£«nr  eo*(t  +  2y) 

I  nämlich 

£  sin  x  cos  (x  -r-2y) 

cos  2  OD  =  pv  ■       "  , 

£  sin  x  sin  (t  -f-  2  y) 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 


R  =  }/£*  sin  x  sin  (t  +  2  y)  -|-  £*  sin  x  cos  (t  +  2y) ; 

ferner 

Acos(o  £P  +  sina>  £Q 
^=2  £7+R  ' 


3) 


eosu  £Q  —  sin  a  £P 
A  =  2  — 


£x  —  R 

Alsdann  hat  man  in  Gleichung  1)  einzusetzen 

x  ^=  {x  +  g)  cos oi  —  (1/4.  h)  sinm, 

V  =  (*  +  9)  *»»  w  +  (y  +     w  o>  1 
wo  x  und  y'  die  Coordinaten  des  Pols  (/  in  Bezug  auf  das  neue  Coordiua- 

tensystem  bezeichnen.    Man  erhält 

i  4  2^)  =      (2t  +  Ä)  +  y»  (2t  -  Ä) 

4)  (       2t  (X'P-r^P) -2«n  t  co« {x+2y){I?P-£?Q) - 2£sin x sin  (x+2y)£P£Q 

{  £*x —  R* 

Es  sind  nun  die  Fälle  £x  >Ä  und  2t  <Ä  zu  unterscheiden. 

Sei  zuerst  2t>Ä. 
Diese  Bedingung  wird  allemal  dann  erfüllt,  wenn  man  die  Anfangspunkte 
jedes  Curvenstückes  so  nimmt,  dass  jedes  t  positiv  ist.    Denn  den  Aus- 
druck 

Ä*  =  £9sin x  sin  (t  +  2y)  +  £*sin  x  cos  (x  +  2y) 
kann  man,  wenn  man  die  Quadraten  der  Summen  wirklich  bildet,  auch  auf 
die  Form  bringen 
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K*  =  £sin'x  +  2£sinxm  sinxn  .  co*  [(r„  -f-2y«)  —  (t„  +  2yB)], 
wo  für  rm  und  rn  und  die  zugehörigen  ym  und  y»  alle  möglichen  Combina- 
tionen  je  zweier  verschiedeneu  Werthe  von  xm  und  t„,  ym  und  y„  zu  setzen 
sind.    Es  ist  aber 

£*  sin  r  =  E  sin*  x  -f-  2  £  sin  xm  sin  xH , 
daher,  wenn  man  jedes  also  sinx  >0  voraussetzt, 

ti,<£'sinx, 
R<Esinx, 

und  um  so  mehr 

Denkt  man  sich  nun  xm  um  7t  vermehrt,  so  bleibt  das  Glied 
sin  xm  .  sin  xm  cos  [(xm  +  2  yM)  —  (t*  +  2y«)J 
auch  im  Vorzeichen  ungeändert,  aber  Ex  wächst  um  n.    Daher  gilt  die 
Ungleichung 

R<Ex 

für  alle  positiven  x. 

Dann  wird,  ganz  wie  im  vorigen  S.,  die  Summe  der  Inhalte 
£fi  dargestellt  durch  die  zu  x\  y  gehörige  dritte  Coordinate 
eines  elliptischen  Parabol  oids,  dessen  Scheitel  senkrecht 
über  dem  Coordinatenanfang  liegt  und  dessen  Axe  die  dritte 
Coordinatenaxe  ist.  Der  jetzige  Coordinatenanfang  ist  daher  M i n i - 
mumpol,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  alte  Coordinatensystem 
(auf  dessen  Anfang  sich  Efx  bezieht)  für  x'  =  y'  =  0  folgen 

x  —  g  cos  co  —  h  sin  <o, 
y  =  g  sin  ta  +  h  cos  a> , 
wofür  man  durch  Einsetzung  der  Werthe  von      A,  $inw,  eosa  aus  den 
Gleichungen  2)  und  3)  erhält 

(         EP  [Ex  —  £  sinx  cos  (t  +  2y)]  — -  EQ .  Esin  x  sin  (t  -f  2  y) 
.     T~2  Z'z-V  * 

)       o  Z°  {£x  +  c°8  (*  +  2  y)]  -  EP E  sin  x  sin  (x  +  2  y) 

V  E*~r~-R*  5 

Die  Grösse  der  Minimalsumme  der  Flächeninhalte,  dargestellt  durch  die 
Ordinate  des  Scheitels,  ergiebt  sich  aus  Gleichung  4)  für  x'  =  y=  0 

6)  iw  /V  =  Eft  ~ 

£x(Z?P+ £*{))  —  Esinxcos  (x+2y)(Z?P~  £*Q)-2Esinxsin(x+2y)  £P£Q 

Es  wird  daher  die  Inhaltszunahme 

,  z  ==  Ef |         Emin,  f  [  > 

die  beim  Uebergange  vom  Minimuropole  im  Coordinatenanfang  zu  einem 
Pole  (x,  y)  eintritt,  dargestellt  durch  die  dritte  Coordinate  jenes  ellipti- 
schen Paraboloids  von  der  Gleichung 

7)  \z     x*  (Ex  +  Ä)  +  y'«  (Et  -  Ä) ; 
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Hieraus  ergeben  sich  nun  ganz  dieselben  Folgerungen ,  wie  im  vorigen 
man  hat  nur  t  mit  £x  und  sinx  mit  R  zu  vertauschen. 

1)  Setzt  man 

x*  ,  \j% 

so  erhält  man  aus  Gleichung  7) 
d.  b. 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einem  centralen  Kegel- 
schnitt —  den  Kreis  allein  ausgenommen  — ,  dessen  Mitte  1- 
punkt  der  Minimumpol  ist,  und  dessen  Axenkreuz 
die  durch  Gleichung  2)  bestimmte  Lage  hat,  so  ist 
die  um  eine  Constante  veränderte  Zunahme  der 
Summe  der  Flächeninhalte  proportional  dem  Qua- 
drate der  Entfernung  des  Pols  vom  Minimumpol. 

2)  Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  gegen  die  Axe  der  x  um  +  ß  ge- 
neigten durch  den  Minimumpol  gehenden  Geraden,  so  verschwindet  die 
Constante  und  wird 

4z  =  (*■  +  y*)  (Zx  +  Rco$2ß)\ 
Bewegt  sich  daher  der  Pol  auf  einer  unter  45°  geneigten  Geraden,  so  ist 
die  Inhaltszunahme  gleich  den  halben  mit  der  Entfernung  vom  Minimumpol 
und  der  Summe  der  Drehungswinkel  der  Berührenden  beschriebenen  Kreis- 
sector. 

6)  Die  Inhaltszunahme  bleibt  constant,  wenn  sich  der  Pol  auf  einer 
Ellipse  bewegt,  zwischen  deren  Halbachsen  die  Relation 

q'  +  y  2t 
a«—  b*~~  R 
stattfindet  und  ist  dieser  constante  Werth 

z—  2(o» +6«)  ' 

also  die  Hälfte  des  mit  dem  das  Axenkreuz  halbirenden  Halbmesser  der 
Ellipse  und  der  Summe  der  Drehungswinkel  der  Berührenden  beschriebe- 
nen Kreissectors. 

4)  Es  bestehe  die  Basis  aus  m  Curvenstttcken ,  für  welche  die  Bertih- 
renden der  Anfangspunkte  einander  parallel  und  die  Winkel  t  dieselben 
sind,  so  wird  R  =  m  «m,  Zx  =  m  .t  und  erhält  man 

«  =  f 

4  z  =  m  [x*  (t  +  sin  x)  +  y*  (x  —  sin  x)] . 
Die  Axen  der  x\  y  sind  also  in  diesem  Falle  parallel  mit  denen  für  ein 
einziges  dieser  Curvenstücke,  und  ist  die  Zunahme  *der  Inhaltssumroe  beim 
Uebergange  vom  Minimumpole  aller  m  Curven  zu  einem  andern  Pole  gleich 
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der  m  fachen  Inhaltszunahme  für  eines  der  Curvenstücke  beim  Uebergange 
von  seinem  Minimumpol  zu  einem  andern ,  dessen  Entfernung  gleich  und 
parallel  ist  der  des  vorigen  Pols  vom  Gesammtminimumpol. 

5)  Seien  endlich  als  Basis  lauter  Curvenstücke  gegeben ,  deren  jedes 
zwischen  zwei  parallelen  Tangenten  liegt  —  worin  der  Fall  geschlossener 
Curven  mit  enthalten  ist  — ,  so  ist  jedes  t  ein  ganzes  Vielfaches  von  n.  Sei 
daher  £x  =  fi .  »,  so  folgt  aus  Gleichung  7) 

Der  Ort  des  constanten  Flächeninhaltes  ist  dann  ein  Kreis  und  die  Summe 
der  Inhaltszunahmen  das  j  fache  der  mit  der  Entfernung  des  Pols  vom  Mi- 

nünumpol  beschriebenen  Kreisfläche. 

6)  Drückt  man  die  Integralsumme  <£/>und  £Q  durch  die  Coordinaten 
des  Minimumpols  aus,  so  erhält  man 

2£P~s  [£x  +  £  sin  x  cos  (r  +  2  y)]  +  y  £sin  x  sin  (x  +  2  y), 
2£Q~x£sinxsin  (%  +  2 y)     y  [£x  —  £sinx  cos  (i  +  2y)]; 
woraus,  wenn  man  x  =  y=0  setzt,  der  Satz  folgt: 

Für  die  Fusspunktlinien  der  gegebenen  Basen  in  Bezug  auf  ihren  Mi- 
nimumpol verschwinden  die  Integralsumme  £  P  und  £Q, 
Im  zweiten  Falle 

£x<R 

geht  die  Gleichung  7)  in  die  eines  hyperbolischen  Paraboioids 

4z  =  xx  (Ä  -f  £x)  —  y*  (R  —  £x) 
Über.  Daher  giebt  es  dann  keinen  Minimumpol ,  aber  dem  jetzigen  Coor- 
dinateuanfang,  d.  i.  dem  durch  die  Gleichungen  2)  und  3)  bestimmten  Pol, 
kommen  ganz  dieselben  oder  doch  analoge  Eigenschaften  zu,  wie  dem  Mi- 
nimumpol im  vorigen  Falle.  Er  werde  der  Hauptpol  genannt  und  der 
ihm  entsprechende  Inhalt  der  Hauptinh  alt.  Die  Eigentümlichkeit  des 
hyperbolischen  Paraboioids  bedingt  einige  hervorzuhebende  Unterschiede 
gegen  den  vorigen  Fall.  Der  Art  constanten  Flächeninhaltes  sind  zwei 
Systeme  von  Hyperbeln  (die  Durchschnitte  von  der  xy-  Ebene  parallelen 
Ebenen  mit  dem  Paraboloid),  deren  gleiche  Achsen  bei  entgegengesetzt 
gleicher  Zunahme  der  Flächeninhaltssumme  senkrecht  auf  einander  stehen. 
Den  Uebergang  zwischen  beiden  Systemen  bilden  zwei  durch  den  Haupt- 
pol gehende  Gerade,  in  denen  das  Paraboloid  die  Ebene  der  x'y  schneidet, 
für  welche  der  Inhalt  gleich  dem  Hauptinhalte  ist.  Ferner  giebt  es  dann 
zwei  gegen  die  x  ~  Achse  symmetrisch  liegende  Systeme  obiger  zwei  Gera- 
den paralleler  Geraden  (die  Projectionen  der  auf  dem  Paraboloid  möglichen 
Geraden),  für  welche  die  Inhaltszunahme  proportional  ist  der  Entfernung 
des  Pols  von  dem  Punkt  der  Geraden ,  dem  ein  Inhalt  gleich  dem  Haupt- 
inhalt zukommt,  d.  i.  von  ihrem  Durchschnitt  mit  der  Geraden,  welcher  der 
Hauptinhalt  entspricht. 

Endlich  werde  noch  der  Fall 
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£z  =  R 

erwähnt.  Alsdann  geht  die  Gleichung  1)  durch  Drehung  der  Nulllinie  um 
den  durch  Gleichung  2)  bestimmten  Winkel  und  durch  parallele  Verschie- 
bung der  Achse  der  y  um 

cos  co  £P  -f-  sinmZQ 

g=  R  

über  in 

2  (27V  —  £ft)  z=Rx't  —  2y  (cos  co  ZQ  —  sin  co  £P) 

(cosa>£P  +  sinm£Q)i 
R  5 

wo  für  cos  co  und  sin  co  ihre  durch  Gleichung  2)  bestimmten  Werthe  einzu- 
setzen sind.  Die  Inhaltszunahroe  wird  also  dann  durch  die  dritte  Coordi- 
nate  eines  parabolischen  Cylinders  dargestellt,  und  lassen  sich  hieran 
ähnliche  Folgerungen  knüpfen ,  wie  in  den  vorigen  Fällen. 

Die  Wormeln  dieses  Paragraphen  reduciren  sich  auf  die  des  vorigen, 
wenn  die  Basis  aus  verschiedenen  Curven  besteht,  die  sich  berührend  an 
einander  schliessen;  denn  dann  schliessen  sich  auch  ihre  Fusspunktlinien 
berührend  an  einander  an,  und  ist  daher  die  Basis  als  eine  einzige  Linie 
zu  betrachten,  für  welche  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  gelten, 
wenn  man  unter  r  die  Gesammtdrehung  der  Berührenden  der  Basis  und 
unter  P  und  Q  die  Summe  der  für  die  einzelnen  Curven  gebildeten  Inte- 
grale versteht.  Man  überzeugt  sich  auch  leicht  davon,  wenn  man  die  Sum- 
mation  nach  Gleichung  l)  des  vorigen  Paragraphen  bildet  und  dann  jedes 
d  gleich  dem  folgenden  y  setzt.  Man  kann  diese  Betrachtungsweise  aber 
auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  dass  die  CurvenstÜcke  unter  beliebigen  Win- 
keln an  einander  stossen ,  also  Ecken  bilden.  Man  denke  sich  nämlich 
die  beiden  CurvenstÜcke  durch  einen  Kreis  von  verschwindend  kleinem 
Halbmesser  berührend  verbunden ,  dessen  Centriwinkel  daher  gleich  dem 
Winkel  ist,  um  den  die  Berührende  ihre  Richtung  plötzlich  ändert,  so 
werden  die  entsprechenden  Fusspunktlinien  berührend  verbunden  durch 
einen  Kreisbogen,  der  die  Mitte  der  Verbindungslinie  des  Pols  mit  der 
Ecke  als  Mittelpunkt  hat  und  durch  letztere  geht.  Eine  Basis  mit  Ecken 
kann  man  also  hinsichtlich  ihrer  Fusspnnktlinien  auf  zwei  Arten  betrach- 
ten. Entweder  lässt  man  die  Berührende  an  den  Ecken  ihre  Richtung 
sprungweise  ändern  und  unterbricht  nicht  die  Bewegung  ihres  Drehpunktes, 
wo  man  dann  eine  aus  getrennten  Stücken  bestehende  Fusspunktlinie  er- 
hält ,  oder  man  denkt  sich  die  Bewegung  des  Drehpunktes  der  Berühren- 
den unterbrochen  und  lässt  die  Berührende  ihre  Richtung  stetig  ändern, 
wo  dann  die  vorhin  getrennten  Stücke  der  Fusspunktlinie  durch  Kreis- 
bögen, welche  als  Fusspunktlinien  der  Ecken  zu  betrachten  sind,  berührend  ' 
verbunden  werden.  Die  Lage  des  Minimumpols  ist  natürlich  in  beiden 
Fällen  eine  verschiedene. 

(Schluß«  im  nächsten  Heft.) 
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Wenn  man  einen  Körper  über  gewisse  Grenzen  ausdehnt  oder  zusam- 
menpresst,  so  verliert  er  seinen  Zusammenhang,  und  man  sagt,  dass  die 
Grenzen  der  Festigkeit  bei  der  Formänderung  überschritten  worden  seien. 
Innerhalb  gewisser  Grenzen  ist  jeder  Körper  elastisch,  wenn  auch  nahe  der 
Festigkeitsgrenze  der  Elasticitätsmodul  nicht  mehr  constant,  sondern  va- 
riabel ist  nach  der  Stärke  der  bereits  erfolgten  Ausdehnung  oder  Zusam- 
mendrückung.  Diese  Veränderungen  der  Elasticitätsverhältnisse  bei  zu- 
nehmender Formänderung  pflogt  man  in  der  Lehre  von  der  Festigkeit  zu 
vernachlässigen,  weil  unsere  dermalige  Kenntniss  der  Molekularwirknngen 
noch  nicht  weit  genug  gediehen  ist.  In  der  Ausübung  pflegt  man  deshalb 
einen  mittleren  innerhalb  der  Elasticitätsgrenzcn  liegenden  Modul  anzuneh- 
men, was  von  keinem  erheblichen  Nachtheile  ist,  weil  man  meist  durch  Ver- 
stärkung der  sogenannten  theoretischen  Dimensionen  der  rticksichtlich  ih- 
rer Festigkeit  zu  verwendenden  Körper  eine  mehrfache  Sicherheit  zu  ge- 
währen pflegt.  Von  diesem  Gesichtspunkte  ausgehend ,  soll  in  gegenwär- 
tigem Aufsatze  die  Festigkeit  einer  ebenen  kreisförmigen  Platte  ermittelt 
werden.  Es  ist  jedoch  nöthig,  zuvor  einen  Satz  aus  der  Lehre  von  der 
Elasticitat  anzuführen,  welchen  Cauchy  in  den  Excrcices  de  Malhematiques 
als  eine  Art  von  Hypothese  aufgestellt  hat.  • 

Man  denke  sich  aus  einem  elastischen  Stoffe  ein  Parallelepiped  ge- 
schnitten, dessen  Seitenkanten  gleich  /, ,  /2,  /3.  Wird  auf  eine  Seitenfläche, 
z.B.  /,/s  parallel  der  Kante  /,  per  Flächeneinheit  eine  kleine  Zug-  oder 
Druckkraft  Ax  ausgeübt,  so  entsteht  eine  kleine  Verlängerung  der  Kante  /, 
(Verkürzungen  werden  als  negative  Dilatationen  angesehen),  zugleich  aber 
eine  Verminderung  des  Querschnittes,  welche  jedoch  beide  mit  A{  propor- 
tional sind.  Es  seien  t  und  *'  constante  von  der  Natur  der  elastischen  Sub- 
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stanz  abhängige  Erfahr  nngscoefficienten,  so  sind,  nachdem  die  Kraft  Ax  ge- 
wirkt hat,  die  Kanten  /, ,  /, ,  /,  der  Reihe  nach  zu 

/,  (i  +  «4);  h  (i  —  «'^i);  /8  (i — *'^,) 

geworden,  vorausgesetzt,  dass  der  Körper  ein  isotropes  Medium  darstellt, 
widrigenfalls  noch  eine  dritte  Constante  *"  in  Anwendung  zu  bringen  wäre 
Wird  nun  ebenso  parallel  der  Kante  /t  eine  Zugkraft  At  angebracht,  so 
werden  dieselben  drei  Kanten,  unter  Vernachlässigung  der  kleinen  Grössen 
zweiter  Ordnung  beziehungsweise  zu 

/,  (1  -f-  i  Ax  —  e'At) ;  /»  (1  —  t'At  -f-  <  At) ;  /,  (l  —  i  A{  —  i'At) , 
und  endlich  sind  deren  Werthe  in  Folge  einer  gleichzeitig  parallel  der 
Kante  /,  wirkenden  Kraft  At  gleich 

7,  (1  +  tAt—  iAy—  i'At), 

k  (1  —  «Vi  -f-  iAt  —  t'As), 

^(l  —  f'Ai  —  e'At  +  iA,). 
Die  Dilationen  d, ,  dt,  J,  von  /, ,  /,,  /,  sind  demnach 

/d,  =  /,  [eAt—  i'(As  +  As)], 

I)  + 

[6i^ls[eAt  —  t{Ai^A9)\. 
Wären  /t,  /„  /,  ursprünglich  gleich  1  gewesen,  so  würden  d,,  it,  öt  die 
linearen  Dilatationen  der  Längeneinheiten  der  drei  Kanten  darstellen.  Be- 
zeichnen wir  sie  in  diesem  Falle  durch  A,,  iL,,  A, ,  so  entsteht 

a,  =  «^,  —  t(AM  +  A,)t 

1)  ht=tAt—  4'(^  +  AJ, 

Hieraus  folgt,  wenn  wir 
fetzen : 

2)  U  =  AA.-M" 

K  =  AA,+A"(A1  +  Af), 
welches  die  Ca uchy  'sehen  Formeln  zur  Berechnung  der  Kräfte  mit  den 
Dilatationen  sind.  Es  möge  dabei  K  der  Longitndinal  - ,  K'  der  Lateral- 
Elasticitätscoefficient  genannt  worden,  letzteres  wegen  der  gleichzeitigen 
lateralen  Conpression,  welche  wegfällt,  sobald  man  t'=  0  annimmt.  Es  ist 
mir  nicht  bekannt,  dass  Jemand  eine  Anwendung  der  lateralen  Elasticitäts- 
coefficienten,  welche  nach  meinen  Versuchen  bei  einigen  lockeren  Stoffen, 
*.  B.  bei  Korkholz,  gegen  die  longitudinalen  sehr  klein  sind,  auf  die  Lehre 
von  der  Festigkeit  gemacht  hätte.  Nicht  minder  beschränkt  Bich  diese 
Lehre  nach  ihrem  jetzigen  Standpunkte  meines  Wissens  nur  auf  die  Theorie 
der  ßtäbe  und  Stabverbindungen ,  die  nur  in  einer  Hauptrichtung  gezogen, 
comprimirt,  gebogen  oder  gewunden  werden.  Dagegen  scheint  noch  Nie- 
mand eine  Untersuchung  über  Festigkeit  eigentlicher  Platten  angestellt  zu 
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zu  haben,  welche  einer  gleichförmigen  Belastung  oder  einem  gleichförmi- 
gen Drucke  ausgesetzt  sind ,  wie  dies  z.  B.  bei  denjenigen  Platten  stattfin- 
det, welche  als  Theile  einer  Maschine  einem  einseitigen  gleichförmigen 
Dampfdrucke  widorstehen  sollen. 

Um  die  für  einen  gegebenen  Dampfdrjuck  P  nöthige  Festigkeit  zu  ent- 
wickeln, bestimme  ich  erst  die  Gestalt  der  demselben  ausgesetzten  Platte, 
was  den  weitläufigeren  Theil  der  Untersuchung  ausmacht,  und  suche  so- 
dann die  am  stärksten  gekrümmte  Stelle.  Daselbst  ist  die  auf  die  Längen- 
einheit reducirte  stärkste  Ausdehnung  oder  ZnsammendrÜckung  der  Fasern 
bezüglich  kleiner  oder  grösser  zu  setzen,  als  diejenige ,  welche  der  Grenze 
der  Festigkeit  entspricht,  woraus  sich  die  fragliche  Bedingung  ergiebt.  Ich 
gehe  also  zur  Bestimmung  der  Gestalt  der  gebogenen  Platte  oder  Scheibe 
über.  Die  Differentialgleichung  derselben  ist  von  Poisson  (Mem.  de  V Inst. 
1858,  von  Cauchy  in  den  Exercices  de  Mathe m.  und  auf  die  kürzeste  und 
strengste  Weise  von  Kirchhoff  im  40.  Bande  von  Crelle's  Journal  gege- 
ben worden ,  jedoch  erfordern  alle  diese  verschiedenen  Ableitungen  einen 
ziemlichen  mathematischen  Aufwand,  so  dass  es  gerechtfertigt  sein  möchte, 
eine  äusserst  kurze  und  dabei  sehr  einfache  Begründung  dieser  Differential- 
gleichung anzuführen. 

Die  Scheibe  sei  in  natürlichem  Zustande,  d.  h.  wenn  an  keinem  Punkte 
eine  Verdünnung  oder  Verdichtung  des  homogenen  elastischen  Stoffes  statt- 
findet, ein  zwischen  zwei  in  geringem  Abstände  h  befindlichen  zur  Ebene 
xy  parallelen  Ebenen  eingeschlossener  elastischer  Körper,  welcher  durch 
eine  zu  dieser  Grundebene  senkrechte  Cylinderfläche,  die  sogenannte  Con- 
tour,  begrenzt  werde,  und  dessen  Dicke  h  klein  sei  im  Vergleiche  zu  seiner 
Ausdehnung  in  die  Länge  und  Breite. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  ergeben  sich  nun,  wenn  man. 
jeden  Theil  einer  solchen  Scheibe  vermöge  der  Kräfte,  welche  ihn  von 
Aussen  angreifen,  in  das  Gleichgewicht  bringt. 

AU  einen  solchen  Theil  betrachten  wir  den  Körper,  welcher  im  natür- 
lichen Zustande  der  Scheibe  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  von  der 
Dicke  dx  dy,  und  dessen  Seitenkanten  h  zur  ursprünglichen  Oberfläche  der 
Scheibe  senkrecht ,  also  parallel  der  Achse  Z  laufen.  Wir  bedienen  uns 
nun  zweier  von  Jacob  Bernoulli  zunächst  für  die  elastischen  Stäbe 
gemachten  und  auch  von  Kirchhoff  adoptirten  Hypothesen: 

1)  Die  Massetheilchen  der  Platte,  welche  sich  in  deren  natürlichem 
Zustande  in  einer  zur  Oberfläche  der  Platte  senkrechten  Geraden  befan- 
den, liegen  auch  nach  einer  Formänderung  derselben  in  einer  Normalen  zu 
der  alsdann  gekrümmten  Oberfläche. 

2)  Die  Elemente  der  Mittelfläche,  d.  h.  derjenigen  Fläche,  welche  in 
natürlichem  Zustande  der  Platte  eine  in  gleichem  Abstände  zwischen  bei- 
den Grundflächen  befindliche  Ebene  ausmacht),  erleiden  bei  der  Forroän- 
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derung  keine  merkliche  Dilatation.  Diese  Mittelfläche  heisst  desshalb  auch 
die  neutrale  Schicht. 

Wir  haben  nun  die  Kräfte  kennen  zu  lernen,  welche  den  genannten 
parallelepipedischen  Körper,  der  im  gebogenen  Znstande  der  Platte,  der 
zweiten  Hypothese  zu  Folge  euien  Obelisken  darstellt,  angreifen.  .  Diese 
sind  einerseits  die  auf  seine  inneren  Massetheilchen  wirkenden  beschleuni- 
genden Kräfte  Xy  F,  Z,  von  welchen  wir  X  ~  Y  —  0  annehmen ,  anderer- 
seits die  durch  die  Umgebung  geäusserten  elastischen  Kräfte ,  welche  vor- 
züglich unsere  Aufmerksamkeit  verdienen. 

Da  die  gebogene  Scheibe  vermöge  der  äusseren  Kräfte  im  Gleichge- 
wichte ist,  so  muss  ein  Bestreben  znr  Bewegung  entstehen,  sobald  diese 
aufgehoben  werden,  d.  h.  im  Gleichgewichtszustande  hat  jedes  Massetheil- 
chen gewisse  Spannungen  oder  Pressungeu  auszuhalten,  welche,  indem  sie 
mit  gleichen  Intensitäten  je  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wir- 
ken, sich  gegenseitig  aufheben.  Betrachten  wir  nun  zunächst  die  verticale, 
d.  h.  in  der  Richtung  Z  wirkende  Cömponente  dieser  elastischen  Kräfte, 
und  zwar  diejenigen ,  welche  z.B.  die  vordere,  d.h.  dem  Ursprünge  der 
Coordinaten  zugekehrte  Seitenfläche  hdy  des  Obelisken  angreifen,  so  ist 
klar,  da  diese  Verticalkräfte  von  der  Biegung  der  Fläche  herrühren,  dass 
sie  über  die  ganze  Ausdehnung  der  Fläche  hdy  in  einerlei  Sinne  wirken, 
also  zusammen  eine  dieser  Fläche  hdy  proportionale  Verticalkraft  erzeu- 
gen, welche  per  Flächeneinheit  durch  P^/y  bezeichnet  werden  mag,  und, 
wenn  der  Dampf  von  oben  drückt,  also  die  coneave  Seite  nach  Oben  ge- 
richtet ist,  abwärts  wirkt.  Die  ganze  im  Schwerpunkte  der  vorderen  Fläche 
hdy  abwärts  wirkende  Kraft  wäre  demnach  gleich  hdy .  P^. 

Wir  betrachten  ferner  die  Kräfte,  welche  den  Ausdehnungen  oder  Zu- 
sammendrückungen der  Massetheilchen  parallel  der  Oberfläche  der  Scheibe 
ihr  Dasein  verdanken.  Nehmen  wir  irgend  eine  im  ursprünglichen  Zustande 
der  Scheibe  gerade  und  der  Ebene  XY,  d.h.  der  Oberfläche  oder  der  Mittel- 
fläche parallele  Faser  von  unendlich  kleinem  Querschnitte  an,  so  wird  die 
selbe  in  der  gebogenen  Scheibe  1)  eine  Biegung  nach  oben  oder  unten, 
2)  eine  Veränderung  des  Querschnittes,  3)  eine  seitliche  Biegung,  4)  eine 
Torsion ,  5)  eine  Dehnung  oder  Verkürzung  nach  der  Länge  erfahren  kön- 
nen. Die  von  der  Biegung  nach  oben  oder  unten  herrührenden  Kräfte 
geben  die  bereits  betrachteten  P.  Die  Veränderungen  des  Querschnittes 
können  auf  Längsänderungen  der  gegen  die  fragliche  Faser  senkrechten 
Fasern  zurückgeführt  werden. 

Dagegen  verursachen  die  durch  seitliche  Biegung  und  Torsion  entstehen 
den  Kräfte  eine  gewisse  Unbequemlichkeit.  Wir  können  jedoch  dieselben 
ganz  vermeiden,  wenn  wir  solche  Fasern  betrachten,  welche  innerhalb  des  un- 
endlich kleinen  Umfanges,in  welchem  wir  sie  zu  verfolgen  haben,  keiner  seit 
liehen  Biegung  und  Windung  unterworfeu  sind.  Um  die  Lage  solcher  Fasern 
zu  finden,  ziehen  wir  uns  die  Normalen  zu  zwei  unendlich  nahe  liegenden 
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Punkten  der  Achse  einer  in  der  mittleren  (neutralen)  Schicht  gelegenen 
Faser.  Alsdann  leuchtet  ein,  dass  eine  seitliche  Biegung  und  Torsion  der  zwi- 
schen beiden  benachbarten  Normalen  ausgespannten  Fasern  stattfinde,  wenn 
diese  Normalen  auf  der  später  gebogenen  Scheibe  sich  nicht  schneiden,  son- 
dern nach  verschiedenen  Richtungen  des  Raumes  auseinandergehen.  Die 
Richtungen  aber,  welche  eine  der  neutralen  Schicht  parallele  Faser  haben 
rauss,  damit  die  benachbarten  Normalen  sich  schneiden,  sind  bekanntlich  die 
aufeinander  senkrechten  Richtungen  der  stärksten  und  schwächsten  Krüm- 
mung der  von  der  neutralen  Schicht  gebildeten  krummen  Fläche.  Indem  wir 
den  Fasern  diese  Richtungen  geben,  kommen  wir  bezüglich  der  Verände- 
rungen ihrer  Querschnitte  auf  den  oben  vorausgesetzten  Fall  zurück,  dass 
die  Ausdehnungen  nach  aufeinander  senkrechten  Richtungen  vor  sich  gehen. 

Die  Projectionen  der  Richtungen  der  stärksten  und  schwächsten  Krüm- 
mung auf  die  Ebene  X  Y  bilden  nun  mit  der  Achse  X  die  Winkel  a  und  e', 
für  welche 

(er  |  (l+/>V-(H^)rif/Ä 

ist,  wo  R  für  das  Polynom 

f(l  +  f)  I  ~  (1  +  9?)  r)>  +  4  [(l  +  ,«)  S  -  pf/r\  ((1  +  /)  *  -  pr/l] 
steht,  und  p> r,  s,  /  der  Kürze  halber  für 

dz   n   d*z     f*z  d*z 

d~c*  Fy%  FZTdi' 

gelten.  Da  aber  die  Neigungen  der  krummen  Oberfläche  gegen  den  Hori- 
zont sehr  klein  sind ,  so  können  wir  p  und.  9  gegen  1  vernachlässigen,  so 
dass 

Ä  =  (r-l)«  +  4* 

„  ,,.../rr;j/J,,„.=/|^-|. 

Unter  denselben  Bedingungen  findet  man  auch,  dass  die  beiden  Haupt- 
richtungen  a  und  a  entsprechenden  Krümmungshalbmesser  durch 

fl      r  +  t  +  j/R 

gegeben  sind. 

Gehen  wir  nun  zur  Betrachtung  derjenigen  Kräfte  über,  welche  aus 
der  Verlängerung  oder  Verkürzung  der  Fasern  entstehen.  Denken  wir 
uns  eine  unendlich  dünne,  der  neutralen  parallele  Schicht,  so  erleidet  ein 
kleines  Stück  derselben  nach  allen  Seiten ,  wie  auch  in  Richtung  der  Nor- 
malen Ausdehnungen  oder  Zusammenpressungen.  Ein  solches  Flächenstück 
theilen  wir  uns  in  natürlichem  Zustande  der  Scheibe  durch  zwei  Systeme 
den  Richtungen  der  stärksten  und  schwächsten  Krümmung  paralleler 
Schnitte  in  zwei  Reihen  sich  rechtwinklig  durchkreuzender  Fasern;  als- 
dann erleiden  dieselben  nach  der  Biegung  der  Fläche  die  genannten  Dilata- 
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tionen,  welche  der  geringen  Ausdehnung  des  Flächenstückes  halber  für  jede 
Faserreihe  per  Längeneinheit  constant,  für  beide  Reihen  aber  im  Allgemei- 
nen verschieden  sind,  und  zwar  messen  die  Längenveränderungen  der  einen 
zugleich  die  horizontalen  Veränderungen  des  Querschnitts  der  anderen. 
Zugleich  sind  es  diese  Veränderungen  allein,  welche  Dilationen  in  der 
Richtung  der  Normalen  hervorrufen,  weil  im  Inneren  der  Scheibe  keine 
vertical  spannenden  Kräfte  angenommen  werden.  Ehe  wir  nun  weiter  gehen, 
sollen  einige  Definitionen  aufgestellt  werden. 
Ks  sei 

ka  die  Dilatation  der  Längeneinheit  der  Fasern  in  der  Richtung  der 
durch  den  Winkel  a  bezeichneten  Haiiptkrümmungslinic.  Der 
Abstand  der  Fasern  von  der  Mittelfl&che  sei  =  «, 

la-  diese  Verlängerung  der  Fasern  in  der  Richtung  u, 

X-  die  Dilatation  der  Längeneinheit  in  der  Richtung  Z, 

PMy  die  auf  die  Flächeneiuheit  der  vorderen  Fläche  hdy  des  Obe- 
lisken in  der  Richtung  —  Z  wirkende  aus  Biegung  der  Fasern 
entstandene  Kraft, 
\  f*Mx  ebenso  die  auf  die  Fläche  hdx  nach  — Z  wirkende  Kraft, 

Aa  die  in  der  Richtung  n  auf  eine  zu  derselben  senkrechte,  in  der 
Höhe  u  befindliche  Flächeneinheit  wirkende,  vom  Obelisken 
ab  gerichtete  Kraft,  entstanden  aus  Dilatation  der  in  der  Rich- 
tung a  laufenden  Fasern, 

'A„f  die  in  der  Richtung  o'  auf  eine  au  derselben  senkrechto  in  der 
Höhe  u  befindliche  Flächeneinheit  wirkende  Kraft, 

Au ,  Mx  die  per  Flächeneinheit  parallel  der  Richtung  a  auf  die  vor- 
dere Fläche  hdx  in  der  Höhe  u  über  der  neutralen  Schicht  an- 
greifende vom  Obelisken  abgerichtete,  aus  Aa  entstehende  Kraft, 

Au-,  hdx  die  per  Flächeneinheit  auf  hdjc  in  der  Höhe  u  abwärts  vom 
Obelisken  wirkende  aus       entstehende  Kraft, 

^a,hdy  die  per  Flächeneiuheit  auf  hdy  in  der  Höhe  u  abwärts  vom 
Obeli&en  wirkende  aus  Att  entstehende  Kraft. 

Aa',hdx  die  per  Flächeneinheit  auf  hdx  in  der  Höhe  u  wirkende 
vom  Obelisken  abwirkende  aus  Aa>  entstehende  Kraft. 

AxyMy  die  in  der  Höhe  u  auf  die  Fläche  hdy  in  der  Richtung  —  X 
per  Flächeneinheit  wirkende,  durch  Zerlegung  von  Aa,hdy  und 
Aa'ihdy  gewonnene  Kraft. 

^  hdy  die  ähnlicherweise  auf  hdy  in  der  Richtung  — Y  wirkende 
Zugkraft, 

Ax*,kdx  die  analog  auf  hdx  in  der  Richtung  —  X  wirkende  Zugkraft, 
^y,  hdx  ebenso  die  auf  hdx  in  der  Richtung  — Y  wirkende  Zugkraft. 
Wir  müssen  nun  die  zwischen  diesen  verschiedenen  Ausdrücken  statt- 
findenden Beziehungen  entwickeln.    Wie  man  leicht  aus  einer  Figur  ab- 
arahirt,  ist 

2* 
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 >-■"■■*— ■*~~-» — - — ~ — — ^  , — —  ^^-,~,-,-lo^-in^OJir,  ri _   r 

5)  Act  =     ,    ia'=  — , . 

Sodann  ergeben  die  Formeln  2),  da  auf  die  inneren  Theile  der  Scheibe 
keine  Druckkräfte  wirken,  also  At  =  0  ist: 

Aa  =  AfAÄ  -f*  K  (ka'  -f-  At) > 

0  =  JÄTAl-f  A"(A«  +  M. 
Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  As  nnd  unter  Berücksichtigung  der 
Werthe  5)  : 

\A«--=  — .-  + 

6) 


k    ~'q+~     A  '7 
,         K*— A"«   u     KK'  —  K*  u 

****  —         f        '  ~  T' 


Ebenso  sieht  man  leicht  aus  einer  Figur,  dass 

>jy  Man  hdx~  ^«  •  ,  &fy  =       COS  « , 

'-V»  Arfx  =  ^a'  •  ro« o ;  ^a',  ^  =  —  Aa>  sin  er, 
desgleichen,  dass 

■dri  hdy  ==  -^cri  My  •  *  —  ^o'i  •  **n  a , 
<4n  Arfr  =  hdx  »Cosa  —  Aa'y  Mx  .  sin  o , 
^f,  kdx  =  ^a*  kdx  •  sin  a  +  ^Ä ',      .  cos  <*  , 

•^j»  A*fy  =  <^ff»  A<ty  •       <*  +  '^a'»  Aify  .  COS  Ct. 

Substituirt  man  hier  die  Werthe  aus  6)  und  7),  so  wird 

*  _  =  -  pr£!  (-£.-  +  -  f )  +  (Sjü  +  -£•)  ] 

*  „  „  .  [«'  (2f=  +  f^)  +  ^£1«  (2J.-  +  -  f )  ] 

■^xi  Wx  - — *       Affy  — — 

d.  h.  unter  Berücksichtigung  der  Formeln  3)  und  4) : 

\A        —    fA"  — A  A-A"-A'»a«2l 

^x  i  Arfx  —  -^y  i  A<fy  = 

["AT*  — AT»   a»;       A'A" —  K'%  d*z  1 
L     K      dxdy  K  dxdyl 

Hiernach  können  wir  znr  Aufstellung  der  sechs  Bedingungsgleichun- 
gen des  Gleichgewichts  dos  Obelisken  schreiten.  Diejenigen  beiden,  welche 
sich  über  das  Verschwinden  der  Projectionen  aller  Kräfte  auf  die  Achsen 
X  und  Y  aussprechen ,  nehmen  wir  als  von  selbst  erfüllt  an ,  weil  wir  die 
geringen  horizontalen  Spannungen  der  neutralen  Schicht  vernachlässigen, 
und  jeder  Kraft  A,  als  den  Factor  m  enthaltend,  in  der  Horizontalprojection 
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eine  gleiche  mit  dem  Factor  —  u  behaftete  entgegenwirkt.  Aehnliches  gilt 
auch  für  diejenige  Momentengleichung,  welche  sich  auf  die  Projectionen 
aller  Kräfte  anf  die  Ebene  X  Y  bezieht.  , 

Es  bleiben  also  nur  noch  drei  Gleichungen  übrig,  nämlich  die  für  die 
Projectionen  aller  Kräfte  auf  die  Achse  Z,  so  wie  die  Momentengleichungen 
aller  Kräfte  auf  die  Richtungen  der  Ebenen  XZ  und  YZ.  Nehmen  wir  die 
Seitenflächen  hdx  und  hdy%  so  wie  die  Mittelfläche  als  die  drei  Projcctions- 
ebenen  an ,  und  bemerken  wir  noch  überdiess ,  dass  in  der  Gleichung  für 
die  Projectionen  auf  Z  die  Kräfte  — P  und  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Obelisken  die  Kräfte  P  +  tP  vorkommen,  dass  also  nur  dP%  ein  par- 
tielles Differential,  übrig  bleibt ;  dass  ebenso  parallel  den  Achsen  X,  Y  die 
Kräfte  — A,  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des  Obelisken  aber  die  Kräfte 
A  +  dA  wirken,  dass  also  nur  dAt  ein  partielles  Differential,  in  den  Moraen- 
tengleichungen  eingeht;  dass  überdiess  die  Kräfte  P  an  den  Hebelarmen 
dx  und  dy,  die  Kräfte  A  an  den  Hebelarmen  u  wirken,  so  gewinnen  wir, 
wenn  Q  den  Druck  des  Dampfes  auf  die  Flächeneinheit  bezeichnet ,  unter 
Weglassung  der  Unendlichklcinen  höherer  Ordnung,  z.  B.  des  Momentes  von 
Q  folgende  drei  Bedingungsgleichungen : 

—  Qdx  dy  +  hdy^^dx  +  hdxd-^  rfy  =  0, 

ox  oy 

h 

2 

hdyPM9dx+  ju(^^dx  .dydu  +         Jx  dy  .  dx  du)  ^0, 

~  I 

A 

2 

hdxPkds  dy  + ju(^^dy.dxdu  +  —^dx.dydu)==0 

2 

oder,  nach  einer  kleinen  Vereinfachung,  und  in  Rücksicht  auf  die  aus  8)  zu 
entnehmenden  Werthe  von  A: 

Q  _  dPAJy 

h       d  x 

h*  Kt—K't(d9z       dlz  \ 
Pkd*+U       K      \d*  +  d7dy>)=°> 

Diese  drei  Gleichungen  ergeben  eine  Differentialgleichung  für  z ,  und 
lehren  nachher  die  Werthe  von  P  kennen.  Um  die  Differentialgleichung 
zu  erhalten,  elirainire  man  Pm9  und  P^.    Es  entsteht 

■>  £  +  Ä  +  ^  ' 


dx^*dx*dtf  '  dy'  A8  A'»-A'" 

welche  Differentialgleichung  auch  genau  aus  der  von  Kirchhoff  gefun- 
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denen  abgeleitet  werden  kann.  Die  Gestalt  der  Scheibe  ergiebt  sich  nun 
mit  dem  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung  9),  welches  sich  für 
verschiedene  Zwecke  unter  verschiedenen  Formen  darstellen  lässt,  je  nach- 
dem die  darin  vorkommenden  willktlhrlichen  Functionen  modificirt  werden. 
Ist  die  Scheibe  kreisförmig,  und  ihr  Halbmesser  gleich  /,  so  dürfte  nach- 
stehende Form  die  geeignetste  sein: 

1      +  (j?  4-  y*)  [<p    +  jy  0  +  <pt  (* — 
+  fo>(*       +  *i    — »Ol» 

wo  j'=j/^t,  und  qp,  qp,,  tf/,  r^,  vier  willkührliche  Functionen  vorstellen.  Ist 
nun  das  Centrum  der  Scheibe  im  Ursprünge  der  rechtwinkligen  Coordina- 
ten,  so  bestimmen  Bich  die  vier  willkürlichen  Functionen  aus  den  Beding- 

dz 

ungen,  dass  für  x*  +  jf  =  P  sowohl  z  =  0,  als  auch  —  =0  sein  rauss,  wo 

er 


r  ~yx*+  sobald  die  Scheibe  am  Kandc  fe*t  aufgelöthet  ist.  Setzt  man 
a-  +  yi  =  reft\  so  heisst  dies  so  viel,  ah  dass  für  r=/  sowohl  der  Ausdruck 

r«  [<p  (rfft')-f-  <pl  (r +  ^  (rert  )  4-  ^,  (rf-ft), 
als  auch  dessen  partieller  Differentialquotient  nach  r,  für  jeden  Werth  von 
tp  verschwinden  muss.  Die  Ausdrücke  q>  -\-<pt  und  i//  -f-  t//,  lassen  sich  aber, 
wenn  man  die  einzelnen  Functionen  von  rt'"  nach  Sinus  und  Cosinus  der 
Vielfachen  von  /  entwickelt,  offenbar  auf  nachstehende  Form  bringen : 
rt0  +  ö,  r  cost  +  <it  r1  eos2/  +  at  r*ro$3f  +  .  .  . 
-f  />,  r  yt'w  /  -J-  //,  r*  «m  2  f  -|-  //3  r3  5/7/  3  /  +  . .  . , 
also  entsteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  A0  +  Ax  r  cos/ -f  Af  r*  vns'it  -f-  As  r*  cosSt  -f-  .  .  . 
-f  Bx  r  sin  t  +  Bt  r*  $in2t+  Bt  r»  sin  3/  +  .  .  . 

,3  iao  +  a*  r  roxt  4"  rt«  r*  cw*2'  +  n»  **  cosüt  4-  .  .  . 
<    +  ft,  r        +  //,  r*  w«  2/  +  />,  r3  sin  3  J  -f-  .  .  . , 

in  welcher  die  Coefficienten  «,  //,  5  von  r  und  /  unabhängig  sind.  Für 
r  =  /  muss  ausser  derselben  auch  noch  ihre  Derivirte  nach  r  bestehen,  so 
da*s  weiter  entsteht: 

0  ~  At  cost  +  2At  r  cos  2t  -f-  3  A%  r*  cos  3/  +  .  .  . 
+  Bx  sin  t  +  2Btr  sin  2  /  +  3  Bs  r?  .vm  3 1  +  . 

J2a0  +  3«,  reo«/  +  4<?,r*co$2/  +  ba9r*  cosZt  +  .  .  . 
r  <      +  3//,  r  n/i  /  -f  4//,  r*  n«  2/  +  5/>,  r*  «t/i  3  /  +  .  .  . 
Sollen  nun  diese  beiden  Gleichungen  für  jeden  Werth  von  /  bei  r  =  / 
erfüllt  sein,  so  müssen  nach  Fourier  die  Coefficienten  von  sinnt  und  cos/K 
einzeln  verschwinden.*)   Hieraus  folgt 


*)  Dies  leuchtet  ein,  sobald  man  naeli  beiderseitiger  Multiplication  mit  sinnt 
«»der  zweiten  deu  Grenzen  'in  und  0  iutegrirt. 
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-f.  +  0,  Ax  0,       -f-  i*  ««  —  ü,       +  P  «,  =  0,  .  .  . 

2/a0  =  0,  ^,+3/,al=0,  2  .4,  +  4  P  at  =  0,  3//,+  hrat  =  Ot... 

i?,  +  f« =  0,  /?t  +  /*fct  =  ö,  2?,  +  /*A,  =  0,... 

£,  +  3^,^=0,  2Bt+4t*  6,  =  0,  Stfa  +  Ö/^.^O,..., 
wonach  sämmtliche  Coefficicnten,  also  auch  die  von  ihnen  bestimmten  Func- 
tionen q>y  g>„  ^      gleich  Null  sind.  Die  Gleichung  der  gekrümmten  Scheibe 
ist  mithin 

">  *--h*K>* 

Der  kleinste  Werth  deB  Krümmungshalbmessers  ergiebt  sich  hiernach 

,      7  h*   K* — A"* 

e~p-"7/^-— T — * 

Setzt  man  nun  die  Verlängerung,  bei  welcher  eine  Faser  von  der  Länge 
1  zerreisst,  gleich  A,  so  darf  dieselbe  höchstens  gleich  sein  der  dem  Werthe 

von  p  entsprechenden  Dilatation  —  der  Längeneinheit  der  stärkstgespann- 

ten,  d.  h.  auf  der  Oberfläche  in  dem  Abstände  \  h  von  der  neutralen  Schicht 
entfernton  Faser.   Hiernach  ist  die  Festigkeitsbedingung:  k  —  |A  :  p,  oder 

.      7h*X  A'*  —  K'* 

d.  h. 


14) 


Es  bezeichnet  dies  diejenige  Dicke,  welche  man  der  Platte  bei  gege- 
benem Dampfdrucke  zu  geben  hat,  wenn  kein  Zerreissen  stattfinden  soll. 
Man  zieht  daraus  folgende  zwei  Sätze: 

Bei  gleichem  Dampfdrucke  müssen  die  Dicken  zweier 
Platten  in  directem  Verhältnisse  ihrer  Durchmesser  stehen. 

Bei  gleichen  Durchmessern  zweier  kreisförmigen  Plat- 
ten müssen  ihre  Dicken  der  Quadratwu  r  zel  aus  dem  Dampf- 
drücke p  roportional  sein,  wenn  sie  die  erforderliche  Fes- 
tigkeit darbieten  sollen. 

Die  Grösse  k  entspricht  hier  der  auf  Ausdehnung  in  Anspruch  genom- 
menen Festigkeit  des  Materiales.  Auf  der  dem  stärkstgespannten  Punkte 
entgegengesetzten  Seite  der  Scheibe  findet  die  stärste  Compression  statt. 
Ist  nun  das  Material  für  Compression  empfindlicher,  als  für  Dilatation,  so 
hat  man  für  k  in  der  Formel  14)  die  Grenze  der  Compressionslänge  der  Län- 
geneinheit zu  setzen. 

Schliesslich  werde  noch  bemerkt,  dass  in  beiden  Fällen  die  Fasern 
nicht  nur  der  Länge  nach,  sondern  auch  in  gleichem  Sinne  eine  Verände- 
rung des  Querschnittes  erfahren.  Allein  es  ist  klar,  dass  wenn  die  blos  auf 
Stahe  mit  freiem  Querschnitte  sich  beziehenden  Versuchswerthe  von  k  in 
die  letzte  Formel  eingesetzt  werden,  die  Festigkeitsbedingung  um  so  mehr 
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erfüllt  ist,  weil  z.  B.  eine  der  Länge  nach  gespannte  und  im  Momente  des 
Zerreissens  befindliche  Faser  um  so  sicherer  zerreisst,  wenn  sie  bei  gleich- 
bleibender Länge  auch  noch  eine  Ausdehnung  des  Querschnittes  erfährt. 
Es  würde  leicht  sein,  die  Bedingung  14)  durch  eine  andere,  welche  die 
Grösse  h  in  noch  kleinere  Grenzen  bannen  würde,  zu  ersetzen,  wenn  man 
eine  zwar  sehr  wahrscheinliche,  aber  doch  an  Sicherheit  der  obigen  Voraus- 
setzung nachstehende  Hypothese  benutzte.  Diese  Hypothese  besteht  darin, 
dass,  wenn  eine  Faser  mit  freiem  Querschnitte  bei  einer  Dilatation  X'  zer- 
reisst,  dasselbe  sehr  wahrscheinlich  noch  stattfindet,  wenn  laterale  Kräfte 
eine  Veränderung  des  Querschnittes  und  eine  modificirte  Verlängerung 
X<X'  hervorbringen.  Der  Zusammenhang  zwischen  X  und  X'  wäre  nach 
den  eingangs  dieser  Abhandlung  entwickelten  Formeln  leicht  abzuleiten, 
und  es  würde  h  in  der  Formel  14)  kleiner  ausfallen ,  wenn  man  X  durch  X' 
ersetzte. 


III. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Gase. 

Von  Dr.  E.  Jochmann  in  Berlin. 


Unter  einem  ideal  permanenten  Gase  soll  im  Folgenden  ein  solches 
Gas  verstanden  werden ,  auf  welches  die  beiden  Grundgesetze  der  elas. ' 
tischen  Flüssigkeiten ,  die  man  unter  dem  Namen  des  Mariotte -Gay- 
Lussac'schen  Gesetzes  zusammenfassen  kann,  in  voller  Strenge  anwendbar 
sind.  Wir  wollen  ferner  für  das  ideale  Gas  die  Richtigkeit  der  Mayer'scben 
Annahme*)  voraussetzen,  dass  die  bei  der  Compression  eines  Gases  frei- 
werdende calorimetrisch  messbare  Wärmemenge  das  volle  Aequivalent  der 
zur  Compression  des  Gases  erforderlichen,  äusseren  Arbeit  ist.  Es  folgt 
dies  übrigens  unmittelbar  aus  der  Erfahrungstatsache,  dass  ein  Gas,  wel- 
ches sich  ausdehnt,  ohne  äussere  Arbeit  zu  leisten,  seine  Temperatur  nicht 
ändert  und  aus  dem  Princip  der  Aequivalenz  der  Arbeit  und  Wärme. 

In  der  That  giebt  es  kein  Gas ,  welches  diesen  Voraussetzungen  voll- 
ständig genügt.    Da  aber  alle  permanenten  und  ein  Theil  der  coörciblen 

*)  Mayer:  Bemerkungen  über  ilic  Kritfte  der  unbelebten  Natur.  Wühler  und  Lie- 
big'ß  Annalen  der  Chemie  und  Pharmaeie  XLII  p.  240. 
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Gase  «ich  denselben  mit  einer  für  alle  praktischen  Zwecke  hinreichenden 
Genauigkeit  annähern,  so  ist  es  von  Nutzen,  die  Theorie  der  Gase  zuerst 
so  zu  entwickeln,  als  ob  dieselben  jene  Gesetze  streng  befolgten.  Man  hat 
dann  bei  Betrachtung  der  Abweichungen  von  den  Grundgesetzen  den 
Vortheil,  dieselben  als  kleine  Grössen  behandeln  zu  können,  deren  Poten- 
zen und  Produkte  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Das  Mariotte'sche  und  Gay -Lnssac'sche  Gesetz  lassen  sich  in  der 
Formel  zusammenfassen 

p  .  v  =  x  .  (1  +  ot) 
wo  p  den  Druck,  v  das  Volum,  t  die  Tempevatur  in  Graden  des  Centesimal- 
Luftthermometers*),  a  den  thermischen  Äusdehnungscoe'fficienten  des  Gases 
bei  constantem  Druck  bezeichnet.  Diese  Formel  nimmt  eine  noch  ein- 
fachere Gestalt  an,  wenn  man  einen  andern  Nullpunkt  für  die  Thermo- 
meterscala  wählt.    Setzt  man 

1 

a 

so  wird 

1)  p  .  v  ==  k  .  t 

Die  so  eingeführte  Grösse  t  nennt  man  die  absolute  Temperatur* 
Die  Constante  k  steht  in  einem  unmittelbaren  Zusammenhang  mit  der 
Differenz  der  beiden  speeifischen  Wärmen  des  Gases  bei  constantem  Druck 
und  bei  constantem  Volum.  Wird  der  Masseneinheit  des  Gases  bei  con- 
stantem Volum  eine  Wärmemenge  dq  zugeführt**)  so  erfahrt  das  Gas 

eine  gewisse  Temperaturerhöhung  dl.    Den  Quotienten      nennt  man  die 

speeifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Volum.  Wir  wollen  den- 
selben mit  c  bezeichnen.  Um  eine  Gasmasse  m  bei  constantem  Volum  um 
dt  zu  erwärmen,  würde  die  Wärmemenge 

m  .c  .dt 

erforderlich  sein.  Will  man  dagegen  dieselbe  Temperaturerhöhung  her- 
vorbringen, indem  man  den  Druck  constant  erhält,  wobei  das  Gas  also  eine 
Ausdehnung  erfährt,  so  ist  dazu  eine  grössere  Wärmemenge 

tn .  C|  .dt 

erforderlich,  wo  c,  die  Grösse  ist,  welche  man  die  speeifische  Wärme  bei 
constantem  Drucke  zu  nennen  pflegt.  Ist  dv  die  Volumzunahme ,  so  ist 
p.dv  die  im  letzteren  Falle  bei  der  Ausdehnung  geleistete  äussere  Ar- 


*)  Diese  Gleichung  dient  also  vorläußg  als  Definition  der  Temperatur  und  die 
Constante  o  wird  so  bestimmt,  dnss  die  Differenz  der  Temperaturen  des  Siedepunkts 
und  des  Gefrierpunkts  =  100  ist. 

**)  Will  mau  von  vorn  herein  mit  dem  „Zuführen  einer  Wärmemenge"  einen  prä- 
eiseren  Begriff  verbinden,  so  heisst,  einem  Körper  Wärme  zuführen,  soviel ,  als  seine 
Wirkungsfunction  vergrüssem  (siehe  Art.  3,  5  uud  (\).  Ich  habe  es  jedoch  vorgezo- 
gen, zunächst  an  den  gewöhnlichen  Sprachgebrauch,  der  auf  der  unmittelbaren  physi- 
kalischen Anschauung  beruht,  anzuknüpfen. 


Digitized  by  Google 


26  Beiträge  zur  Theorie  der  Gase. 


beit.  In  Folge  der  Mayer'schen  Annahme  muss  die  Differenz  der  in  bei- 
den Fällen  gebrauchten  Wärmemengen 

m  {cl  —  c) .  dl 

das  genaue  Aequivalent  der  geleisteten  Arbeit  sein ;  denn  erwärmte  man 
das  Gas  erst  bei  constantem  Volum  um  dt  und  Hesse  dasselbe  dann  sieb 
um  dv  ausdehnen  ohne  äussere  Arbeit  zu  leisten,  wobei  seine  Temperatur 
unverändert  bliebe,  so  wären  Anfangs-  und  Endzustand  dieselben  wie  bei 
der  Erwärmung  unter  constantem  Druck,  die  Ueberführung  wäre  aber  er- 
folgt, ohne  dass  dabei  äussere  Arbeit  geleistet  wurde.  Die  in  diesem  Fall 
weniger  gebrauchte  Wärmemenge  m  (c, — c)  dt  ist  also  das  Aequivalent 
der  Arbeitsmenge  p  ,  dv.  Bezeichnet  man  daher  das  mechanische  Aequi- 
valent der  Wärmeeinheit  durch  A,  so  folgt  daraus 

p  .  d v  =  A  .  m  .  (c ,  —  c)  dt. 
Die  Gleichung  1)  giebt  aber,  indem  man  dieselbe  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
dingung p  =  const.  differentiirt 

p  .  dv  =  k  .dl 

und  indem  man  durch  Vergloichung  dieser  beiden  Ausdrücke  den  Werth 
der  Constante  k  bestimmt,  geht  1)  über  in 

2)  p  .  v  =  A  .  m  (c,  —  c)  .  /. 

Bezeichnet  man  die  Dichtigkeit  des  Gases  d.  h.  die  Masse  der  Volumeinheit 
mit  9,  so  ist 

3)  p  =  A .  q  .  (ct  —  c) .  t. 

Wählen  wir  als  Einheit  der  Wärmeinenge,  Mio  es  üblich  ist,  diejenige 
Wärmemenge,  welche  erforderlich  ist,  um  1  kgr.  AV asser  von  0°  auf  1°  f. 
zu  erwärmen,  so  ist  bekanntlich  nach  den  zuverlässigsten  Versuchen  von 
Joule")  die  Constante 

4)  A  =  423,55  Kilogramm-Meter 

=  415500  .  1010  absol.  Arbeitseinheiten, 
wenn  man  die  Intensität  der  Schwere  =-=  0810  annimmt  und  unter  der  abso- 
luten Arbeitseinheit  die  Arbeit  versteht,  dnreh  welche  die  Masse  eines  Mil- 
ligramms um  ein  Millimeter  der  Richtung  der  Kraft  1  entgegenbewegt 
wird. 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  zunächst,  dass  die  Differenz  der  beiden 
speeifischen  Wärmen  cx  —  c  für  das  ideale  Gas  einen  constanten,  von  Dich- 
tigkeit und  Temperatur  unabhängigen  Werth  hat.  Dasselbe  gilt  daher  fiir 
alle  wirklichen  Gase  nur  in  dem  Maasse,  als  sich  ihre  Eigenschaften  denen 
des  idealen  Gases  annähern.  Von  einem  zum  andern  Gase  ändert  sich  die 
Constante.  Aus  der  Gleichung  3)  folgt  aber,  dass  das  Product  o(r,  — r)  für 
alle  Gase  denselben  Werth  hat  oder  dass  die  Differenz  der  speeifischen  Wär- 
men der  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  ist.  Bezieht  man  die  speeifi- 
schen Wärmen  auf  die  Volumeinheit,  anstatt  auf  die  Masseneinheit,  so  ist  die 

*)  J.  P  Joule-.  Ott  the  mechanical  eijtäoalent  ofheat.  Philosopftical  TranMdions  of 
the  London  Royal  Socirty  1850  p.  «I.    l»o{rg.  Ann.  Erg  insungHbimd  IV.  p.  61. 
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Differenz  für  alle  Gase  dieselbe.  Setzt  man  umgekehrt  diese  Differenz  als 
constant  voraus,  so  kann  man  daraus,  wie  es  Hoppe*)  gethan,  den  Beweis 
der  Gültigkeit  des  Princips  der  Aequivalenz  vou  Arbeit  und  Wärme  für 
alle  Kreisprocesse  mit  Gasen  herleiten.  Die  bei  den  wirklieben  Gasen  vor- 
kommenden Abweichungen  werden  am  Schluss  des  vierten  Artikels  bespro- 
chen werden.  Die  Vorsuche  von  Regn  ault**)  haben  übrigens  ergeben, dass 
die  speeifische  Wärme  ef}  also  auch  c  für  atmosphärische  Luft  und  andere 
permanente  Gase  von  Druck  und  Temperatur  nicht  merklich  abhängig  ist. 
Wir  werden  dies  für  das  ideale  Gas  um  so  mehr  annehmen  dürfen. 

Wird  ein  Gas  coraprimirt,  indem  man  ihm  alle  dabei  erzeugte  Wärme 
von  aussen  entzieht,  so  dass  seine  Temperatur  constant  bleibt,  so  ist 
die  dabei  verbrauchte  Arbeit  und  gleichzeitig  das  Aequivalent  der  ge- 
wonnenen Wärme 

5)  — Jp  .  dv  =  —  Am(ct  —  c)  .tj~  =  A.m(ct  —  c)  t log  ^ 

indem  bei  der  Integration  t  als  Constante  zu  betrachten  ist.  Daraus  folgt 
das  von  Dulong***)  auf  empirischem  Wege  gefundene  und  mit  folgenden 
Worten  ausgesprochene  Gesetz  „dass  alle  Gase,  wenn  man  bei  gleicher  Tem- 
peratur uud  unter  gleichem  Druck  ein  gleiches  Volumen  von  ihnen  nimmt 
und  plötzlich  um  einen  gleichen  Bruchwerth  dieses  Volumens  zusammen- 
drückt oder  ausdehnt,  eine  gleiche  absolute  Wärmemenge  entwickeln  oder 
verschlucken."  Der  Werth  des  Products  m  (ct  —  c)  ist  nämlich,  wie  wir 
oben  gesehen,  für  alle  gleichen  Gasvolumina  derselbe. 

Wir  haben  die  Gleichung  2)  aus  der  Vergleichnng  der  beiden  Processe 
hergeleitet,  dass  man  einem  Gase  von  aussen  eine  Wärmemenge  zuführt, 
während  entweder  das  Volumen  oder  der  Druck  unverändert  bleibt;  bei 
Herleitung  der  Gleichung  5)  Hessen  wir  Druck  und  Volum  variiren  und 
setzten  die  Temperatur  constant.  Wir  wollen  endlich  noch  den  Fall  be- 
trachten, dass  man  das  Gas  comprimirt  oder  unter  Ueberwindung  eines  Ge- 
gendruckes sioh  ausdehnen  läset,  ohne  ihm  von  aussen  Wärme  zuzusetzen 
oder  zu  entziehen. 

Wenn  ein  ideales  Gas  sich  vom  Volum  v  zum  Volum  v  +  Av  ausdehnt, 
ohne  einen  Druck  zu  überwinden ,  so  bleibt  die  in  ihm  enthaltene  Wärme- 
menge, sowie  seine  Temperatur  ungeändert.  Dehnt  es  sich  dagegen  unter 
Ueberwindung  des  Druckes  p  aus,  so  wird  dabei  die  Arbeit p.Jv  geleistet, 

mithin  die  Wärmemenge  ~  .p  .dv  verbraucht,  und  das  Gas  erleidet  eine 

Temperatur  -  Erniedrigung ,  die  zu  bestimmen  ist.    Um  die  ursprüngliche 

*)  Poggendorffg  Annaleo  XCVII.  30. 

**)  Comples  rendus  de  l'acad  des  sciences  de  Paris  XXXVl.  676.    Pogg.  Annalen 
LXXXIX.  »35. 

***)  Pogg.  Ann.  XVI.  476.    Vergl.  Carnot:  Ueflcxions  sur  la  ptässunec  imtrice  du 
/ca.    Pari*  1924  p.  41,  p.  52. 
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ein  solches  Minimum  des  Uebergangs  statt,  wenn  der  Kreisprocess  ein  um- 
kehrbarer ist. 

Wir  wollen  uns  zunächst  dazu  wenden,  nachzuweisen,  dass  für  jeden 
Kreisprocess ,  in  weichein  Wärme  in  Arbeit  oder  Arbeit  in  Wärme  durch 
Dilatation  und  Compression  idealer  Gase  umgewandelt  wird,  das  Carnot- 
sche  Princip  nicht  eine  neue .  der  Erfahrung  entlehnte  Annahme ,  sondern 
eine  nothwendige  Folge  der  Grundgesetze,  welche  Druck,  Volum  und  Tem- 
peratur der  Gase  mit  einander  verbinden  und  des  Princips  der  Aequivalenz 
von  Wärme  und  Arbeit  ist. 

Um  den  Beweis  sogleich  mit  aller  erforderlichen  Allgemeinheit  zu  füh- 
ren, werden  wir  uns  eine  Gasmasse,  m  zu  denken  haben ,  welche  von  einem 
beliebigen  Anfangszustand,  der  durch  bestimmte  Werthe  der  unabhängigen 
Variabein  t>,  /  gegeben  ist,  in  ihrem  Volum,  ihrem  Druck  und  ihrer  Tempe- 
ratur irgendwelche  mit  der  Gleichung  2)  verträgliche  Veränderungen  er- 
leidet, indem  derselben  in  jedem  Augenblick  beliebige  Wärmemengen  von 
aussen  zugeführt  oder  entzogen  werden ,  und  schliesslich  wieder  zu  ihrem 
Anfangszustand  zurückkehrt.  In  Betreff  dieser  Veränderungen  soll  nur 
vorausgesetzt  werden,  dass  sie  sämmtlicli  auch  in  umgekehrter  Ordnung 
vorgenommen  werden  können,  oder  dass  der  Kreisprocess  ein  vollständig 
umkehrbarer  sei.  Dazu  sind  folgende  Bedingungen  erforderlich :  1)  Das 
Gas  muss,  indem  es  sich  ausdehnt,  immer  einen  Druck  überwinden,  der  dein 
seinigen  gleich  ist  (ausgeschlossen  ist  also  z.  B.  das  Einströmen  des  Gases 
in  einen  luftleeren  Kaum).  2)  Das  Gas  darf  nur  von  solchen  Wärmequel- 
len Wärme  aufnehmen,  und  an  solche  Körper  Wärme  abgeben,  deren  Tem- 
peratur von  der  seinigen  unendlich  wenig  verschieden  ist.  Dass  diese  Be- 
dingungen praktisch  nie  vollkommen  erfüllt  werden  können,  ist  an  sich 
klar.  Wenn  an  der  Hülle  eines  Gases  Druck  und  Gegendruck  vollkommen 
gleich  sind ,  so  kann  eine  Aenderung  der  Bewegung  nicht  eintreten  ,  oder 
wenn  vorher  Ruhe  war,  überhaupt  keine  Bewegung  erzeugt  werden.  Aber 
die  Druckdifferenz,  welche  erforderlich  ist,  damit  das  Gas  seine  Hülle  aus- 
dehnt, kann  unter  jede  gegebene  Grösse  sinken.  Wir  schreiben  zwei  Kör- 
pern gleiche  Temperatur  zu,  wenn  zwischen  denselben  bei  unmittelbarer 
Berührung  kein  Wärmeaustausch  stattfindet,  aber  die  Temperaturdifferenz, 
welche  für  die  Wärmeabgabe  erforderlich  ist,  kann  beliebig  klein  sein.*) 
Die  Bedingungen  der  Umkehrbarkeit  des  Kreisprocesses  sind  also  praktisch 
nicht  streng  zu  erfüllen,  aber  man  kann  sich  denselben  beliebig  annähern 
und  je  grösser  diese  Annäherung  ist,  desto  besser  ist  die  thermodynamische 
Maschine,  weil  der  Verlust^  nutzbarer  Wärme  durch  Uebergang  von  höhe 
rer  zu  niederer  Temperatur  sich  in  demselben  Maasse  dem  vom  Carnot- 
sehen  Princip  gebotenen  Minimum  annähert. 

Sind  p%  t>,  /,  Druck,  Volum  und  Temperatur  des  Gases  in  eiuem  belie- 

*)  Yergl.  Uarnot,  «i.  a.  O.  p.  1b  Note;  p.  2b. 
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bigen  Zeitpunkt  des  Kreisprocesses,  so  sind  diese  Variabein  nur  durch  die 
Gleichung  2) 

p  .  v  —  A  .  m  (c,  —  c)  .  / 
verbunden  und  um  den  Process  völlig  zu  bestimmen ,  kann  man  noch  eine 
zweite  willkührliche  Relation  zwischen  denselben  annehmen,  von  deren  Be- 
schaffenheit die  Wärmemenge  abhängt,  welche  dem  Gase  in  jedem  Theile 
de»  Kreisprocesses  zugeführt  oder  entzogen  werden  muss.  Ist  umgekehrt 
diese  Wärmemenge  gegeben,  so  folgt  daraus  die  Relation  zwischen  den  Va- 
riabein. In  jedem  Fall  kann  man  sich  zwischen  dieser  Relation  und  der 
Gleichung  2)  die  Temperatur  /  eliminirt  denken,  so  dass  man  eine  Gleich- 
ung zwischen  p  und  v 

13)  f(p,f)  =  o 

erhält.  Denkt  man  eich  den  Kreisprocess  durch  eine  Curve  dargestellt, 
indem  man  v  als  Abscisse,  p  als  Ordinate  nimmt,  so  kann  diese  Curve  alge- 
braisch oder  transcendent  sein ,  sie  kann ,  wie  es  in  der  Praxis  immer  der 
Fall  sein  wird,  in  ihren  verschiedeneu  Theilen  verschiedenen  Gesetzen  fol- 
gen, kann  beliebige  Einknickungen  (Stetigkeitsunterbrechungen  höherer 
Ordnung)  erleiden,  nur  muss  sie  in  sich  geschlossen  sein.  Der  von  der  Curve 
begrenzte  Flächenraum  stellt,  wie  schon  J.Watt  bemerkt,  die  mechanische 
Arbeit  vor,  welche  in  dem  Kreisprocess  erzeugt  oder  verbraucht  wird,  je 
nachdem  man  denselben  in  einer  oder  der  andern  Richtung  vor  sich  gehen 
lasst.  Damit  die  Curve  in  sich  selbst  zurücklaufe,  genügt  die  Bedingung, 
dass,  wenn  v  zu  seinem  ursprünglichen  Werth  zurückkehrt,  die  algebraische 
Summe  aller  dem  Gase  zugeführten  Wärraemengen  —  die  entzogenen  als 
negativ  gerechnet  —  ein  vollständiges  Acquivalent  der  geleisteten  Arbeit 
bilde;  denn  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  hat  das  Gas  am  Ende  des 
Processcs  dieselbe  Temperatur  wie  am  Anfang,  also  ist  auch  der  Werth 
von  p  derselbe.  Wir  bestimmen  die  positive  und  negative  Wärmemenge, 
welche  dem  Gase  in  jedem  Theile  des  Kreisprocesses  zugeführt  werden 
muss,  damit  zwischen  p  und  v  die  gegebene  Relation  13)  stattfinde.  Denken 
wir  uns,  dass  in  einem  beliebigen  Element  des  Kreisprocesses  »  um  dr,  tum 
dt%  p  um  dp  wächst.    Nach  2)  ist 

p  .  v  =  A  .  m .  (c,  —  c)  .  t 

mithin 

14)  di  =    P«'  +  »äP 

'  A.m   {fit  —  cY 

die  während  dieses  Elements  zur  Temperaturerhöhung  verbrauchte  Wärrae- 
menge ist  daher 

c  ' 

m.c.dt  —  .  —Apdv  +  vdp). 

c ,  —  c  A  v 

Die  geleistete  Arbeit  ist  p  .  dvy  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge 

7-""* 


Digitized  by  Google 


32  Beiträge  zur  Theorie  der  Gase. 


Also  ist  die  ganze  Wärmemenge,  welche  dem  Gase  während  dieses  Vor- 
ganges von  einem  Körper  von  der  Temperatur  /  mitgetheilt  werden  muss, 

15)  JQ  =  C*P«»  +  C\dp. 

A{ct  —  c) 

Die  während  des  ganzen  Kreisprocesses  aufgenommene  Wärmemenge  ist : 

wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  das  Integral,  über  den  ganzen  Kreis- 
process  ausgedehnt,  nicht  verschwindet.  Da  nämlich  das  Integral 

J  {cpdv  +  cvdp)  =  c Jd{pv) 

über  den  geschlossenen  Kreisprocess  ausgedehnt,  Null  ist,  so  reducirt  sich 
die  gesammte  verbrauchte  Wärmemenge  auf 

0  =  i  jpiv 

Die  Wärmemenge  Q  ist  also  das  Aequivalent  der  während  des  ganzen  Kreis- 
processes geleisteten  Arbeit  Jpdv. 
Nach  2)  ist 

A  .  m  .  {ct  —  c) 

und  indem  man  JQ  durch  diesen  Werth  dividirt,  erhält  man 

17)  ^  =  m  [c,  d  {log  v)  +  cd  {log p)]. 

Durch  Integration  über  den  ganzen  Kreisprocess  verschwinden  beide  Theile 
des  in  Klammern  stehenden  Differentialausdrucks  einzeln  und  unabhän- 
gig von  der  zwischen  p  und  v  bestehenden  willkürlichen  He- 
ia tion  und  man  hat  für  jeden  beliebigen  Kreisprocess  die  merkwürdige 
Gleichung 

welche  den  Ausdruck  des  Carnot'schen  Princips  bildet  in  der  Form,  unter 
welcher  dasselbe  zuerst  von  Clausius*)  aufgestellt  wurde. 

Ist  nur  eine  endliche  Anzahl  constanter  Wärmequellen  vorhanden,  de- 
ren Temperaturen  /,,/,.../„  sind,  und  sind  die  von  ihnen  an  das  Gas  ab- 
gegebenen positiven  oder  negativen  Wärmemengen  gt ,  qt  .  . .  qm ,  so  ver- 
wandelt sich  das  Integral  in  eine  Summe : 

19)  f!  +  £!  +  ...  +  l-  =  0. 
Reducirt  sich  die  Zahl  der  Wärmequellen  auf  2,  so  ist 

20)  +  *-»  =  (). 


*)  Clausius :  Ueber  eine  veränderte  Form  des  aweiten  Hauptsatzes  der  mechani- 
schen Wäru.etheorie.  Pogp.  Ann.  Xl'III.  481. 
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Ist  /,  >  ft,  so  ist  Auch,  abgesehen  vom  Vorzeichen  der  Wärmemenge, 
qt  grösser  als  gt  und  zwar  sind  beide  Wärmemengen  den  Temperaturen 
proportional.  Ist  bei  dem  Process  Wärme  in  Arbeit  umgewandelt  worden, 
so  ist  die  grössere  Wärmemenge  qt  positiv ,  qt  negativ.  Die  Differenz  der 
absolnten  Werthe  beider  Wärmemengen  oder  ihre  algebraische  Summe 
qx  +  qt  ist  in  Arbeit  verwandelt.  Der  wärmere  Körper  hat  aber  nicht  nur 
diese  Wärraequantität  verloren  sondern  ausserdem  noch  die  positive  Wärme- 
menge —  gt,  welche  von  der  Temperatur  /,  zu  der  niederen  Temperatur  /, 
tibergegangen  ist.  Ist  umgekehrt  in  dem  Process  Arbeit  in  Wärme  umge- 
wandelt worden,  so  ist  qt  +  qt  negativ,  und  da  dem  absoluten  Werthe  nach 
9,<  qt  sein  rauss,  so  ist  qx  negativ,  qt  positiv,  d.  h.  der  kältere  Körper  hat 
Wärme  abgegeben,  der  wärmere  Wärme  aufgenommen  und  zwar  hat  der 
letztere  mehr  aufgenommen  als  der  erstere  abgegeben  hat.  Der  Ueberschuss 
von  Wärme  ist  als  Arbeit  gewonnen,  während  gleichzeitig  die  Menge  qt 
von  der  Temperatur  /,  zu  der  höheren  Temperatur  /,  tiberging. 

Die  Gleichung  18)  gilt  ganz  allgemein  für  alle  umkehrbaren  Kreis- 
processe mit  idealen  Gasen.  Es  folgt  daraus,  dass  man  auf  keine  Weise 
eine  Arbeitsmenge  ans  Wärme  erzeugen  kann,  ohne  dass  gleichzeitig  Wärme 
von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Körper  Übergeht.  Umgekehrt  kann 
nicht  Wärme  von  einem  kalten  zu  einem  warmen  Körper  Übergeführt  wer- 
den, ohne  dass  gleichzeitig  Arbeit  in  Wärme  umgewandelt  wird.  So  weit 
die  Conseqnenzen  der  Eigenschaften  eines  idealen  Gases.  Die  neue 
Annahme  nun,  welche  im  Carnot'schen  Princip  liegt,  ist  die,  dass  diese 
Ueberftthrung  überhaupt  auf  keine  Weise  anch  durch  Vermittelung  beliebi- 
ger anderer  Körper  möglich  sei.  Daraus  folgt  die  Giltigkeit  der  Gleichung 
18)  für  alle  umkehrbaren  Kreisprocesse  mit  beliebigen  Körpern.  Im  ent- 
gegengesetzten Fall  würde  sich  nämlich  nachweisen  lassen,  dass  es  durch 
Verbindung  zweier  Kreisprocesse  möglich  wäre,  Arbeit  aus  Wärme  zu  ge- 
winnen, ohne  dass  gleichzeitig  Wärme  von  einem  wärmeren  zu  einem  käl- 
teren Körper  überginge. 

Die  in  der  Gleichung  18)  enthaltene  Grösse  t  ist  die  durch  das  Volum 
eines  idealen  Gases  bei  constantera  Druck  gemessene  Temperatur.  Da  je- 
doch ein  solches  ideales  Gas  eine  Abstraction  ist,  so  soll  im  folgenden  Ab- 
»chnitt  eine  Definition  der  Temperatur  gegeben  werden,  welche  mit  der 
bisher  gebrauchten  identisch ,  aber  von  der  Abstraction  eines  idealen  Gases 
unabhängig  ist  und  sich  auf  die  mindestens  äusserst  wahrscheinliche  An- 
nahme der  Giltigkeit  der  Gleichungen  18)  und  20)  für  alle  umkehrbaren 
Kreisprocesse  mit  beliebigen  Körpern  gründet. 

Anmerkung.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass,  wenn  man  unter 
i  nicht  die  absolute  Temperatur  der  an  das  Gas  Wärrae  abgebenden  oder 
von  demselben  Wärme  aufnehmenden  Wärmequellen,  sondern  die  Tempe- 
ratur des  Gases  selbst  versteht,  wie  es  in  der  Ableitung  der  Gleich- 
nnß  18)  geschehen  ist,  diese  Gleichung  auch  noch  giltig  bleibt,  wenn  die 
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oben  angegebene  zweite  Bedingung  für  die  Umkehrbarkeit  des  Kreispro - 
cesses  nicht  erfüllt  ist.  Verstösst  dagegen  ein  Tbeil  des  Kreisprocesses 
gegeu  die  erste  Bedingung,  so  erhält  das  Integral  18)  einen  von  Null  ver- 
schiedenen, immer  negativen  Werth,  der  sich  in  jedem  specielien  Falle 
nach  den  gegebenen  Gleichungen  leicht  berechnen  lässt.  Wenn  z.  B.  das 
Gas  sich  vom  Volum  vt  zum  Volum  vt  ausdehnt,  ohne  einen  äusseren  Druck 
zu  tiberwinden,  so  wird 

j&  tag*. 
(Vergl.  die  Bemerkung  von  Clausius  in  Pogg.  Ann.  XCVII.  p.  440.) 


II.  Definition  der  absoluten  Temperatur. 

Seit  dem  Zeitalter  Galilei's  und  der  Academia  del  Cimonto  haben  die 
Fortschritte  der  Physik  nach  und  nach  eine  immer  genauere  Begriffsbestim- 
mung des  Temperaturmaas8es  mit  sich  gebracht.  Bald  erkannte  man,  dass 
es  nicht  gleichgiltig  war,  welche  thermometrische  Substanz  man  anwandte, 
indem  Thermometer,  mit  verschiedenen  Flüssigkeiten  gefüllt,  von  einander 
abwichen,  selbst  wenn  die  Fundamentalpunkte  in  Ucbereinstimmnng  ge- 
bracht waren.  Die  dadurch  entstehende  Verlegenheit  schien  beseitigt,  als 
man  in  den  elastischen  Flüssigkeiten  eine  ganze  Gruppe  von  Körpern  auf- 
fand ,  welche  in  ihrer  Ausdehnung  durch  die  Wärme  übereinstimmen.  Man 
*  nahm  daher  an,  dass  die  Ausdehnung  der  Gase  durch  die  Wärme  dem  Tem- 
peraturzuwachs proportional  sei ,  oder  vielmehr  man  definirte  die  Tempera- 
tur dadurch,  dass  man  einer  bestimmten  Volumznnahme  jedesmal  einen 
Temperaturgrad  entsprechen  Hess.  Spätere  genauere  Untersuchungen  führ- 
ten zu  dem  Resultat,  dass  auch  die  Gase  in  ihrer  Ausdehnung  durch  die 
Wärme  kleine  Abweichungen  von  einander  zeigen,  dass  somit  jedes  Gas- 
thermometer nur  ein  einseitiges,  von  der  individuellen  Natur  des  ange- 
wandten Gases  abhängiges  Temperaturmaass  liefert.  Nichtsdestoweniger 
hat  das  Luftthermome.ter  bis  heute  seinen  Hang  als  Normalthermometer  be- 
hauptet und  gewiss  mit  vollem  Recht,  da  die  Abweichungen  in. der  Aus- 
dehnung der  permanenten  Gase  so  gering  sind,  dass  sie  für  alle  praktischen 
thermometrischen  Zwecke  ausser  Acht  gelassen  werden  können.  Theoretisch 
aber  stellt  sich  das  Bedtirfniss  heraus,  eine  von  den  individuellen  Eigen- 
schaften jedes  Körpers  unabhängige  Definition  eines  Temperaturgrades  zu 
geben.  Man  wäre  um  nichts  gebessert,  wenn  man  die  Grösse  der  Tempe- 
raturgrade dadurch  definirte,  dass  man  einem  Körper  immer  gleiche  Wärme- 
mengen mittheilt  und  seine  Temperatur  der  in  ihm  enthaltenen  Wärme- 
menge proportional  setzte  —  mit  anderen  Worten ,  dass  man  die  Wärme- 
capacität  des  Körpers  constant  setzte  —  denn  wir  wissen ,  dass  das  Ver- 
hältniss  der  Wärmecapacitäten  verschiedener  Körper  sich  mit  der  Tempe- 
ratur ändert,  und  wenn  auch  gerade  wieder  bei  den  permanenten  Gasen  die 
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Abweichungen  bei  den  unserer  Beobachtung  zugänglichen  Temperaturen 
innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungefehler  zu  liegen 
scheinen,  so  können  wir  doch  für  gewiss  annehmen,  dass  sie  vorhanden 
sind,  und  auch  diese«  Temperaturmaass  wäre  nur  ein  Nothbehelf  für  die 
Praxis. 

Wenn  wir  aber  das  CarnoVsche  Princip  als  ein  strenges  Naturgesetz 
annehmen,  welches,  wie  das  Newton'sche  Gravitationsgesetz,  seine  Bestä- 
tigung oder  Widerlegung  nur  in  der  Erfahrung  finden  kann ,  so  giebt  uns 
dasselbe  ein  Mittel  an  die  Hand ,  ein  allgemeines  von  der  besondern  Natnr 
jVdes  einzelnen  Körpers  unabhängiges  Maass  der  Temperatur  aufzustellen, 
indem  wir  folgende  von  Thomson»)  aufgestellte  Definition  des  abso- 
luten Temperaturmaasses  annehmen: 

Wenn  irgend  eine  Substanz,  die  einem  vollko  m m  e  n  um- 
kehrbaren KreisproceBS  unterworfen  wird,  nur  von  einer 
Wärmequelle  von  constanter  Temperatur  Wärme  aufnimmt 
und  nur  an  einen  zweiten  Körper  von  constanter  Temperatur 
Wärme  abgiebt,  so  sind  die  Temperaturen  beider  Körper 
proportional  den  während  des  Kreisprocesses  aufgenomme- 
nen und  abgegebenen  Wärmemengen**). 

Will  man  noch  eine  bestimmte  Temperatur  einh ei t  festsetzen,  so  kann 
man  die  Temperaturdifferenz  des  schmelzenden  Eises  und  des  bei  760 mu 
Quecksilberdruck  siedenden  Wassers  =  100  setzen ,  um  die  Reduction  der 
Angaben  des  Centesimalluftthermometers  möglichst  zu  erleichtern.  Auf 
welche  Weise  es  möglich  wird ,  eine  Vergleichung  zwischen  der  dieser  De- 
finition entsprechenden  Thermometerscala  und  der  des  Luftthermometers 
zu  gewinnen ,  werden  wir  im  vierten  Abschnitt  untersuchen. 


HL  Einige  allgemeine  Formeln  der  mechanischen  Wännetheorie. 

Bevor  wir  zur  Betrachtung  der  vom  Mariotte  -  Gay-Lussac'schen 
Gesetz  abweichenden  Gase  übergehen,  ist  es  erforderlich,  an  einige  allge- 
meine Formeln  der  mechanischen  Wärmetheorie  zu  erinnern ,  deren  wir  im 
Folgenden  bedürfen. 

Der  Zustand  einer  Flüssigkeitsmasse,  welche  wir  gleich  1  nehmen 
wollen,  lässt  sich  im  Allgemeinen  durch  die  drei  Variabein  py  v%  t  aus- 
drücken, zwischen  welchen  eine  Bedingungsgleichung  stattfindet,  welche 


*)  PhilosopMcal  Transaction*  of  the  Royal  Society  of  London.   1854.  I.  p.  «61. 

**)  Diese  Definition  soll  also  nicht  etwa  das  Wesen  der  Temperatur  erklären, 
eben  so  wenig  als  man  das  Wesen  der  Kraft  erklärt,  indem  man  die  Beschleunigung 
als  Maass  für  dieselbe  annimmt,  sondern  sie  soll  nur  die  verschiedenen  Temperaturen 
numerisch  vergleichbar  machen.  Der  Begriff  der  Temperatur  kann  nur  von  der 
Molecularmechanik  erklärt,  d.  h.  mit  anderen  mechanischen  Begriffen  in  notwendi- 
gen Zusammenhang  gebracht  werden.  Vergl.  den  sechsten  Abschnitt. 

3* 
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je  nach  der  Natur  der  Flüssigkeit  verschieden  und  von  welcher  die  Mi- 
riott  e - G ay-Lussac'sche  ein  specieller  Fall  ist.  Man  kann  daher  p  als 
Function  der  beiden  andern,  als  unabhängigen  Variabein,  betrachten. 
Wachsen  diese  respective  um  dv  und  dt>  so  wird  dabei  eine  gewisse  Wärme- 
menge 4Q  aufgenommen.  Man  kann  daher  setzen 

21)  JQ  —  Mdv  +  Ndt, 

wo  also  Mdv  die  Wärmemenge  ist,  welche  bei  constanter  Temperatur  dem 
dem  Volumzuwachs  dv  und  Ndt  die  Wärmemenge,  welche  bei  constantem 
Volum  dem  Temperaturzuwachs  dt  entsprechen  würde.  Es  ist  daher  N  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Volum  oder 

22)  N=c. 

Soll  der  Druck  constant  bleiben ,  so  muss  die  Bedingung 

dp  ,    ,  dp  fJ 
0  v  et 

erfüllt  sein,  und  daraus  ergiebt  sich  der  Werth  für  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Druck 

dp 

c^  —  M.lL  +  N 
op 

oder 

dp 

23)  C{~  c^-M.d~. 

dv 

Die  Grösse  M  könnte  man  die  specifische  Wärme  bei  constanter  Temperatur 
nennen. 

Von  der  Wärmemenge  JQ  wird  ein  Theil  in  äussere  Arbeit  umgewan- 
delt. Die  geleistete  äussere  Arbeit  ist  nämlich  p  .  dv.  Die  übrige  Wärme- 
menge 


24)  d0  =  (tf- j) 


+  N.  dt 


wird  zur  Temperaturerhöhung  (Vermehrung  der  lebendigen  Kraft  der  Mo- 
leculnrbewegung ,  welche  wir  Wärme  nennen)  und  zu  innerer  Arbeit  (Ent- 
fernung der  Molecüle,  Aenderung  des  Aggregat-  oder  Moleculaizustandes) 
verbraucht.  Macht  die  Flüssigkeit  einen  Kreisprocess  durch ,  bei  welchem 
v  und  /  schliesslich  ihre  ursprünglichen  Werthe  wiedererhalten ,  auch  der 
Molectflarzustand  am  Ende  derselbe  ist,  wie  am  Anfang,  also  die  Summe 
der  im  ganzen  Kreisprocess  geleisteten  innern  Arbeit  gleich  Null ,  so  ver- 
schwindet das  über  den  ganzen  Kreisprocess  ausgedehnte  Integral  von  dQ, 
welches  auch  die  Form  des  Kreisprocesses  sein  möge,  oder  der  Ausdruck  24) 
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ist  ein  vollständiges  Differential.  Ausnahmefälle ,  in  welchen  eine  Um- 
wandlung allotroper  oder  isomerer  Zustände  in  einander,  z.  B.  von  Ozon  in 
Sauerstoff,  innerhalb  des  Kreisprocesses  vorkämen,  würden  eine  besondere 
Betrachtung  erfordern. 

Setzen  wir  AdQ  =  dW,  so  ist 
25)  dW=  (AM  —p)de  +  ANdt, 

Die  Function  W  ist  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  unter  dem  Namen 
der  Wirkungsfunction  *)  oder  mechanical  energy**)  bekannt.  Es  ist 
Dämlich  nach  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  die  Summe  mechanischen 
Effects,  welche  aus  der  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  gewonnen  werden 
kann,  indem  sie  von  einem  beliebigen  Zustand  (y,  t)  in  einen  andern  (r9,  Q 
übergeht,  oder  umgekehrt  die  Arbeitsmenge,  welche  erforderlich  ist,  die- 
selbe aus  dem  letzteren  in  den  ersteren  überzuführen,  durch  die  Differenz 

W(v,t)-  W{v„U) 

repräsentirt  wird. 

Da  der  Differentialausdruck  25)  der  Bedingung  der  Integrabilität  ge 
nügen  muss ,  so  ergiebt  sich  daraus  die  Gleichung 

d(AM  —  p)  =  d(AN) 
dt  dv 

oder 

_  dM     dN__l  dp 

welche  als  der  analytische  Ausdruck  des  Princips  der  Aequivalenz  der 
Wärme  und  Arbeit  betrachtet  zu  werden  pflegt. 

Diese  Gleichung  kann  dazu  dienen,  aus  dem  früher  gewonnenen  Aus- 
druck des  Carnot'schen  Princips  18)  die  analytische  Form  herzuleiten ,  in 
welcher  dasselbe  zuerst  von  Thomson  aufgestellt  wurde.  Setzt  man  näm- 
lich in  18)  für  JQ  seinen  Werth  21)  und  berücksichtigt,  dass  in  Folge  von  18) 

y-  ein  vollständiges  Differential  sein  muss  für  alle  umkehrbaren  Processe, 

so  folgt 


oder 


und  mit  Rücksicht  auf  27) 


dt  dv 
dt      dv~~  t 


*)  Kirchhoff:  Ueber  einen  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie.  Poggend. 
Ann.  CHI.  177. 

**)  W.  Thomson:  Ott  the  quantitiet  of  mechanical  energy  conUtwcd  in  a  fluid, 
m.  Mag.  (4.  8er.)  IX.  523. 
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28)  A.M  =  t.d£y 

welches  der  von  Thomson*)  gegebene  Anadruck  ist,  wenn  man  in  diesem 
die  Car  not 'sehe  Temperatnrfunction  p  =  y  setzt.  Wird  die  Gleichung  28) 
in  Beziehung  auf  t  differentiirt ,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  27): 

29}  A™-t  2!£ 

Aus  26)  und  28)  folgt 

101  dW_  dp 

v 

31)  w=j(td£-p)d*  +  ip(t)t 

wo  r0  ein  beliebig  zu  wählender  Anfangswerth  von  v  und  <p(/)  diejenige 
noch  zu  bestimmende  Function  von  t  ist,  auf  welche  sich  W  für  v  =  v0  re- 
ducirt.  Bezeichnen  wir  die  Function  von  t ,  auf  welche  sich  N  für  v  =p0  re- 
ducirt,  mit  N0}  so  wird  nach  26): 

folglich 

V  t 

32)  Wz=j*(tyj  —  p)dv  +  Aj  N0dl  +const. 

Die  Constante  ist  ofiFenbar  W  (v0 ,  /0). 

Wenden  wir  diese  Gleichungen  auf  das  ideal  permanente  Gas  an ,  so 
ist  nach  l) 

*.<    dp_  k  dp 
W=AfN0dt, 

oder,  da  die  speeifische  Wärme  bei  constantem  Volum  c  für  das  ideale  Gas 
von  der  Temperatur  unabhängig  ist, 

W—  fV0  =  A.c.(t-t0)y 


34)  JTZ=A-C<    87  =  °-  *  =  J.  »=«■ 

Die  Wirkungsfunction  des  idealen  Gases  ist  also  eine  Function  der 
Temperatur  allein  und  vom  Volum  (der  Dichtigkeit)  unabhängig.  Es  ist 
dies  das  Wesentliche  der  Mayer'schen  Annahme.  Da  nämlich  ein  ideales 
Gas,  welches  sich  ausdehnt,  ohne  Arbeit  zu  leisten,  seine  Temperatur  nicht 
ändert,  oder  da  bei  Compression  des  Gases  das  genaue  Aequivalent  der  ge- 


*)  PMlotophical  Magazine.  (4.  8.)  IV.  p.  169. 
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leisteten  Arbeit  als  Wärme  wieder  gewonnen  wird,  welche  man  demselben 
roD  aussen  wieder  entziejien  kann ,  indem  man  es  auf  seine  ursprüngliche 
Temperatur  zurückbringt,  so  folgt  daraus,  dass  die  Wirkungsfunction  in 
beiden  Füllen  ungeändert  geblieben  sein  rauss ,  indem  die  8umme  der  von 
dem  Oase  gewonnenen  Arbeit  und  Wärme  gleich  Null  ist. 

(Fortsetzung  folgt.) 


IV. 

Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


I.  Die  Copirtelegraphen. 

Bei  den  im  ersten  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  Seite  89  ff.  kurz  be- 
schriebenen Telegraphenapparaten  werden  die  verschiedenen  Wirkungen, 
welche  sich  mittels  elektrischer  Ströme  fast  ohne  Zeitverbrauch  in  beträcht- 
licher Ferne  hervorbringen  lassen,  benutzt,  um  eine  Nachricht  an  einen 
entfernten  Ort  zu  befördern.  Bei  den  Nadeltelegraphen  dient  die 
durch  den  elektrischen  Strom  herbeigeführte  Ablenkung  einer  oder  meh- 
rerer Magnetnadeln  oder  Stabmagnete ,  oder  zweier  mit  einander  verbun- 
dener, um  eine  Axe  drehbarer  halbkreisförmiger  Magnete  (im  Bain-Ek- 
ling'schen  Telegraph)  als  telegraphisches  Zeichen,  aus  welchem  sich  durch 
Wiederholung  und  Abwechselung  in  der  Ablenkungsrichtung  eine  Reihe 
Zeichengruppen  bilden  lassen,  um  durch  sie  die  Bnchstaben  des  Alphabetes 
für  die  Schriftsprache  auszudrücken  mit  einer  Genauigkeit  und  Bestimmt- 
heit, welche  mit  der  Anzahl  der  gewählten  Gruppen  wächst.  Bei  den  Zei- 
gertelegraphen rückt  durch  abwechselnd  hergesteilte  und  unterbrochene 
elektrische  Ströme  (entweder  in  Folge  der  dabei  eintretenden  und  wieder 
verschwindenden  elektromagnetischen  Anziehung  allein,  oder  durch  das 
Zusammenwirken  derselben  mit  einem  Uhrwerke,  eiuem  Gewichte,  einer 
Feder  u.  dergl.)  ein  Zeiger  auf  einem  mit  den  Buchstaben ,  Ziffern  und 
anderen  Zeichen  beschriebenen  Zifferblatte  schrittweise  fort,  bleibt  endlich 
auf  dem  jedesmal  zu  telegraphirenden  Buchstaben  u.  s.  w.  stehen  und  buch- 
sUbirt  so  dem  Telegraphisten  die  Depesche  vor.  Die  elektromagnetischen 
und  elektrochemischen  Schreib  -  und  Drucktelegraphen  endlich 
lassen  auf  einem  durch  ein  Räderwerk  mit  Gewicht  in  Bewegung  gesetzter 
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Papierstreifen  gewisse  Zeichen  (Punkte  und  Striche)  entstehen*1,  aus  denen 
ebenfalls  Gruppen  zur  Bezeichnung  der  Buchstaben,  Ziffern  und  anderer 
Schriftzeichen  gebildet  werden ;  und  zwar  erzeugt  bei  den  elektrochemi- 
schen Telegraphen  der  Strom  unmittelbar  die  Zeichen  als  farbige  Linien 
auf  und  in  dem  feuchten ,  vorher  mit  Cyankalium  •  oder  Jodkaliumlösung 
und  Stärkekleister  getränkten  Papiere,  da  er  durch  das  Papier  selbst  ge- 
leitet wird  und  dasselbe  so  oft  und  so  lange  er  hindurch  geht,  unter  Zer- 
setzung des  Jod-  oder  Cyankaliums  violet  oder  braun  färbt;  während  bei 
den  Druckupparaten  ein  Hebel  dnreh  elektromagnetische  Anziehung  vom 
Strome  in  Bewegung  gesetzt  wird  und  durch  einen  rein  mechanischen  Vor- 
gang die  Zeichen  auf  dem  Papiere  eingräbt,  oder  mit  einer  farbigen  Flüs- 
sigkeit auf  dem  Papiere  aufträgt 

Alle  diese  Telegraphennpparate  sind  nun  in  ihrem  Gebrauche  insofern 
einer  Beschränkung  unterworfen,  als  man  durch  sie  eben  nur  eine  gewisse, 
wenn  auch  beliebig  grosse  Anzahl  vorher  verabredeter  Zeichen  von  be- 
stimmter Bedeutung  in  die  Ferne  senden  kann;  wenn  man  durch  sie  auch 
jede  in  Worten  ausgedrückte  Nachricht  telegraphiren  kann,  so  lassen  sich 
doch  z.B.  Zeichnungen,  Karten,  Pläne,  Copien  von  Handschriften  nnd 
Stenographien  u.  s.  w.  durch  sie  nicht  weiter  geben.  Gleichwohl  kann  dies 
unter  Umständen  höchst  wHnschenswerth  sein,  wäre  es  auch  nur,  um  in 
allen  Fällen  in  einer  treuen  Nachbildung  der  Unterschrift  des  Aufgebers 
einer  einlangenden  Mittheilung  ein  sicherers  Merkmal  für  die  Beurtbeilung 
der  Aechtheit  der  Mittheilung  zu  besitzen.  Noch  wichtiger  aber  würde  es 
sein,  wenn  man  durch  die  Anwendung  eines  solchen  Copirtelegraphen 
(d  Ii.  eines  Apparates,  welcher  telegraphisch  an  einem  entfernten  Orte  eine 
getreue  Abbildung  irgend  eines  Schriftstückes  entstehen  blast)  die  Mitthei- 
Inng  zugleich  von  dem  die  Mittheilung  vermittelnden  Telegraphisten  unab- 
hängig machen  könnte,  weil  dadurch  jede  sonst  vielleicht  mögliche  Irrung 
unmöglich  gemacht  würde.  Die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe 
ist  von  verschiedenen  Seiten  versucht  worden ,  ohne  dass  sie  bis  jetzt  voll- 
kommen und  für  die  Praxis  anwendbar  geglückt  wäre. 

Wenn  eine  Walze  sich  um  ihre  Axe  dreht  und  dabei  gleichzeitig  in 
ihrer  Axenrichtung  in  einer  mit  der  Umdrehung  gleichen  Schritt  haltenden 
Weise  verschoben  wird,  so  beschreibt  ein  fester  Punkt  anf  ihrer  Oberfläche 
eine  Schraubenlinie ,  denn  es  kommen  nach  und  nach  alle  auf  dieser 
Schraubenlinie  liegenden  Punkte  an  dem  festen  Punkte  vorbei.  Ist  der 
feste  Punkt  irgend  ein  die  Walze  berührender  Schreibstift,  so  wird  die 
Schraubenlinie  auf  der  Walze  selbst  sichtbar;  genau  dieselbe  Wirkung  er- 
hält man  aber  auch,  wenn  man  der  Walze  blos  eine  drehende  Bewegung 
ertheilt  und  gleichzeitig  den  Schreibstift  über  die  Walze  hin-  und  herführt. 

*)  Dasselbe  geschieht  zwar  auch  bei  dem  8 toi n hei l'seheii  Telegraph,  welcher 
je*docb  nach  seiner  sonstigen  Einrichtung  (vergl.  Jahrg.  I.,  Ss  00)  zu  den  Nudeltclc- 
grai.lun  gehört. 
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Die  einzelnen  Windungen  dieser  Schraubenlinie  liegen  um  so  enger  anein- 
der,  eine  je  kleinere  Längenverschiebung  der  Walze  während  einer  Um- 
drehung ertheilt  wird,  und  man  hat  es  sonach  in  der  Hand,  den  Schreibstift 
möglichst  viel  Punkte  der  Oberfläche  berühren  zu  lassen.  Denken  wir  uns 
Dan  auf  zwei  mit  einander  in  Verbindung  gesetzten  Telegraphenstationen 
zwei  solche  Walzen  von  Metall  von  gleicher  Grösse ,  welche  auch  durch 
zwei  gleiche  Uhrwerke  in  einem  völlig  übereinstimmenden  und  gleich- 
massigen  Gange  erhalten  werden,  so  beschreiben  die  beiden  metallenen 
Schreibstifte  auf  den  beiden  Walzen  genau  dieselbe  Schraubenlinie.  Wird 
jetzt  die  telegraphisch  zu  copirende  Zeichnung  mit  einem  die  Elektricität 
uicht  leitenden  Materiale  (z.  B.  Harzfirniss)  auf  eine  leitende  Platte  (etwa 
Stanniol,  angefeuchtetes  Goldpapier  u.  dergl.)  aufgetragen  und  auf  die 
Walze  der  telegraphirenden  Station  gelegt,  so  dass  der  mit  dem  einen  Bat- 
teriepole  verbundene  Schreibstift  darauf  ruht,  während  die  Walze  selbst 
durch  die  Luftleitung  mit  dein  Schreibstifte  der  empfangenden  Station  ver- 
banden ist ,  steht  ferner  die  dortige  Walze  ebensowohl ,  als  der  zweite  Bat- 
teriepol der  gebenden  Station  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung,  und  ist 
endlich  zwischen  dem  Schreibstifte  und  der  Walze  der  Empfangsstation  ein 
leitendes  Zwischenmittel  vorhanden ,  so  ist  der  Kreis  der  Batterie  ge- 
schlossen, so  lange  der  Schreibstift  der  gebenden  Station  über  einen  Theil 
der  leitenden  Platte  hinweggeht,  und  der  demnach  beständig  vorhandene 
Strom  wird  nur  unterbrochen,  wenn  der  Schreibstift  über  einen  Zug  der  zu 
copirenden  Zeichnung  gleitet.    Ist  aber  auf  der  Empfangsstation  das  lei- 
tende Zwischenmittel  zwischon  Stift  und  Walze  ein  mit  Cyankalium-  oder 
Jodkaliumlösung  und  StHrkekleister  getränktes  feuchtes  Papierblatt,  so 
wird  dieses  ganze  Blatt  mit  engen,  farbigen  Schraubenlinien  überzogen  und 
bleibt  nur  an  den  Stellen  weiss ,  welche  den  mit  der  Zeichnung  versehenen 
Stellen  des  Originals  entsprechen.    Original  und  Copie  würden  sich  dann 
zn  einander  verhalten,  wie  es  Fig.  1  u.  2  auf  Taf.  I.  anschaulich  machen. 
Waren  dagegen  in  der  Origiualdepesche  nur  die  Züge  der  Zeichnung  lei- 
tend, der  Übrige  Grund  aber  nicht  leitend,  so  entstünde  in  der  Copie  die 
Zeichnung  als  ein  aus  lauter  kleinen  Strichen  bestehender  farbiger  Zug  auf 
weissem  Grunde ,  wie  es  Fig.  3  auf  Taf.  I.  zeigt. 

Der  erste  Apparat  dieser  Art  wurde  von  dem  Amerikaner  F. C.  Bake- 
well  (in  Uampstead)  vorgeschlagen*)  und  im  Modell  im  November  1850  in 
London  behufs  der  Anstellung  von  Versuchen  ausgestellt;  die  Illustrated 
London  News  brachte  die  erste  Mittheilung  darüber  in  der  Nummer  vom 


*)  Nicht  von  dem  englischen  Mechaniker  Bain ,  welcher  sich  aber  am  12.  De- 
cember  18  IG  einen  elektrochemischen  Telegraphen  hatte  patentireu  lassen,  der  ge- 
wusennaassen  auch  copirt ;  zwei  Schreibstüte  liegen  auf  einer  Metallwalze  auf  und 
schreiben  die  Depesche  in  Zeichengruppen  auf  einen  zwischen  beiden  durchgehenden 
chemisch  präparirten  Papierstreifen ;  in  dieselben  Zeichengruppen  übersetzt  wird  die 
Originaldepesche  auf  einen  Papierstreifcu  übertragen,  auf  welchem  sie  zwei  Reihen 
.ausgeschlagener)  Löcher  bildet;  auf  der  telegraphirenden  Station  läuft  der  Streifen 
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16.  November,  die  Beschreibung  und  Abbildung  in  der  Nummer  vom  23.  No- 
vember 1850.  Danach  wurde  die  Depesche  mit  Firniss  auf  Zinnfolie  ge- 
schrieben und  auf  die  durch  ein  Gewicht  in  Umdrehung  versetzte  Walze 
aufgelegt;  ein  Zahnrad  an  der  Walze  greift  in  ein  anderes  ein  und  dreht 
durch  dasselbe  eine  parallel  zur  Waise  liegende,  fein  geschnittene  Schrau- 
benspindel um,. auf  welcher  als  Mutter  eine  Hülse  sitzt,  die  den  Schreibstift 
trägt;  letzterer  wird  sich  somit  beim  Umdrehen  der  Walze  über  dieselbe 
hinbewegen.  Auf  der  Empfangsstation  liegt  auf  der  Walze  ein  mit  blau- 
sauerem Kali  (besser  mit  gelbem  Blutlaugensalz)  getränktes  und  mit  ver- 
dünnter Salzsäure  befeuchtetes  Papier,  auf  welchem  der  Strom  durch  Zer- 
setzung der  Salzsäure  blaue  Linien  von  Berlinerblau  entstehen  lüsst, 
welche  entlang  den  Zeilen  der  Schrift  laufen,  wie  in  Fig.  2.  Die  Geschwin- 
digkeit der  Mittheilung  hängt  von  der  Grösse  der  Schrift  und  dem  grösseren 
oder  geringeren  Abstände  der  Schraubenlinien  von  einander  ab.  Das  De- 
peschengeheimniss  lässt  sich  durch  Anwendung  einer  Geheimschrift,  oder 
auch  dadurch  gewährleisten,  dass  man  den  Papierstreifen  blos  mit  ver- 
dünnter Salzsäure  befeuchtet,  wodurch  die  Depesche  unsichtbar  wird  und 
erst  auf  dem  Streifen  sichtbar  hervortritt,  wenn  der  Empfänger  den  Strei- 
fen in  eine  Lösung  von  blausauerem  Kali  taucht.  —  So  einfach  indessen 
auch  der  von  Bakewell  angegebene  Apparat  erscheint,  so  sind  doch  die  der 
Anwendung  desselben  entgegenstehenden  praktischen  Schwierigkeiten  zu 
wesentlich,  als  dass  der  Apparat  eine  allgemeinere  Verbreitung  hätte  finden 
können.  Denn  abgesehen  davon,  dass  der  Apparat,  wie  alle  chomischen, 
wenig  zuverlässig  ist,  wenn  nicht  das  präparirte  Papier  einen  durch  und 
durch  gleichen  Feuchtigkeitsgrad  besitzt  und  in  ihm  erhalten  wird,  dass 
beim  Austrocknen  des  Papiers  die  Leitung  förmlich  unterbrochen  und  ein 
Telegraphiren  völlig  unmöglich  wird,  und  dass  er  endlich  auch  kein  hör- 
bares Zeichen  giebt  und  deshalb  fasst  unentbehrlich  noch  mit  einer  Weck- 
und  Ruf -Vorrichtung  au  verbinden  wäre:  so  ist  es  durchaus  nicht  leicht, 
die  Hauptbedingung  zu  erfüllen,  nämlich  zwei  oder  gar  mehrere  (obendrein 
wiederholt  zu  arretirende  und  an  verschiedenen  Orten  befindliche)  Appa- 
rate durch  Uhrwerke  in  einem  ganz  gleichmässigen  Gange  zu  erhalten, 
ohne  welchen  doch  die  Schriftzüge  verzerrt  erscheinen  würden.  Deshalb 
brachte  schon  Bakewell  einen  elektromagnetischen  Regulator  an;  entweder 
ein  Pendel  auf  jeder  Station,  welches  an  einer  gewissen  Stelle  seiner 
Schwingungsbahn  an  eine  Feder  anstreifte  und  so  eine  Batterie  schloss,  in 
deren  Kreis  ein  Elektromagnet  eingeschaltet  war  und  durch  Einrückung 

über  eine  Walze  mit  2  gegen  einander  isolirten  Metallringen,  und  auf  ihm  schleifen  2 
mit  2  Batterien  verbundene  Federn,  welche  jedesmal  einen  Strom  dnrch  die  Linie 
senden,  so  oft  ihre  Spitze  durch  ein  Loch  im  Streifen  hindurch  den  darunter  liegen- 
den Metallring  berührt.  1851  Hess  Bain  den  einen  Stift  weg  und  ersetzte  den  präpa- 
rirten  Papierstreifen  durch  ein  auf  einer  ebenen  Metallscheibe  liegendes  Blatt  Papier, 
auf  welches  der  Schreibstift  die  durch  Gruppen  von  Strichen  und  Punkten  in  einer 
Reihe  ausgedrückten  Buchstaben  in  einer  Spirallinie  niederschrieb. 
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einer  Sperrklinke  in  ein  Rad  des  Apparates  dessen  Gang  regulirte;  oder 
ein  kleines  Metallrad  am  gebenden  Apparate,  welches  durch  Schliesscn 
and  Oeffnen  einer  Batterie  auf  einen  Elektromagnet  auf  der  Empfangssta- 
tion wirkte  und  durch  diesen  den  Gang  des  empfangenden  Apparates  re- 
gulirte. 

Die  Nachricht  dieser  Erfindung  verbreitete  sich  bald  auch  in  Deutsch- 
land.   Die  deutsche  allgemeine  Zeitung  brachte  1851  in  Nr.  181  einen  Be- 
richt über  die  am  3.  April  d.  J.  zwischen  London  und  Brigston  angestellten 
gelungenen  Versuche,  und  die  Weserzeitung  theilte  nach  einer  Correspou- 
denz  aus  New-York  von  einer  Moditication  des  Apparates  unter  Anderm 
mit,  dass  „die  sich  drehende  Walze  bei  jeder  Umdrehung  um  -J^  Zoll  zur 
Seite  rücke*),  so  dass  ein  Zeitungsbogen  von  20  Zoll  Breite  in  1300  Umdreh- 
ungen auf  1  Seite  mit  schraffirten  Linien  bedeckt  worden  sei.    Bei  einer 
Umdrehungsgeschwindigkeit  von  6  Fuss  könne  man  in  einer  Minute  80 
Quadratzoll  Papierfläche,  oder  die  Seite  eines  massigen  Briefbogens  mit 
telegraphischer  Schrift  bedecken."    Durch  die  Zeitungsnachrichten  veran- 
lasst, construirte  der  Mechanikus  Matth.  Hipp  in  Reutlingen  1851  einen 
ähnlichen  Copirtelegraph ,  dem  er  folgende  Einrichtung  gab :  Die  Walzen 
werden  durch  ein  Uhrwerk  um  ihre  Axe  gedreht  und  gleichzeitig  in  ihrer 
Axenrichtung  verschoben;  die  Depesche  wird  mit  einer  die  Elektricität 
nicht  leitenden  Tinte  auf  Gold-  oder  Silberpapier  geschrieben,  Ober  wel- 
chem der  metallene  Stift  befestigt  ist;  auf  der  Empfangsstation  wirkt  der 
Strom  auf  einen  Elektromagnet,  mit  welchem  ein  Schreibstift  (eine  Glas- 
feder) verbunden  ist,  welcher  „innen  mit  Tinte  gefüllt"  ist  und  das  auf  der 
Walze  liegende  gewöhnliche  Papier  berührt,  wenn  der  Anker  des  Elektro- 
magneten abfällt,  sich  dagegen  von  ihm  entfernt,  wenn  der  Anker  ange- 
zogen ist.    Werden  also  die  beiden  gleichen  Walzen  gleichmttssig  bewegt, 
so  läset  der  Schreibstift  auf  dem  Papiere  auf  weissem  Grunde  eine  aus 
kleinen  Strichen  gebildete  Nachbildung  der  Schriftzüge  des  Originals  ent- 
stehen. (Vergl.  Fig.  3,  Taf.  I.) 

Auf  der  Londoner  Ausstellung  hatte  auch  Th.  du  Moncel  in  Paris  eine 
Probe  der  mit  dem  Apparate  von  Bakewell  erzeugten  Schrift  gesehen  und 
construirte  danach  kurz  darauf  einen  Copirtelegraph,  bei  welchem  die 
Walze  A  (in  Fig.  5,  Taf.  I.)  durch  ein  Uhrwerk  (mit  einem  coniachen  Pen- 
del von  Bain  als  Regulator)  umgedreht  wird;  über  die  Walze  läuft  ein 
langer  Papierstreifen  CD  von  der  Rolle  B,  und  auf  diesem  liegt  der  Stift  E, 
welcher  von  demselben  Uhrwerke  aus  durch  die  excentrische  Scheibe  F 
and  den  um  H  drehbaren  Hebel  GE  in  einer  zickzackfbrmigen  Bewegung 

*)  Um  diess  zu  bewerkstelligen,  dürfte  man  nur  die  Walzen  W  und  Wx  in  Fi- 
gur 4  (Taf.  I.)  auf  Schraubenspindeln  S  und  5,  stecken,  auf  denen  sie  sich  dann  bei 
ihrer  Umdrehung  fortschrauben;  die  Schreibstifte  a  und  er,  liegen  dann  fest,  und  der 
Strom  geht  von  der  Batterie  B  der  telegraphirenden  Station  durch  o,  nach  JF,  5 
durch  die  Luftleitung  L  durch  o,  und  Wx  und  durch  die  Erdplattcn  Ex  und  E  nach  B 
zurück. 
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über  den  Streifen  hin-  nnd  hergeführt  wird.  Auf  der  gebenden  Station  ist 
der  Streifen  von  Zinnfolie  und  die  nicht  leitende  Schrift  läuft  entlang  dem- 
selben, auf  der  empfangenden  aber  ist  der  Streifen  ein  mit  blausauerm  Kali 
getränktes  Papier.  Als  Regulator  dient  auf  jeder  Station  ein  durch  ein 
Relais  in  und  ausser  Thätigkeit  gesetzter  Elektromagnet,  welcher  auf  die 
Linse  des  Pendels  im  Uhrwerk  wirkt  und  dieselbe  nach  Bedarf  in  einer 
Lage  ausser  der  Verticalen  festhält.  Beim  Beginn  des  Telegraphire ns 
lassen  diese  Elektro  ruagnete  auf  den  beiden  correspondirenden  Stationen 
die  Uhrwerke  los  und  reguliren  dann  deren  Gang. 

Am  26.  Februar  1855  legte  Seugraff  der  Academie  der  Wissenschaf- 
ten in  Paris  einen  Vorschlag  zu  einem  Copirtelegraph  vor,  Über  dessen 
Einrichtung  aber  weiter  Nichts  bekannt  geworden  ist. 

Im  Juni  1856  (also  G  Jahre  nach  Bakewell)  trat  der  Abbe*  Giovanni 
Caselli  in  Florenz  mit  einem  „ neuerfundenen "  Copirtelegraph  hervor, 
den  er  Pantelegraph  taufte;  aber  erst  im  December  1858  wurde  die  neue 
Erfindung  einigermaassen  näher  beschrieben.  Die  Depesche  wird  mit  ge- 
wöhnlicher Feder  nnd  gewöhnlicher  Tinte  auf  ein  Papier  geschrieben,  wel- 
ches durch  einen  dünnen  Ueberzug  von  Zinn  oder  Silber  metaliisirt  ist; 
dieses  Papier  wird  in  dem  Apparat  zum  Zeichengeben  zwischen  zwei  Me- 
tallwalzen gebracht,  welche  sich  durch  ein  Uhrwerk  in  entgegengesetztem 
Sinne  umdrehen,  und  während  das  Papier  durch  die  Umdrehung  der  beiden 
Walzen  gleichmässig  um  einen  Bruchtheil  eines  Millimeters  fortrückt,  läuft 
eine  Platinspitze  in  gerader  Linie  quer  über  seine  Oberfläche.  Gleichzeitig 
rückt  auf  der  Empfangsstation  ein  chemisch  vorbereitetes  Papier  zwischen 
zwei  ähnliche  Metallwalzen  um  einen  gleichen  Millimeterbrnchtheil  fort, 
und  es  läuft  über  dasselbe  ebenfalls  eine  Eisen-  oder  Stahlspitze  und  lässt 
auf  ihm  eine  getreue  Abbildung  der  Züge  der  Originaldepesche  entstehen, 
und  zwar  in  blauer,  rother  oder  gelber  Farbe  auf  weissem  Grunde.  Die 
Uebereinstimmung  nnd  Gleichzeitigkeit  in  den  mechanischen  Bewegungen 
sucht  Caselli  durch  zwei  Pendel  von  gleicher  Schwingungszeit  auf  folgende 
Weise  zu  erlangen :  die  beiden  gleichen  Pendel  sind  auf  den  beiden  Sta- 
tionen an  einer  horizontalen  Axe  aufgehängt,  mit  einem  Elektromagnetstab 
von  20  Kilogramm  Gewicht  belastet,  und  stehen  durch  den  telegraphischen 
Leitungsdraht  unter  einander  der  Art  in  Verbindung,  das»  der  Strom,  wel- 
cher durch  die  Leitung  geht,  auch  durch  die  Pendelstäbe  gehen  muss. 
Wenn  diese  nun  den  Elektromagnet  an  ihrem  Ende  ein  wenig  aus  der  Ver- 
ticalen heraustreten  lassen,  so  wird  jeder  Elektromagnet  durch  eine  (von 
der  Linien-  oder  Telegraphirbatterie  unabhängige)  Localbatterie  magneti- 
sirt  und  von  einem  im  Endpunkte  der  Schwingung  aufgestellten  Anker  ans 
weichem  Eisen  angezogen  und  festgehalten.  Kaum  sind  aber  die  Pendel 
in  diese  Lage  gekommen ,  so  wird  der  Kreis  der  Localbatterie  durch  den 
Linienstrom  unterbrochen,  die  Elektromagnete  entraagnetisirt  und  durch 
ihre  Schwere  zurückgeführt;  sie  vollbringen  nun  einen  Pendelschlag,  bis 
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sie  auf  der  andern  Seite  der  Vertikalen  in  gleichem  Abstände  durch  einen 
«weiten  Anker  ans  weichem  Eisen  fest  gehalten  werden,  welcher  seinerseits 
ebenfalls  gleich* darauf  von  dem  Linienstrom  durchflössen  wird;  die  Local- 
batterie  wird  dadurch  wieder  unterbrochen,  der  Elektromagnetismus  besei- 
tigt, und  das  Pendel  macht  einen  neuen  Schlag  u.  s.  f.  Auf  diese  Weise 
regulirt  der  Linienstrom  das  Zusammenfallen  der  Pendelschwingungen  und 
bringt  durch  sie  Uebereinstiromung  in  die  Bewegungen  auf  beiden  Sta- 
tionen, da  sich  bei  jedem  Pendelschlage  die  beiden  Spitzen  und  Papiere 
ganz  gleich  weit  bewegen.  Dann  bleibt  der  Linienstrom  während  des 
ganzen  Pendelschlages  selbst  zur  freien  Verfügung  und  circulirt  während 
dieser  Zeit  wirklich  von  der  Platinspitze  der  telegraphirenden  Station 
durch  die  Leitung  zur  Stahlspitze  der  Empfangsstation,  durch  die  me- 
tallenen Walze,  die  Papiere  u.  s.  w.  Da  nun  die  Tinte,  mit  welcher  die 
Originaldepesche  geschrieben  wurde,  ein  schlechter  Leiter  ist,  so  wird  der 
Linienstrom  jedesmal,  wenn  die  Platinspitze  über  einen  Schriftzug  hinweg- 
geht, minder  intensiv,  und  es  tritt  eine  Aenderung  in  der  steten  Einwirkung 
des  Stromes  auf  da»  chemische  Papier  der  Empfangsstation  ein;  auf  eine 
ganz  einfache,  aber  von  Caselli  noch  geheim  gehaltene  Weise,  nämlich 
kehrt  sich  zugleich  mit  der  Abnahme  der  Stromstärke  plötzlich  die  Polari- 
tät der  Stahlspitze  auf  der  Empfangsstation  aus  dem  positiven  ins  negative 
um,  und  diese  Umkehrung  lässt  auf  dem  Papierstreifen  die  Züge  der  De- 
pesche farbig  hervortreten.  —  Caselli  behauptet,  dass  man  zwei  Depeschen 
zugleich  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  demselben  Drahte  befördern 
könne;  dabei  wäre  die  Beförderung  äusserst  schnell  und  bei  Anwendung 
der  Stenographie  könne  man  den  absolut  höchsten  Grad  von  Schnelligkeit 
erreichen.  Nach  den  Versuchen  des  Erfinders  kann  man  in  einer  Minute 
eine  Depesche  von  einem  Quadratdecimeter  (=  16  Quadratzoll)  abtelegra- 
phiren;  auf  diesen  Raum  gehen  aber  etwa  500  Buchstaben  bei  gewöhnlicher 
Schrift,  oder  3000  bei  Stenographien.  Jenachdera  die  Spitzen  in  kleineren 
oder  grösseren  Zwischenräumen  quer  über  das  fortrückende  Papier  rücken 
und  engere  oder  weitere  Linien  darauf  beschreiben,  wird  die  Depesche 
mehr  oder  weniger  vollkommen,  natürlich  auf  Kosten  der  Geschwindigkeit 
der  Beförderung,  welche  indessen  selbst  bei  den  vollkommensten,  dem 
Originale  völlig  gleiche  Depeschen  die  Beförderung  mittels  sonst  üblicher 
Telegraphen  bei  weitem  übertreffen  soll.  —  Während  nicht  telegraphirt 
wird,  dürften  die  Pendel  in  den  Endpunkten  ihrer  Schwingung  festgehalten 
werden.  Der  Umstand,  dass  bei  der  Intensitätsveränderung  des  Linien- 
stroms die  Polarität  der  Stahlspitze  in  die  entgegengesetzte  umschlägt  und 
dadurch  eben  die  chemische  Einwirkung  erfolgt,  lässt  befürchten,  das  der 
Pantelegraph  auch  jede  zufällige  Schwächung  des  Linienstroms  mit  ver- 
seichnet  und  niederschreibt,  wodurch  seine  Zuverlässigkeit  sehr  in  Frage 
gestellt  werden  würde.  Ein  bestimmteres  Urtheil  darüber  ist  zur  Zeit 
nicht  möglich,  da  eine  ausfuhrlichere  Beschreibung  noch  fehlt. 
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Am  0.  November  1858  endlich  wurde  Richard  Archibald  Brooman  in 
London  ein  Copirtelegraph  als  Mittheilung  patentirt,  zugleich  mit  einem 
Vorschlage  zur  Beseitigung  der  Rückschläge  beim  Telegraphiren.  Wenn 
nämlich  ein  elektrischer  Strom  unterbrochen  wird,  so  durchläuft  eine  Reac- 
tion  den  ganzen  Schliessungskreis ,  deren  Dauer  der  Länge  des  Schlies- 
eungskreises  proportional  ist.  Wurde  z.  B.  beim  Atlantischen  Telegraphen- 
tau der  Kreis  nach  dem  Geben  eines  Zeichens  unterbrochen,  so  musste  man 
eine  lange  Zeit  verfliessen  lassen,  bevor  man  ein -neues  Zeichen  geben 
konnte,  nämlich  bis  die  Rückströme  zur  Ruhe  gekommen  waren  und  der 
Schliessungskreis  seine  normale  Beschaffenheit  wieder  angenommen  hatte. 
Um  diesen  Verzug  zu  umgehen  und  die  Beförderung  der  Depesche  mit  der 
Schnelligkeit  zu  ermöglichen,  welche  die  mechanische  Handhabung  der 
Apparate  zulässt,  ordnet  Brooman  die  Linienbatterie  so  an,  dass  der  Kreia 
beständig  geschlossen  bleibt  und  nie  unterbrochen  wird.  Dabei  wird  vor- 
ausgesetzt, dass  der  Linienstrom  auf  der  andern  Station  die  Zeichen  durch 
eine  magnetische  Einwirkung  hervorruft.  Wenn  man  zwei  entfernte  Sta- 
tionen durch  einen  Leiter  verbindet,  und  beide  in  denselben  Schliessungs- 
kreis dergestalt  einschaltet,  dass  der  Linienstrom  an  beiden  Stationen  Kör- 
per umkreist,  auf  die  er  eine  elektromagnetische  Wirkung  äussern  kann, 
z.  B.  die  Ablenkung  einer  Magnetnadel  oder  die  magnetische  Induction  in 
den  Eisenkern  eines  Elektromagnetes,  so  ist  die  Induction  oder  Ablenkung 
abhängig  von  der  Stärke  des  elektrischen  Stromes.  Lässt  also  ein  elek- 
trischer Strom  einen  Elektromagnet  seinen  Anker  in  einer  gewissen  Entfer- 
nung etwa  mit  einer  Kraft  von  1  Pfunde  anziehen,  so  bleibt  der  Anker  trotz 
der  Einwirkung  des  Stromes  unbeweglich ,  wenn  wir  den  Anker  so  einrich- 
ten ,  dass  erst  eine  Kraft  von  2  Pfund  ihn  in  Bewegung  setzen  kann ,  und 
wir  müssen  die  Batteriekraft  vergrüssern,  wenn  der  Strom  den  Anker  be- 
wegen soll.  Es  würde  daher  der  Anker  zwar  angezogen  werden  und  wie- 
der zurückgehen,  aber  es  würden  keine  Rückschläge  erfolgen  (oder  sie 
wurden  von  dem  beständig  in  der  Linie  beibehaltenen  Strom  überdeckt), 
wenn  wir  die  Batteriekraft  verstärken  und  vermindern  könnten,  ohne  da- 
bei den  Kreis  zu  unterbrechen.  Um  diess  zu  erreichen,  theilt  Brooman  die 
Batterie  in  zwei  oder  mehrere  Gruppen,  von  denen  die  eine  zwar  beständig 
in  den  Kreis  eingeschaltet  ist,  aber  einen  Strom  in  die  Linie  sendet,  wel- 
cher auch  stark  genug  ist,  um  den  Anker  vom  Elektromagnet  anziehen  zu 
lassen,  während  die  anderen  Gruppen  beim  Telegraphiren  durch  den 
Zeichengeber  eingeschaltet  werden  und  dann  die  telegraphischen  Zeichen 
anf  der  andern  Station  hervorrufen.  —  Um  nun  auf  einer  zweiten  Station 
eine  genaue  Nachbildung  einer  geschriebenen  oder  gedruckten  Depesche 
schnell  und  zuverlässig  entstehen  zu  lassen ,  wird  letztere  mit  einer  so  sub- 
stantiellen (nicht  leitenden)  Tinte  niedergeschrieben,  dass  sie  von  dem 
Papiere  auf  eine  Metallfläche  übertragen  werden  kann,  nämlich  auf  eine 
Metallwalze,  welche  durch  ein  niedergehendes  Gewicht  an  einem  Uhrwerke 
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in  Umdrehung  vorsetzt  wird.  An  dem  Gestell  der  Walze  ist  ein  Hebel  be- 
festigt, jedoch  isolirt  gegen  die  Walze;  derselbe  liegt  mit  einer  kleinen  Holle 
an  dem  einen  seiner  Enden  anf  der  Walze  und  ist  am  andern  Ende  mit 
dem  Schliessungskreise  verbunden;  wenn  nun  die  Rolle  die  blanke  Ober- 
fläche der  Walze  berührt,  so  ist  der  Kreis  geschlossen,  wird  aber  unter- 
brochen, sowie  die  Rolle  über  einen  beschriebenen  Theil  der  Walze  hin- 
weggeht. Der  Stützpunkt  des  Hebels  erhält  eine  seitliche  Bewegung, 
durch  welche  der  Hebel  nach  und  nach  von  einem  Ende  der  Walze  bis  zum 
andern  hinbewegt  wird,  mit  einer  der  Umdrehung  der  Walze  angemessenen 
Geschwindigkeit,  so  dass  die  Rolle  nach  und  nach  die  ganze  Oberflüche  der 
Waise  Uberstreicht.  Diess  ist  der  Apparat  zum  Zeichengeben.  In  dem 
Apparate  zum  Aufnehmen  und  Niederschreiben  der  Depesche  befindet  sich 
eine  Walze  von  gleichem  Durchmesser  und  gleicher  Länge  mit  derselben 
He  bei  Vorrichtung,  nur  dass  der  Hebel  einen  Schreibstift  an  dem  einen  und 
einen  Anker  aus  weichem  Eisen  an  dem  andern  Ende  trägt.  Unter  dem 
Anker  steht  ein  Elektromagnet,  dessen  Spulen  in  den  Schliessungskreis  des 
Linienstroms  eingeschaltet  sind.  So  oft  nun  auf  der  telographirenden  Sta- 
tion die  Rolle  des  Hebels  auf  einer  blanken  Stelle  der  Walze  liegt,  geht 
der  Strom  auf  der  empfangenden  Station  durch  die  Spulen  des  Klektro- 
magnetes,  der  Anker  geht  nieder,  und  der  Schreibstift  legt  sich  auf  die 
Walze  und  schreibt  auf  das  Papier,  mit  dem  sie  Uberkleidet  ist,  ein 
schwarzes  Zeichen,  setzt  aber  ab,  sobald  die  Rolle  auf  eine  beschriebene 
Stelle  kommt.  —  Dieser  Copirtelegraph  ist  also  von  den  oben  genannten 
Mangeln  der  chemischen  Telegraphen  frei;  da  er  schwarze  Zeichen  auf 
das  Papier  schreibt,  so  lässt  sich  vermuthen,  dass  es  in  ähnlicher  Weise  ge- 
schieht, wie  bei  dem  bereits  erwähnten  Telegraph  von  Hipp,  und  demnach 
dürfte  nach  den  vorliegenden  Erfahrungen  an  ähnlichen  Apparaten  seine 
Leistung  minder  ausgezeichnet  und  zuverlässig  sein.  Bei  der  eben  mitge- 
teilten Anordnung  erscheint  die  copirte  Schrift  als  weisse  Zwischenräume 
auf  schraffirtem  Grunde.  Die  Schrift  würde  dagegen  in  farbiger  Schraf- 
firung  auf  weissem  Grunde  erscheinen ,  wenn  der  Schreibstift  für  gewöhn- 
lich auf  der  Walze  auflHgo  und  durch  die  Stromwirkung  abgezogen  wUrde, 
wenn  die  Rolle  auf  eine  blanke  Stelle  gelangt.  Gleiches  erlangt  man,  wenn 
man  die  beiden  correspondirenden  Stationen  so  mit  einander  verbindet,  wie 
Fig. 6,  Taf.  I.  zeigt;  liegt  hier  der  Hebel  ab  auf  einer  blanken  Stelle,  so 
ist  die  Batterieabtheilung  //  durch  die  Walze  c,  durch  b  und  die  Schliess- 
ungsdrä.hte  d  und  e  kurz  geschlossen,  und  nur  die  Abtheilung  /  sendet  durch 
d  und  e  zugleich  Uber  a  und  die  Luftleitung  L  einen  Strom  durch  die  Rollen 
des  Elektro magnets  M  (dessen  Anker  daher  nicht  angezogen  wird),  und  der 
Strom  kehrt  durch  die  Erde  E  nach  /  zurück ;  liegt  dagegen  a  b  auf  einem  iso- 
lirenden  Schriftzuge,  so  senden  1  und  II  vereinigt  ihren  Strom  durch  Mt  wel- 
cher jetzt  seinen  Anker  A  anzieht,  so  dass  der  am  andern  Ende  des  Hebels 
befindliche  Reibstift  (vielleicht  mittels  eines  Relais)  auf  c,  schreibt. 
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Schliesslich  haben  wir  noch  einen  von  Hipp  erfundenen  elektro- 
chemischen Copirtelegraph  zu  erwähnen,  welcher  von  den  bisher  aufge- 
führten gänzlich  abweicht.  Auf  jeder  Station  wird  nämlich*)  ein  metallener 
Stift  über  einer  Metallplatte  durch  ein  Uhrwerk  so  bewegt,  dass  er  be- 
ständig und  auch  gleichzeitig  mit  allen  andern  Stiften  den  in  Fig.  7,  Taf.  I. 
abgebildeten  Zug  beschreibt.  In  diesem  Zuge  sind  aber  unter  Andern  die 
Elemente  aller  Buchstaben  des  Alphabetes  enthalten.  Wenn  man  daher 
auf  der  einen  Station  auf  die  Metallplatte  einen  angefeuchteten,  mit  der 
Originaldepesche  beschriebenen  Papierstreifen  legt,  und  auf  der  andern 
Station  einen  chemisch  präparirten  Papierstreifen,  und  wenn  man  beide 
durch  das  Uhrwerk  ganz  gleichmässig,  aber  nicht  stetig,  sondern  ruckweise 
bewegen  lässt,  und  zwar  jedesmal ,  nachdem  der  Stift  seinen  Zug  vollendet 
hat;  wenn  ferner  auf  beiden  Stationen  der  Stift  auf  dem  Papiere  aufliegt 
und  wenn  endlich  der  Telegraphist  mittels  eines  beliebigen  Tasters  oder 
Schlüssels  einen  Strom  durch  die  Linie  nach  der  andern  Station  senden 
kann ,  so  oft  die  Bewegung  des  Stiftes  auf  seiner  Station  mit  einem  Theile 
des  zu  telegraphirenden  Schriftzuges  zusammenfällt:  so  wird  auf  der  an- 
dern Station  ein  treues  Bild  der  Schrift  entstehen.  Ebenso  würde  man  die 
Umrisse  von  Zeichnungen  copiren  können.  —  Sehr  nahe  ist  dieser  Apparat 
mit  dem  von  Hipp  im  Jahre  1851  construirten  Buchstabentelegraph 
verwandt,  welcher  die  Depesche  gleich  in  einer  für  den  Empfänger  les- 
lichen Schrift  mit  lateinischen  Buchstaben  niederschreibt.  Ein  kleiner 
Hober  reicht  mit  einem  Ende  in  ein  Tintengefäss  und  hat  am  andern  Ende 
eine  so  feine  Mündung,  das  aus  ihr  die  Tinte  nur  ausfliesst,  wenn  die  Mün- 
dung das  Papier  berührt.  Dieser  Heber  sitzt  am  Ende  eines  Doppelhebels, 
welches  durch  zwei  auf  derselben  Axe  steckonde,  an  ihrem  Umfange  ver- 
schieden gestaltete  Scheiben  so  geführt  wird,  dass  es  beständig  den  Zug 
Fig.  8,  Taf.  I.  beschreibt.  Die  Scheiben  werden  durch  ein  Gewicht  in  Um- 
drehung versetzt  und  dieses  Gewicht  bewegt  zugleich  das  Papier  unter  der 
Schraubspitze  fort,  und  diese  liegt  auf  dem  Papiere  auf,  sofern  sie  uicht 
bei  Unterbrechung  des  Stroms  durch  eine  Feder  abgehoben  wird.  Das 
Unterbrechen  des  Stroms  erfolgt  von  der  telegraphirenden  Station  ans 
durch  ein  System  von  Tasten;  jede  Taste  legt,  wenn  sie  niedergedrückt 
wird,  einen  Hebel  auf  eine  Walze,  welche  an  verschiedenen  Stellen  ihrer 
Oberfläche  verschieden  gestaltete  Erhöhungen  trägt,  und  bo  lange  der 
Hebel  auf  einer  solchen  Erhöhung  liegt,  ist  der  Strom  geschlossen.  Von 
der  Länge  der  Erhöhungen  und  von  ihrer  Stellung  hffngt  es  also  ab,  wel- 
chen und  einen  wie  langen  Tbeil  seines  Wegs  der  Schreibstift  der  empfan- 
genden Station  auf  dem  Papiere  niederschreibt;  in  dem  Zug  Fig.  8,  Taf.  I. 
sind  aber  ebenfalls  alle  lateinischen  Buchstaben  enthalten ,  und  man 
braucht  blos  für  jeden  Buchstaben  eine  lesende  Taste.    Ein  solcher  Appa- 


*)  Nach  Th.  du  Moncel,  expose"  des  appUcations  de  Wlectricitf.  II.  S.  124. 
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rat  soll  120  bis  100  Buchstaben  in  einer  Minute  schreiben,  doch  muss  er  in 
allen  seinen  Theilen  sehr  genau  gearbeitet  sein;  die  Gleichzeitigkeit  der 
Bewegungen  wird  hier  durch  denselben  Regulator  herbeigeführt,  welchen 
Hipp  an  seinem  Chronoskop  in  Anwendung  gebracht  hat. 


Kleinere  Mittheilungen, 


L  Differentialformeln  der  Tetraedrometrie.  Von  Oberschulrath  Dr. 
J.  H.  F.  Müller  zu  Wiesbaden.  Die  Differentialformeln  für  die  ebenen 
und  sphärischen  Dreiecke  eignen  sich,  abgesehen  von  deren  praktischer 
Brauchbarkeit,  besonders  zu  leichteren  Uebungsaufgaben  in  der  Differen- 
tialrechnung, wofür  sie  auch  mehrfach  verwendet  worden  sind.  Sie  bilden 
kleinere  in  sich  abgeschlossene  Gebiete,  deren  Behandlung  dem  Anfänger 
Freude  an  zusammenhängenden  Arbeiten  und  jene  innere  Befriedigung  ge- 
währt, auf  welche  bei  unserer  heutigen  Vielerleibetreiberei  überall  hinzu- 
wirken ist. 

Für  diesen  Zweck  der  Abrundung  dürften  übrigens  selbst  jene  Gleich- 
ungen noch  zu  ergänzen  sein ,  indem  man  mehr  das  praktische  Bedürfniss 
im  Auge  gehabt  hat.  Iiier  aber  sollen ,  in  gleicher  Absicht,  die  wichtigsten 
Differentialformeln  der  Tetraedrometrie  abgeleitet  werden,  welche,  wie 
es  scheint,  bisher  noch  nicht  aufgestellt  worden  sind.  Die  Differentiirung 
dieser  Gleichungen  wird  nebenbei  dem  Rechner  dieselben  wieder  im  Ge- 
dächtnisse anfrischen  und  ihn  veranlassen,  auch  hier  nicht  Mitgctheiltes  aus 
diesem  Gebiete  einer  ähnlichen  Behandlung  zu  unterwerfen: 

1)  Seien  in  einem  beliebigen  Tetraeder,  dessen  Inhalt  ^-{fc, 
a,  b,  t,     die  Scheitel, 
A,  Bj  C,  D  deren  Gegenflächen, 
A*B,  A*C,  A"Dy  B*C,  B*D,  CAB 
oder  c*b,  b*b,  bAc,  o*b,  «*r,  «*b  die  sechs  Keile, 
bei  welchen  übrigens,  wo  keine  Zweideutigkeit  stattfinden  kann,  die  Zei- 
chen (*)  wegbleiben  werden, 

•  Sind  ferner  in  dem  irgend  eine  dreiflächige  Kcke  messenden  sphäri- 
schen Dreiecke  a,  b,  c  die  Seiten  und  o,  ß,  y  deren  Gegenwinkel,  so  be- 
zeichnet man 
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die  Seitenfunction  1  —  cosc? — co*fc* — co«e*  +  2  cosa  cosbrosc  mit  iL* 
und 

die  Winkelfunction  1  —  cost? — cosß*  —  cosy* — 2  cos  et  cos  ß  cos  y  mit  4^4*, 
weil  bekanntlich 

4  i"=  +  4«"«4(a+6+c)«>i  |( — a+6+c)5in  J(a — &-f-c)*t'w  — c)t 

sowie 

4  A %  =  —  4  cos  \  (o + ß+y)  cos  J  (— o + 0+ y)  co*  £  («—  0+  y)  co*  l  (a + 0  -y) 
ist,  nnd  nennt  jenes  die  L- Function,  dieses  die  ^-Function  der  betreffenden 
Ecke.  Demnach  haben  wir  im  Tetraeder  zu  den  vier  Ecken 

«,     b,     c,  H 

die  Functionen 

^•1       ^fcl        ^C»  ^» 

und 

/f,,  yit%  sit. 

2)  Aus  der  Gleichung  zwischen  den  vier  Flächen  und  den  drei  je  einer 
Fläche  anliegenden  Keilen 

A=  BcosAB  +  Ccos  AC  +  D  cos  AD 


erhält  man  unmittelbar  die  Differentialgleichung : 

3)  dA  =  cosAB  .BB  +  cosAC  .dC  +  cosAD  .BD 

—  B  sin  AB  .  d  A*B  —  Csin  AC  .dAAC—D  sin  AB  .  d  A*Df  \ 
welcher  sich  auch  die  Gestalt 

4)  T  =  1  cosAB '  7  +  1 cos  AC '  T  +  a  cos  M  '  ~D 

—  ^  sin  AB  .  dA*B —  ~  sin  AC .  d  A*C—  ~  sin  AB  .  d  AAD 
A  A  A 

l 

geben  lässt. 

5)  Aus  der  Gleichung  zwischen  den  vier  Flächen  und  den  drei  je 
einem  Scheitel  anliegenden  Keilen,  wie 

JP^A'-t-  Bf  +  C*  —  2  AB  cos  AB  —  2  AC  cos  AC  —  2BC  cos  BC, 
ergiebt  sich  zunächst,  nach  Aussonderung  der  gemeinschaftlichen  Factoren, 

6)  D.dD  =  {A  —  BcosAB  —  CcosAC).dA  +  BCsinBC.dBAC 

+  (B  —  AcosAB  —  CcosBC).dB  +  ACsinAC.dAAC 
+  (C  —  AcosAC  —  BcosBC).dC+  AB  sin  AB  .  d  AAB 
Aus  den  Gleichungen  in  2)  folgt  aber,  dass  auch 

D  .  dB  =  D  cos  AD  .d  A  +  D  cos  BD  .  dB  +  D  cosCD  .  dC 

+  BCsinBC.dBAC  +  ACsinAC.  dAAC+  ABsinAB  .dAAB 
wird  oder  4 

7)  D  .dD  =  D  (cosAD  .dA  +  cosBD  .dB  +  cosCD  .  dC) 

+  BCsinBC.dBAC+  AC  sin  AC.dAAC  + ABsinAB  .dAKB 

wird. 
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Nach  3)  war 

ÖD  =  cos  AD  .BA  +  cosBD  .0  B  +  cosCD  .dC 

—A  sin  AD.  dA*D  —  B  sin  BD  .  d  B*D  —  C  sin  CD  .  d  C*D. 
Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  ersten  Seite  von  7)  giebt, 
wenn  man  zuletzt  D.dD  weglässt: 

S)0  =  +  ABsinAB.dA*B  +  ACsinAC.dA*C+BCsinBC.dB*C 
+  CDsinCD.dC*D  +  BD  sin  B  D  .  BB*D  +  AD  sinAD  .  d  A*D  t 

oder 

0  =  2(ABsinAB.dA*B). 
_            _    B  C  sin  B  C  pf  c,„ 

Da  $  =  }.  —  oder  in  der  andern  Bezeichnung  =}.  * 

etc,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  7)  in 

9)  D.dD  =  D.  (costft  .  cA  +  cosvft .  d  B  +  cf«**t .  vC) 

+  \%  .  (a* .  a**b  +  bb  .  ab*b  +  rb  .  ac*b;. 
Wird  dieselbe  Substitution  in  8)  gemacht,  so  ergiebt  sich: 

10)  0  =  2?(eb.acT>) 

11)  Aus  den  Gleichungen  zwischen  den  vier  Flächen  und  je  zwei  Ge- 
genkeilen, wie 

A,+  B*  —  2ABcosAB  =  Ct  +  B*  —  2CDcosCD, 
leiten  sich  die  Differentialgleichungen,  wie 

12)    (A  —  B  cos  AB) .  d  A  +  (B  —  A  cos  AB) .  d  B  +  A  B  sin  A  B  .  d  A*B 
=  (C  —  2>  cos  CD).dC+(D  —  C  cos  CD).dD+  CD  sin  CD  .  d  C*D 
ab,  oder  mit  Anwendung  von  2) 

13 )  (C  cos  AC  +  D  cos  AD) .  dA  +  (Ccos  BC+ DcosBD).dB  + ABsinAB.dSB 
=  (^co*^C+  Bcos  BC) .  a  C  +  {AcosAD  +  f.  <-o*£0)  .dD  +  CDsinCD  .8  CHDy 
welche  durch  eine  leichte  Umformung  in 

14)  (.4Cco^C-MZ>  <WZ)) .  ^+(BCcosBC+BDcosBD) .     +  AB  sin  AB .  £ 

a  c  a/) 

=  {ACcosAC+BCcosBC)  .—+(AD  cosAD+BDcosBD).  -r+CD  sinCD .  d  CD 

C  D 

übergeht. 
Nun  ist 

AB  cos  AB  =  AB  sin  AB  .  cot  AB  =  £fc\fb.  cotfb. 
Demzufolge  wird  aus  14),  nach  Wegwerfung  von  $®, 

1 5)  0* .  cot b*b  +  b  t .  cot b*c) .  ^  +  (ab .  r o/<n>+ a  f .  co/  a*r) .  ~  +  tb .  a  f*b 

ac  an 
=  (bb .  cotM  +ab .  cot<n>) .  —  +  (bc .  cotift+ac .  col*\) .  ~  +  ab .  aa*b. 

16)  Von  den  Gleichungen  zwischen  je  zwei  Paaren  von  Gegenkeilen 
und  irgend  drei  Flächen,  die  sich  aus  je  zwei  Gleichungen  11)  ableiten 
Wen,  möge  hier  eine  Platz  finde»,  s.  B.  die  zwischen 

a%  c*b,  a\,  b*b,  Ay  Bf  C. 

Es  ist  nämlich : 
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6  =  (BP--  C*—  BDcosu+CDcosab)* 

i  +  Bcosc*(B*+D*  —  2BDcos*t  —  Ct)\ 
-{Bcosrt-Ccosb\>).\_Cco$bl  (C.  +  /)t__2cDco*ab  —  B*f 

wo  das  Abhängigkeitsgesetz  sich  ans  der  Anfstellangsweise  ersehen  lässt. 
Die  hieraus  abzuleitende  Differentialgleichung  würde  hier  zu  viel  Raum 

in  Anspruch  nehmen. 

17)  Die,  wohl  von  Carnot  zuerst  gefundene,  Gleichung  »wischen  den 
Cosinus  der  sechs  Tetraederkeile  ist 
1  =  4.  cos  ü  b"  +  cos  o  c*  +  cos  ■  **  +  cos  b  c*  +  cosbtF    cos  cb* 

+  2cosobcosoccosob-f-2cosbfcosb*cosba  +  2coscpcoscflcoscb 

+ 2  cosb  o  cos  tib  cos  oc 

—  cosob*  coscl*  —  cos  oc*  cosbb*  — cosob1  cosbc* 

+  2  co*  a  b  cos  t  b  cos  o  c  cos  bb  +  2  cos  •  b  cos  r  l>  cos  a  l  cos  b  c 

-f-  2  cos  •  c  co*  b  b  cos  a  b  cos  b  c . 
Differentiirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  nach  gehöriger  Zusam- 
menziehung sechs  Prodncte  mit  den  zweiten  Factoren 

d  o*b,  d  o*r,  d  a*o,  d  b%  d  b"b,  0  r'b, 
von  denen  es  ausreicht,  nur  eines,  z.  B.  das  mit  £oAo  behaftete  aufzustellen 
und  zu  untersuchen. 

Man  erhält  darnach,  wenn  durchgängig  mit  (—2)  dividirt  wird, 

und  hieraus  entweder 

<  .  +  costc(cosob-f-cosbbcosfb)) 

is.)  o  =  .*ufc.a*.{«..»Äf*+rtf  bc(Cosb»+C0J.»<-»,rt)l +  etc- 

oder 

(      ^  .    ^.  +  cos«ö  (cos«c  +  cosbc  cosbc)( 

Da 

cos  o  o  «+•  cos  b*  cos  fb  =  sin  bb  sin  (ö  cos  btic,  u.  s.  w. 
so  gehen  diese  Gleichungen  in  folgende  Über,  welche  aber  zugleich  Kan- 
tenwinkel enthalten : 

.   w  +  cos or  «in  bb  cos bbc) 
19a)  0  =  «n «b  «>.t. .J>rt . J«S  ■  b  «»«»  +cos k( a.n  <1C0J  rt(|  +  etc. 

/  4.  ros  a  «  «&.  bc  cos  beb)  . 

l»b)0.=*.»*«».9rt.{««.t*rtJ(afHfaiiC€Mirt|  +  ^ 

Das  Bildungsgesetz  wird  übrigens  am  anschaulichsten,  wenn  der  an- 
fängliche Ausdruck  folgende  Gestalt  erhält: 

Ä  _  „     (  ^+ costa  costa  ,       ^  (+cos*t  cos  bo\  1 

20)    0=s.nob.dob.  cos  ob  sin  .      ..+coscb.(  ]~  J  +••• 

'  1  -f-costbcos  0»  \+COS  OD  cos  sc/ ' 

Mit  Uebergehung  anderer  Tetraedergleichungen*)  will  der  Verfasser 
•  

*)  Vergl.  u.  a.  des  Verfaaaera  Lehrbach  der  ebenen  and  sphärischen  Tritfonome- 
tric  nnd  der  Tetraedrometrie.    Halle  1851. 
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hier  nur  noch  einige  den  Tetraederinhalt  $  betreffende  Beziehungen  für 
den  gegenwärtigen  Zweck  verwenden,  wobei  die  L  -  und  die  A  -  fonctionen 
der  Ecken  mehrfach  in  Anwendung  kommen. 

Aus  1)  erhält  man  durch  Differentiirnng  * 

21)  AL  .  dL  =  -f*  sina  (cos  a  —  cosbcosc).da 

+  sinb  (cosb  —  cosa  cosc)  .  db 
4*  sin  c  (cos  c  —  cos  a  cos  b)  .de 
and  wegen  der  Grundgleichung  der  sphärischen  Trigonometrie 

22)  AL  .  d  L  =  sina  sinb  sine  (cosa,  da  +  cos  ß.db-\~  cos  y  .  de). 
Ebenso  wird : 

23)  AA  .  dA  =  +  sina  (cosa  +  cosß  cosy) .  da 

+  sin  ß  (cos  ß  -f-  cos  a  cos  y) .  d  ß 
-f-  sin  y  (cos  y  +  cosa  cos  ß)  .  d  y 

and 

24)  AA.  d  A  =  sin  a  sin  ß  siny  (cosa  .  d  a  -f-  cosb  .  d  ß  +  cos  c  .  d  y). 
Da  ferner 

sina  sinb  sinc  =  —- 


stn  a  stn  p  sin  y  —  , 

bo  gehen  die  Gleichungen  22)  und  24)  über  in 
dl*  l 

25)  =      (cosa. da  +  cosß.db  + cosy  .de) 

L       2  A 


und 

d  A  1 

26)  —  =  —L(cosa.da  + cosb  .dß+ cosc  .dy) 

Werden  dagegen  L*  und  A?  beziehungsweise  durch  die  Producte  der 
Sinns  der  halben  Seitentrinome  und  der  Cosinus  der  halben  Winkeltrinorae 
ausgedrückt  (vergl.  1)  und  der  Kürze  halber 

k(a  +  b  +  c\  i(-a  +  fr  +  c),..;  i(«  +  0+y),  4  (- «  +  P +  y),- • 

mit 

bezeichnet,  so  erhält  man  nach  einigen  Vereinfachungen 

d  L  * 

27)  4  —  =  (eots0  —  cotsm  +  cot  s>  +  cotse)  .  da 

+  (C0tS9  +  COt  Sm  —  COt  *»  +  *«)•#& 

+  (cof  s0  +      *«  +  co' *»  —  eotse)  .de 


und 


28)  4^=        —       +       +  t9lsy)'da 
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Da 

$  =  J .  tb  .  ae .  ab  .  Z.  =  | .  br  .  bb  .  Ii« .     =  etc. 
so  erhält  man  leicht 

'         a«_a«fc  öit  ?ib 


Ebenso  folgt  aus     

<£  —  f  y  BCDA^  §  j/ACDA>=*  etc. 
d%_BB    dC    dD  dA. 


Bemerkenswerth  sind  übrigens  die  Tetraederconstauten ,  welche  sich 
aas  den  Grundgleichungen  au  20)  und  30)  ergeben,  wenn  man  mit  jenen  in 
das  Product  aller  Kanten,  und  mit  den  Quadraten  von  diesen  in  das  Pro- 
duct  aller  Flächen  des  Tetraeders  dividirt.    ftan  erhält  alsdann 
.  bc.bb.ro     ac.ab.ro     ab.ati.bt>  ab.ar.bc 

3t)      —l.         TT~  ~    T,~  ~~ZT~ 

und 

32)  ±=»=±=°. 

Aü     A%     At  A% 

Letztere  Quotienteneinheit  namentlich  entspricht  im  geradlinigen  Dreiecke 

der 

a  b  c 

sin  a      sin  ß     sin  y 

vollständig. 

Weil  ferner 

=  f  .  =  J.  =  etc. 

8       ab         3  ae 

so  wird 

rt.££*!?  w+#_'c**rt 

t  Cßsintt  gab 
~~¥*      ab  "aT' 

folglich 

00v  dfc     dC  t  BD  t  0aAb  dab 

33)  T^-c+T+sn-^r5 


während  man  für  7  als  Flächeninhalt  des  geradlinigen  Dreiecks 
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dT_db     de  d_a 
T  ~  b  +  c  +tga 

erhält. 

Bezeichnet  man  im  Tetraeder  die  Abstände  der  Halbirungspunkte  je 
zweier  Gegenkanten 

wie  bc  und  ab  mit  a, 

M     «f     II     tb  M 

so  iat  nach  dem  Euler'schen  Satze 

—  bc«  -  ab«  +  ac«  +  bb«  +  ab»  +  cb«  =  4a«; 
+  kc«  +      _  ttC«  _ +  ab«  +  cl>.  =  46». 

+  bc«  +  ab«  +  ac»  +  bb«  —  «b«  —  cb*  =  4c«. 
Werden  ferner  die  Producte  aus  je  drei  Flächenkanten,  nämlich 
bc.bb.cb;  at.tl.ct;  ab.ab.bb;  ab.ac.be 

durch 

ausgedrückt ,  so  erhält  die  Gleichung  für  den  Tetraederinhalt  durch  alle 
lechs  Kanten  folgende  Gestalt : 

34)       144.««  =  4o,.bcl.  aV  +  4b*.*t*.bV.  +  4c«.  ab».  cb» 

Die  hieraus  abgeleitete  Differentialgleichung  enthält  rechts  nach  ge- 
höriger Zusammenziehung  sechs  der  Reihe  nach  mit 

bc.dbc,  ab.dab,  acJac,  bb.3bt>,  ab.dab,  cb.dcb 
behaftete  Aggregate  von  Kantenproducten.   Hier  genügt  es,  nur  zwei  der- 
selben aufzustellen. 
35)  144  .  * .  d %  =  +  hc  .  abc  .  [bc«  (4u"  —  ab«)  —  (ba»  —  bb«)  (ca'  —  cb»)] 

+  ab .  0ab  .  [ab«  (4a«  —  bc4)  —  (ab«  -  ac«)  (bb«  —  bc«)] 
+  etc. 

Das  Bildungsgesetz  der  einzelnen  Glieder  läset  sich  hieraus  vollständig 
erkennen. 


IL  Bemerkung  über  discontinuir liehe  Functionen.  Man  hat  hier 
und  da  bezweifelt,  ob  es  analytisch  gut  definirte  Functionen  geben  könne, 
die  sich  an  einer  bestimmten  Stelle  x  =  a  discontinuirlich  und  zwar  so  än- 
dern, dass  die  beiden  entsprechenden  Functionswerthe  f(a—0)  und  /"(a-j-O) 
gleichzeitig  endliche  Grössen  sind.  Vielleicht  ist  daher  der  Nachweis 
nicht  überflüssig,  dass  man  solcher  Functionen  beliebig  viele  bilden  kann. 

Wenn  das  Integral  fvi'*)  di>  zwischen  den  Grenzen  /=0  und  t~oo 
genommen,  einen  endlichen  Werth  besitzt,  etwa 
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I 

JBP 


J„{t)dt  =  k. 


X  —  a 


und 

*  (*)  =  A>  (<*)  <" 

gesetzt  wird,  so  hat  man 


90 


(«  — o)  —j^w  ('*)    —  — 

y(a  +  Q)=J<p  (/*)</<  =  +  Ar; 
0 

die  Function  ^  (x)  geht  demnach  an  der  Stelle  *==«  sprungweis  von  —  A: 
nach  -f  k  über.  Hieraus  ist  leicht  eine  neue  discontinuirliche  Function  ab- 
zuleiten, die  an  der  Stelle  x=a  von  bt  nach  bt  überspringt,  wo  by  und  b9 
willkührlich  gewählte  endliche  Grössen  bedeuten.    Diese  Function  ist 


o 

in  der  That  hat  man 

I 

Das  einfachste  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme  y(/')  =  i  nämlich 

f  (x)  =  '  +  1   : 

v  2  ä  x  —  « 

ein  zweites  ist 


„ ,  .      ft«  4-  b.  ,  ft,  — 1>.  t 


SCHLÖMILCH. 


HI.  Construction  flächengleicher  Figuren.  Zwei  Parallel) ectionen  der- 
selben ebenen  Figur  sind  aus  leicht  erkennbaren  Gründen  einander  affin 
und  in  affiner  Lage.  Sie  besitzen  daher  auch  eine  Affinitätsachse 
d.  h.  es  giebt  eine  gerade  Linie,  in  welcher  sich  alle  Paare  von  homologen 
geraden  Linien  in  beiden  Figuren  schneiden ,  oder  in  der  jeder  Punkt  sich 
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selbst  homolog  ist.  Diese  Achse  ist  für  die  Construction  affiner  Systeme 
iü  affiner  Lage  ebenso  nützlich,  wie  die  Collineationsachse  für  die  Construc- 
tion perspectivischer  Systeme. 

Nun  besteht  in  affinen  Fignren  die  Verhältnissgleichheit  homologer 
Fläclienstücke  ebenso  wie  in  collinearen  Fignren  die  Gleichheit  der  Dop- 
pelschnittverhältnisse, welche  man  aus  solchen  Flächenstücken  bildet  und 
Herr  Prof.  Möbius  hat  bekanntlich  dio  specielle  Art  der  Affinität  zweier 
Systeme,  bei  welcher  zwei  homologe  Flächenstücke  gleichen  Inhalt  haben, 
als  Verwandtschaft  der  Gleich  heit  bezeichnet.  Nach  dieser  Definition 
müssen  Parallelprojectionen  derselben  ebenen  Figur  flächengleiche  Figuren 
sein,  wenn  die  Ebene  dor  Figur  gegen  die  Bildebene  gleich  geneigt  ist. 
Die  Figur  (s.  Fig.  9,  Taf.  I)  zeigt  dieses  Verhältniss  eines  Grund  und  Auf- 
risses ab'cde  und  a"b"c"d"e"  für  eine  auf  der  Ebene  E  gelegene  Figur  (Et 
Ef  sind  die  Spuren  dieser  Ebene)  und  die  Affinitätsachse  AA  (jetzt  Achse 
der  Gl  ei  ch  heit)  für  diesen  Fall.  Sie  steht  auf  der  Projectionsachse  senk- 
recht. 

In  diesem  einfachen  und  übersichtlichen  Zusammenhange  ist  das  Mittel 
gegeben,  solche  flächengleiche  Figuren  zu  construiren. 

Ich  meine  aber  nicht,  dass  diese  Aufgabe  der  Construction  flächenglei- 
cher Figuren  als  eine  solche  anzusehen  sei,  die  der  analytischen  Theorie 
der  Verwandtschaften  angehört,  sondern  ich  rechne  sie  unter  die  elementar" 
geometrischen Constructionen ;  ich  meine,  dass  sie  dcmKapitei  derFliichen- 
verwaudlung  und  Berechnung  eingereiht  werden  müsse.  Denn  in  der  That 
man  behandelt  in  der  Elementargeometrie  die  Congruenz,  die  Aehnlichkeit, 
dieFlächengleichheit  der  Fignren,  nnd  während  bei  den  beiden  ersten  in  Be- 
zug auf  die  ins  Auge  gefassten  Criterien  nioht  bjos  die  Uebereinstimmung 
der  Figuren  im  Ganzen,  sondern  in  allen  einzelnen  Theilen  gefordert  wird 

—  wie  es  allerdings  bei  der  Natur  dieser  Criterien  nicht  anders  sein  kann 

—  so  lässt  man  diese  Forderung  der  Uebereinstimmung  der  einzelnen  ho- 
mologen Theile  bei  der  Behandlung  der  Flächengleichheit  ohne  Weiteres 
rollständig  fallen,  als  wenn  sie  gar  überhaupt  nicht  logisch  gestellt  wer- 
den könnte  oder  müsste,  und  huldigt  ganz  allein  dem  Zweck,  dieVerwand- 
lungsconstructionen  dem  rechnenden  Ausdruck  der  Flächeninhalte  durch 
quadratische  Einheiten  entgegenzuführen. 

Warum  stellt  und  löst  man  nicht  vorher  oder  wenigstens  im  Verlauf  die 
Aufgabe:Man  soll  ein  gegebenes  Viel  eck  ABCD  ....  in  ein  an- 
deres von  gleicher  Eckenzahl  abed....  so  verwandeln,  dass 
die  der  Seite  AB  entsprechende  Seite  ab  eine  vorgeschrie- 
bene Länge  erhalte  und  dass  beide  Vielecke  im  Ganzen  so 
wie  in  allen  einzelnen  Theilen  von  gleicher  Fläche  seien. 

Die  Construction  zu  ihrer  Auflösung  ergiebt  sich  aus  der  vorigen  Skizze 
ganz  von  selbst,  denn  —  im  Sinne  der  Projectionslehre  gesprochen  —  bat 
man  nur  zu  bewirken,  dass  die  beiden  Figuren  zu  einander  im  Verhältniss 
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von  Grand-  und  Aufriss  in  der  Weise  stehen,  dass  die  Affinitätsachse  zur 
Projectionsachse  senkrecht,  oder  zu  dem  projicirenden  Perpendikel  pa- 
rallel sei. 

Man  wird  jedoch  leicht  sehen,  dass  die  Constrnction,  auch  abgesehen 
von  allen  Vorstellungen  der  Projectionslehre,  sehr  elementar  bewiesen 
werden  kann;  sie  ist  sicher  elementar  genug,  um  die  bemerkte  Stelle 
im  System  der  Elementargeometrie  einzunehmen.  In  der  Figur  (s.  Fig.  10, 
Taf.  I)  ist  ABC...  das  gegebene  Vieleck,  ab  soll  die  Länge  der  zu  AB 
homologen  Seite  des  geforderten  neuen  Vielecks  abc...  werden.  Die  Zeich- 
nung lässt  die  Ecken  A  und  a  beider  Vielecke  sich  decken;  in  Folge  dessen 
geht  die  Affinitätsachse ,  oder  vielmehr  die  Achse  der  Gleichheit  durch  A. 
Um  das  neue  Vieleck  zu  erhalten ,  hat  man  durch  die  Ecken  den  alten  ein 
System  von  Parallelen  so  zu  legen,  dass  ein  von  A  aus  mit  ab  als  Halbmes- 
ser beschriebener  Kreis  die  Parallele  durch  B  schneidet  oder  berührt;  der 
Punkt  oder  einer  der  Punkte,  wo  es  geschieht ,  ist  b ,  die  Parallele  durch  A 
ist  die  Achse  der  Gleichheit  und  der  Reihe  nach  ergeben  sich  nun  aus  der 
Eigenschaft  derselben,  dass  sich  in  ihr  die  homologen  Seiten  beider  Figuren 
schneiden  müssen,  die  £7,  D,E...  entsprechenden  Ecken  c, </,*...  auf  den 
betreffenden  Parallelen. 

Alle  homologen  Theile  beider  Figuren,  d.  h.  solche,  die  durch  homo- 
loge Linien  begrenzt  werden,  sind  flächengleich.  Dass  sich  dasselbe  Ver- 
fahren auf  beliebige  krummlinige  Figuren  anwenden  lägst,  ist  selbstver- 
ständlich; man  löst  damit  z.  B.  die  allgemeine  Aufgabe:  Einen  Kegel- 
schnitt in  einen  flächengleichen  andern  derselben  Art  zu 
verwandeln,  wenn  irgend  eine  damit  verbundene  Gerade  von 
bestimmter  Länge  sich  in  einem  vorgschriebenen  Verhält- 
niss  ändern  soll. 

Und  endlich  bedarf  es  wohl  nur  der  Erwähnung ,  dass  die  nämlichen 
Betrachtungen  auch  zur  Auflösung  dieser  allgemeinen  Aufgabe  dienen : 
Man  soll  zu  einer  bestimmten  ebenen  Figur  eine  gleichar- 
tige construiren,  in  der  die  Flächeninhalte  aller  einzelnen 
Theile  zu  denen  der  homologen  Flächentheile  der  gegebe- 
nen Figur  in  einem  vorgeschriebenen  Verhältniss  stehen. 
(Dabei  darf  überdies  eine  Seite  der  neuen  Figur  gegeben  sein.)  Denn  das 
constante  Verhältniss  homologer  Flächentheile  ist  eine  characteristische 
Eigenschaft  affiner  Figuren.  (Gleiche  Figuren  unterscheiden  sich  nnr  da- 
durch von  jenen,  dass  bei  ihnen  dies  Verhältniss  =1  ist.)  Man  hat  daher 
zur  Lösung  dieser  Aufgabe  nur  dafür  zu  sorgen  ,  dass  die  neue  Figur 
zur  alten  in  der  Beziehung  des  Aufrisses  einer  ebenen  Figur  zu  ihrem 
Grandrisse  steht,  bei  einer  gewissen  zu  bestimmenden  sehiefen  Lage  der 
Afnnitätsachse.  Die  Bestimmung  dieser  entsprechenden  Lage  der  Affini - 
tätsachse  ist  leicht  genug.  Die  Figur  (s.  Fig.  11,  Taf.  I)  zeigt  die  Ausführ 
ung  für  ein  constantes  Flächenverhältniss  2Ä :  3ft. 
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Alles  dies  sind  endlich  nur  besondere  Formen  der  allgemeinen  Wahr- 
heit, dass  die  Achsen,  die  den  Hauptgegenstand  dieser  Mittheilung  bilden, 
von  grossem  Nutzen  für  die  Construction  von  ebenen  Systemen  sind,  welche 
in  der  Verwandtschaft  der  Affinität  oder  der  der  Gleichheit  stehen. 

Möge  man  den  Inhalt  dieser  Mittheilung  als  einen  bescheidenen  Bei- 
trag zur  Anwendung  der  Projectionslehre  auf  die  Geometrie  gelten  lassen. 

Chemnitz.  Wilhelm  Fiedler. 


IV.  Eine  Aufgabe  aus  der  desoriptiven  Geometrie.  Von  E.  Bacaloglo. 
Eine  Ebene  zu  legen,  welche  die  in  einem  gegebenen  Kegel  zweiten  Gra- 
des, einer  gegebenen  Geraden  parallel  gezogenen  Garaden  halbirt. 

Man  .lege  durch  den  Scheitel  0  (s.  Fig.  12,  Taf.  I)  des  Kegels  die  Ge- 
rade 0 P  parallel  der  gegebenen  Gerade,  und  durch  die  horizontale  Spur  P 
derselben  die  Tangenten  PM^PN  an  die  Basis  des  Kegels;  die  Verbindungs- 
linie M  N  der  Berührungspunkte  wird  die  horizontale  Spur  der  gesuchten 
Ebene  sein:  diese  muss  noch  durch  den  Scheitel  0  gehen.  Diese  Construc- 
tion  ergiebt  sich  aus  folgenden  Betrachtungen: 

1)  Alle  durch  den  Scheitel  0,  parallel  der  gegebenen  Geraden  geleg- 
ten Ebenen  haben  eine  gemeinschaftliche  Durchschnittslinie  OP,  welche 
selbst  //  der  gegebenen  Geraden  ist; 

2)  In  jedem  dieser  ebenen  Schnitte  wird  die  Gerade  PL'  duroh  die 
Erzeugenden  0Ly  OL'  und  die  Halbirungslinie  OR  der  Parallelen  it  har- 
monisch getheilt;  denn  es  ist: 

sin  POL  *m/  Ot 

sinPOL'~~  sint~~~oi' 

sinLOR  Jr.sinr  tr.sinr  Ot  sin  PO L 

sinL'OR~~     Ol    ''~~Ör  0l~ '  *in  POL'* 

3)  Daraus  folgt,  dass  die  horizontalen  Spuren  der  suecessiven  Hal- 
birungslinien  OR  auf  der  Polare  MN  des  Punktes  P  liegen,  dass  also  der 
geometrische  Ort  derselben  eine  Ebene ,  und  deren  horizontale  Spur  die 
Gerade  MN  ist. 


V.  TJeber  die  Richtungsänderung  der  Verticale.  Von  E.  Bacaloqlo. 
In  einer  kurzen  Notiz  von  Puiseux  (Compt.  rend.  1856,  B.  42,  S.  683)  wird 
auf  die  Wirkung  der  Umdrehung  der  Erde  und  anderer  Himmelserscheinun- 
gen auf  die  Bewegung  irdischer  Körper,  hauptsächlich  aber  auf  die  da- 
durch verursachte  Richtungsänderung  der  Verticale  aufmerksam  gemacht. 
Da  der  Verfasser  in  sehr  gesuchter  Weise  blos  auf  die  Resultate  hindeutet, 
so  versuchte  ich,  die  dazu  führenden  Formeln  aufzustellen,  welche  mich  je- 
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doch  auf  zum  Theil  entgegengesetzte  Resultate  als  die  Pu  iseux 'sehen 
fahrten. 

Begeichnet  nämlich  M  (s.  Fig.  13,  Taf.  I)  einen  Pnnkt  der  Erdober- 
fläche AB,  Mx  einen  auf  der  Verlängerung  der  Normale  NM  dieses  Punktes 
in  der  Entfernung  M Mx  =  ö  liegenden  Pnnkt,  so  meint  Puiseux,  dass  die 
Verticale  des  letztern  von  der  des  erstem  abweicht  und  zwar  um  den  klei- 
nen Winkel  0".  17  für  die  geographische  Breite  45°  und  d  =  1000  Metea? giebt 
aber,  wenn  man  in  einem  Meridiane  stehen  bleibt,  nicht  auch  die  Rich- 
tung dieser  Abweichung  und  scheint  Überhaupt  von  dem  Umstände,  dass 
die  Gesammtwirkung  des  Erdellipsoides  auf  den  äusseren  Punkt  Mx  in  der 
Richtung  der  Kormale  Mx  Nx  an  dem  durch  Mx  gelegten  homofocalen  Ellip- 
soide  Ax  Bx  stattfindet,  abgesehen  zu  haben. 

Sieht  man  vorläufig  von  der  Umdrehung  der  Erde  ab  und  sucht  den 
Winkel  er,  =  Ax  Nx  Miy  so  findet  man,  wenn 

a,  b  die  Halbachsen  des  Erdellipsoides, 

aX}  bx  die  des  homofocalen  Ellipsoides, 

o}  ax  die  respectiven  Abplattungen, 

c,  e  die  gemeinschaftlichen  Excentricitäten  der  beiden  Meridianellipsen, 
r,  r,  die  respectiven  Vectoren  der  Punkte  Af,  Mu 
91,  <p,  die  Neigung  derselben  gegen  die  Achse  OA  bezeichnen,  zu- 
nächst : 

1 )  lang  q>  =  - t  lang  a  =  (1  —  a)%  lang  a 

und 

Ä.  r  sin  q>  -f  6  sin  a 

2)  lang  q>x  =  —  . 

'  rcosqp  +  Ö  cosa 

Aus  der  Gleichung  der  Ellipse  folgt 


3) ,  =  -JL .  —— 1  -  —-  1  ^.7/ — CJL"  

cosq>      /      aa  costp  yi+tngatngq>       Y    cos  q>  cos(a-ip) 

and  wenn  r  sin  tp  sin  y  z=  $  cosa  cosy  gesetzt  wird,  woraus 

.%  ,  6  cosa      &   y  cosa  cos m cos (a  —  w) 

4)  fanget  = — : —  =  — .   J-  , 

'  r«ny      a  sin  y 

so  ergiebt  sich  aus  2) 

5)  Umg,p,=Sb"pe'"  »>. 
'  cosa  cos  (9 — y) 

Es  ist  ferner 

tangax  =  -jangvx  =  j^-^t1 

so  dass  zur  Berechnung  von  ax  noch  nöthig  ist,  6X  zu  bestimmen.  Es  ist 
aber 

*,!  _  6,i  s  41  _  6»  »  c»  =  «rV\ 

woraus 


♦ 
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c  —  }/o  (2— a) 

und 

(1  — ff,)*=l  r=l  — ;  , 

indem  man  ohne  merklichen  Fehler  o,  =  a  -f-  6*  setzen  kann. 

Es  ist  übrigens  leicht  zu  sehen ,  dass  homofocale  Ellipsen ,  bei  wach- 
senden Dimensionen,  in  der  Richtung  der  kleiuen  Achse  stärker  als  in  der 
der  grossen  zunehmen ;  denn  es  ist 

*  _,/7— *  *i 


woraus  für  <*,  >  a : 


und  auch 


indem  tony  9  <  /an^  99t. 


Uh  odet 


»<*!!  oder  *>*!, 
x     xt  y  x 


v*  v  * 

Führt  man  nun  die  Umdrehung  der  Erde  ein,  so  ist,  wenn  —  ,  ~ 

9  Qt 


die  den  Punkten  M,  Mt  respective  entsprechenden  Centrifugalkräfte  be- 
teichnen,  noch  auf  die  Wirkung  der  Kraft  J  =  —  Rücksicht  zu  neh- 


men. Bezeichnet  er,  die  durch  diese  letztere  Kraft  bedingte  Richtung  der 
Normale  Mt  Nt1g,G  die  Beschleunigung  der  Schwere  an  den  Punkten  MtMif 
©  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,  so  ergiebtsich 

sin  (c,  —  qt)_  J 
sin  at  G 


oder 


8)  lang  (a,  —  ^  =  -  tang  % . 


A  "2 


Es  ist  ferner 


d_to*  (r,  cos<pt  —  r  co$q>)  r,* 
G~  £ 

oder  approximativ 

^  o'a  Öco8tpt/      2i\       1    ^  co«9,  I"    j  2j3  1 

jC~V^ö~~  \        r)—  SÖ*  ""IT"  L       a(l  —  «.ftfi*a)J 
9)  ^oder  auch 

4_  _1_  3  co*  y  1  5iw'  (c  —  o>) 
C""~280'     a     ,si/i«(a  — 9l) 
o'a  1 

da  —  =  —  (Duh.  Mec.  J,  341,  1853;  oder  S.  338  der  deutschen  Ausg.). 
g  289 
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Wendet  man  diese  Formeln  auf  ein  Beispiel,  z.  B.  wenn  «~45°,  d=1000 

Meter,  so  ergiebt  sich  wenn  a  =  6377398  Meter,  a  =  ==  0,003345  an- 

299 . 153 

genommen  wird : 

(1  —  o)*  =  0  .  993325,  (1  —  ff,)*  =  0  .  993328,  <T,  =  0  .  003342, 
<p  =  44°  48'  29".  38,  ^  =  0°  0'  32".  51,  <pt  —  44°  48'  19".40, 

«,  =  44°  59' 59".  90,  ^  =  0.000000385,  «,  =  44°  59' 59".  95, 

«—«,  =  +  0".  10,  a—at  —  +  0".  05, 
nnd  zuletzt,  wenn  a  =  or,  gesetzt,  also  die  Betrachtung  der  Homofocalität 
vernachlässigt  wird : 

a'f  =  45°  0'  0".  05  und  a  —  at  =  —  0".05. 
Aus  dem  Obigen  ergiebt  sich,  dass  ein  freihängender,  homogener  Fa- 
den eine  krumme  Linie  bildet,  welche  ihre  conveie  Seite  dem  nächsten 
Erdpole  zuwendet.    Die  Gleichung  derselben  ergiebt  sich  ans 


dn 


10)  y  =  mx  +  nt  0  =  u;  -{-  - — ,  n=F(xy  y, 


tn 


wo  F  eine  gewisse  Function  bedeutet.  Ob  es  nun  Puisoux,  der  die  Gestalt 
des  Fadens  für  eine  parabolische  angiebt,  gelungen  ist,  dies  streng  zu  be- 
weisen, lässt  sich  aus  seiner  Notiz  nicht  schliessen;  dies  wäre  jedoch  nur 
dann  möglich,  wenn  die  Funktion  F  unabhängig  von  der  grösseren  oder  ge- 
ringeren Anzahl  der  die  Richtungsänderung  derVerticale  bedingenden  Um- 
stände sein  sollte;  es  kann  sogar  vorkommen,  dass  die  oben  gedachte  con- 
vexe  Seite  eine  umgekehrte  Lage  habe. 

Es  ergiebt  sich  ferner,  dass  ein  an  seinem  Schwerpunkte  aufgehäng- 
ter, in  der  Meridianebeue  liegender  Stab  sich  so  zu  stellen  strebt,  dass  der- 
selbe mit  der  Verticale  seines  Schwerpunktes  einen  kleinen  Winkel  bildet, 
und  sein  unteres  Ende  in  der  nördlichen  Halbkugel  nach  Süden  zu  liegt ; 
nach  Puiseux  soll  dieses  Ende  nach  Norden  liegen  und  wird  in  der  Breite 
45°  um  0'  abgelenkt.  Es  findet  nämlich,  wegen  der  Abweichung  der  Ver- 
ticale oberhalb  nnd  unterhalb  des  Schwerpunktes  G  (s.  Fig.  14,  Taf.  1)  eine 
Drehung  des  Stabes  AB  in  der  durch  den  Pfeil  angegebenen  Richtung  statt, 
bis  die  zum  Stabe  senkrechten  Componenten  der  Schwere  in  Ca  sich  den 
in  Gb  wirkenden  ausgeglichen  haben.  Bezeichnet  man  mS'(6  =  Gp  =  Gq) 
das  Trägheitsmoment  jeder  Hälfte  des  Stabes ,  %  die  Ablenkung  desselben 
von  seiner  ursprünglichen  Lage,  c  den  Winkel  {VVX)  oder  <7n  gt  die 

Intensität  der  Schwere  bei  p  und  q}  r  den  zum  Punkte  G  gehörenden  Ra- 
diusvector  des  Erdellipsoides,  so  findet  man 

9\      (x  —  *)=9t  *in  (X  +  0  and  g,  :  gt  =  (r  -f  d)» :  (r  —  ■$)«, 


woraus 


fi  +  i 


9t 
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oder  auch,  da  <5  sehr  klein  im  Verhttltniss  zn  r  ist: 

12)  ""•»x  =  ^-  oder  *=7  i- 

Man  kann  <  für  kleine  Wertbe  von  fl,  diesem  letztern  proportional  setzen; 
es  folgt  daraus,  dass  die  Ablenkung  jr,  für  beliebige  Stöbe,  unter  derselben 
geographischen  Breite,  constant  ist.    Für  die  Breite  45°  ist  %—  2' 39".  17. 

Es  folgt  ferner  aus  rein  geometrischen  Betrachtungen,  dass  bei  der 
abgelenkten  Lage  des  Stabes  f<o  —  at,  bo  dass  eigentlich  kleiner  ist 
als  der  aus  12)  folgende  Werth.  •  Wegen  der  Kleinheit  dieser  Abweichun- 
gen und  der  Mannigfaltigkeit  der  dieselben  bedingenden  Ursachen,  welche 
sich  gegenseitig  ganz  oder  theil weise  aufheben,  dürfte  man  wohl  jene  Ab« 
weichungen,  trotz  der  von  Puiseux  empfohlenen  Strenge,  fast  in  allen  Fäl- 
len völlig  vernachlässigen. 


VL  Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte.  Seien  A  und  B  zwei 
beliebige  Punkte  eines  Kegelschnittes,  AB  =  c  die  sie  verbindende  Sehne, 
a  and  b  die  Berührenden  des  Kegelschnittes  in  den  Punkten  A  und  Bt  m 
und  «,  p  und  q  zwei  Paare  von  Strahlen  aus  A  und  B  nach  zwei  beliebigen 
Punkten  des  Kegelschnittes ,  so  bilden ,  nach  einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Kegelschnitte ,  diese  Geraden  zwei  collineare  Strahlenbüschel ,  deren 
Mittelpunkte  A  und  B  sind ,  und  wo  der  Berührenden  a  als  Strahl  des  er- 
sten Büschels  die  Sehne  c  als  Strahl  des  zweiten,  und  der  Sehne  c  als  Strahl 
des  ersten  Büschels  die  Berührende  b  als  Strahl  des  zweiten  Büschels  ent- 
spricht.   Diese  Collineation  werde  bezeichnet  durch 

(«,  c,  m,p)  =  (c,  6,  n,q). 
Eine  beliebige  Gerade  /  schneidet  die  beiden  Strahlenbüschel  in  zwei  colli- 
nearen  Punktreihen,  was  ausgedrückt  werde  durch 

(/•a,  l'cj-m.l'p)  —  (/•<?,  l-n%l-q). 
Es  sollen  nun  die  Durchschnittspunkte  bezeichnet  werden,  wie  folgt : 

l  c  =  D,  l-a  =  =  G,  l-m  =  M,  /•«  =  A\  Ip  =/>,/•  q  =  0, 

so  hat  man 

(F,  Z>,  M,  P)  =  (/>,  C,  N,  (>), 
oder  es  sind  die  beiden  Doppelschnittsverhältnisse  einander  gleich 

FD  .  MP  DG  .  A" Q  • 

DM.PF~GN.QD' 
Es  werde  nun  die  schneidende  Gerade  /  durch  den  Durchschnittspunkt  C 
der  beiden  Berührenden  a  und  b  gelegt,  welchen  bekanntlich  der  Pol  in 
Bezog  auf  A  B  als  Polare  heisst,  so  hat  man 

F~  G  =  a-b  —  C 
zu  setzen„und  geht  die  vorige  Gleichung  in  die  folgende  über 
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CD  .  UP  PC .  NQ 

DM.PC~~CN.  QD% 

oder,  wegen  CD  =  —  Z)C, 

MP.  CN.  QD 

PC.  NQ  .  DM ~  ~~  1 ' 
Der  Aasdruck  links  stellt  aber  ein  sogenanntes  Dreieckaschnitt Ver- 
hältnis s  dar,  und  da  dieses  den  Werth  — 1  bat,  so  sind  die  drei  Punkten- 
paare C  und  X>,  M  und  iV,  P  und  Q  in  Involution.    Diesen  Satz  kann  man 
so  in  Worten  aussprechen: 

Zieht  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  eines  Kegel- 
schnittes Vectoren  nach  beliebigen  andern  Punkten  dessel- 
ben, so  schneiden  dieselben  jede  durch  den,  zur  Verbind- 
ungslinie jener  zwei  Punkte  als  Polare  gehörigen,  Pol 
gehende  Gerade  in  zwei  in  Involution  befindlichen  Punk- 
tenreihen. Ihre  Doppelpunkte  sind  offenbar  die  beiden  Durchschnitts- 
punkte S  und  T  der  Geraden  /  mit  dem  Kegelschnitt,  und  sind  daher  die 
beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  diese  Durchschnittspunkte  reell  oder 
imaginär  sind. 

Die  Gerade  /  schneide  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten,  5 
und  T,  so  ist,  weil  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt  zweier  in  Involution 
befindlicher  Punktreihen  in  der  Mitte  zwischen  ihren  Doppelpunkten  liegt, 
der  Halbirungspunkt  Oder  Sehne  ST  dieser  Brennpunkt;  und  weil  der 
zwischen  den  beideu  Doppelpunkten  enthaltene  Abschnitt  von  jedem  Punk- 
tenpaar harmonisch  getheilt  wird ,  so  geschieht  dies  mit  S  T  durch  jedes 
Punktenpaar  M  und  N,  P  und  £),  d.  h. 

Zieht  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B  eines 
Kegelschnittes  Vectoren  nach  beliebigen  andern  Punkten 
desselben,  so  theilen  dieselben  jede  durch  den,  zu  AB  al» 
Polare  gehörigen,  Pol  gehende  Sehne  harmonisch.  Dies  wird 
auch  dadurch  ausgedrückt,  dass  das  Produkt  OU.ON^  OP.OQ  eine  con- 
stante  positive  Grösse  ist. 

Hierin  ist  als  specieller  Fall  der  bekannte  Satz  enthalten ,  dass  eine 
durch  den  Pol  gelegte  Gerade  von  diesem,  der  Polare  und  dem  Kegel- 
schnitt harmonisch  getheilt  wird.  Schneiden  zwei  durch  A  und  B  gelegte 
Parallele  zu  S  T  den  Kegelschnitt  in  den  Punkten  //  und  J,  so  müssen  die 
Geraden  B H  und  AJ  sich  im  Mittelpunkt  0  der  Sehne,  als  dem  gemein- 
schaftlichen Brennpunkte,  ^schneiden. 

Sind  die  beiden  Berührenden  in  A  und  B  einander  parallel,  d.  h.(  ist 
A  B  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes ,  so  geht  obiger  Satz  in  folgenden 
über: 

Zieht  man  von  den  beiden  Endpunkten  eines  Durchmes- 
sers eines  Kegelschnittes  Vectoren  nach  einem  beliebigen 
Punkte  desselben,  so  theilen  dieselben  j ede  dem,  zu  jenem 
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conjngirten,  Durchmesser  parallele  Sehne  harmonisch.  Der 
Mittelpunkt  0  dieser  Sehne  ist  zugleich  der  Durchschnittspunkt  mit  dmi 
Durchmesser  AB.  — Hieraus  lassen  sich  sehr  einfach  die  Gleichungen  von 
Ellipse  und  Hyperbel  in,  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  parallelen, 
Coordinaten  und  andere  damit  im  Zusammenhange  stehende  Eigenschaften 
derselben  herleiten.  8eien  2y  und  2y  die  Längen  zweier,  zu  dem,  zum 
Durchmesser  AB  conjugirten ,  Durchmesser  paralleler  Sehnen  der  Ellipse, 
und  werden  dieselben  von  den  beiden  Vcctorcn  aus  A  und  B  eines  Punktes 
der  Ellipse  in  üf  und  N,  M'  und  N'  und  vom  Durchmesser  AB  in  0  und  0' 
geschnitten,  so  ist  nach  obigem  Satze 

OM.  ON  =  y*, 

daher 

OM    ON_  y* 
frW'O'N'  —  ?*' 
Aus  der  Figur  folgt  aber  sogleich 

OM      Ad    ON  BO 
ÖW'~Al)''ÖW~~ßl7'' 

mithin  ist 

AO.BO  y! 


AÖ.BO'^y'*' 

Di©  Producte  AO.BO  und  AO'.BO'  bedeuten  aber  die  Quadrate  der  zu  AB 
rechtwinkligen  in  0  und  0'  errichteten  Ordinaten  des  über  AB  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises.    Man  hat  daher  den  Satz : 

Die  durch  Punkte  eines  Durchmessers  der  Ellipse  dem  conjugirten 
Durchmesser  parallel  gezogenen  Sehnen  sind  proportional  den  durch  die- 
selben Punkte  zum  Durchmesser  rechtwinklig  gelegten  Sehnen  des  über 
diesen  Durchmesser  beschriebenen  Kreises. 

Legt  man  die  Gerado  /  parallel  einer  Asymptote  der  Hyperbel  oder 
der  Axe  der  Parabel,  wo  daher  der  eine  Doppelpunkt  im  Unendlichen  liegt, 
w  muHs  die  Gleichung 

MP  CN  QD 

PC  '  NQ'  DM  1 
auch  noch  gelten,  wenn  zwei  Vectoren  APxmH  BQ  nach  einem  unendlich 
entfernten  Punkte  der  Hyperbel,  oder  dem  der  Parabel,  gehen,  wo  dann  /* 
und  Q  selbst  ins*  Unendliche  rücken.    Dann  geht  wegen 


obige  Gleichung  über  in 
oder 


MP_QD 
PC~~NQ 


CN=  —  DM, 
DN=  —  CM; 


d.  h. 

Zeitschrift  f.  MtihemMik  u.  Phy*ik.  V. 
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Zieht  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B  der 
Hyperbel  (Parabel)  nach  einem  beliebigen  Punkte 
derselben  zwei  Vectoren,  so  schneiden  dieselben 
die  durch  den,  zur  Sehne  Ali  als  Polare  gehörigen, 
Pol  gelegte  und  zur  Asymptote  (zur  Axe)  parallele 
Gerade  in  entgegengesetzt  gleichen  Abständen  von 
C  und  vom  Durchschnittspunkt  D  der  Geraden  mit 
der  Sehne  AB. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man  die  Hyperbel  sehr  leicht  construiren, 
wenn  zwei  Tangenten,  die  zugehörigen  Berührungspunkte  A  und  B  und  die 
Richtang  der  einen  Asymptote  (//  CD)  gegeben  sind.  Trägt  man  alsdann 
von  A  ans  auf  AB  die  Strecke  AE  =  —  BD  auf,  so  ist  CE  die  Richtung 
der  andern  Asymptote;  denn  zieht  man  parallel  mit  CE  durch  A  und  B  zwei 
Gerade,  welcne  CD  in  M  und  N  schneiden,  so  ist,  der  Forderung  gemäss, 
CM~  —  7)JV,  und  zwar  gehen  AM  und  BN.  weil  sie  parallel  sind,  nach 
dem  andern  unendlich  entfernten  Punkt  der  Hyperbel.  Liegt  aber  D  in  der 
Mitte  zwischen  A  und  /?,  so  fällt  E  mit  D  zusammen,  d.  h.  der  Kegelschnitt 
hat  nur- einen  unendlich  entfernten  Punkt,  ist  also  eine  Parab  el  und  CD 
die  Richtung  ihrer  Axe.  Umgekehrt  folgt  daher:  Eine  durch  den  Pol  zur 
Parabelaxe  parallele  Gerade  halbirt  die  Polare. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  die  Gerade  /  den  Kegelschnitt  nicht  schneidet, 
also  die  beiden  Doppclpunkte  imaginär  sind,  entsprechen  denselben,  nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Involution,  die  beiden  Punkte  S  und  T,  in 
denen  sich  die  über  C D,  M  iV,  PQ  als  Durchmessern  beschriebenen  Kreise 
schneiden.  Der  Durchschnittspunkt  0  der  gemeinschaftlichen  Sehne  S  T 
dieser  Kreise  mit  den  Geraden  /  ist  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt,  deji 
man  auch  erhalten  kann,  wenn  man  durch  A  und  B  Parallele  mit  CD  zieht, 
welche  den  Kegelschnitt  in  H  und  J  schneiden,  so  schneiden  sich  AJ  und 
BH  mit  CD  im  Punkte  0. 

Zieht  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B  eines 
Kegelschnittes  Vectoren  nach  andern  beliebigen  Punkten 
desselben  und  legt  durch  den  zu  AB  als  Polare  gehörigen 
Pol  eine  beliebige,  den  Kegelschnitt  nicht  schneidende  Ge- 
rade, so  schneiden  sich  alle  die  Kreise,  welche  man  über 
den  von  je  zwei  Vectoren  anf  der  Geraden  gebildeten  Ab- 
schnitten als  Durchmessern  beschreibt,  in  denselben  zwei 
Punkten. 

Ist  A  B  ein  Durchmesser  'des  Kegelschnittes ,  so  ist  der  Durchschnitt 
von  AB  mit  der  Geraden  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt. 
Als  specielle  Fälle  sind  bemerkenswerth : 

1)  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel ,  nimmt  man  für  die  Punkte  A 
und  B  deren  Scheitel  und  legt  die  zu  AB  senkrechte  Gerade  /  durch  den 
Mittelpunkt  der  Hyperbel,  so  müssen  die  Punkte  S  und  Tauf  der  Axe  AB 
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liegen  nnd  zwar  mos«  ihre  Entfernung  gleich  sein  dem  Durchmesser  de» 
Kreises,  der  den  den  Asymptoten  parallelen  Vectoren  aus  A  und  B  ent- 
spricht. Ist  daher  a  die  Hauptbalbaxe,  a  der  halbe  Asymptotenwinkel,  so 
liegen  die  beiden  Punkte  S  und  T  vom  Mittelpunkte  der  Hyperbel  auf  bei- 
den Seiten  um  a.coia  entfernt.  Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  schneiden 
sich  daher  alle  Kreise  in  den  Scheiteln  derselben,  bei  einer  Hyperbel,  für 
welche  co&a  =  *ina  ist,  in  den  Brennpunkten. 

2)  Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  ein  Kreis,  so  fällt,  wie  leicht  aus  der 
Construction  des  Punktes  0  zu  sehen,  die  gemeinschaftliche  Sehne  ST  mit 
der  aus  dem  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  auf  die  Gerade  CD  gefäll* 
ten  Senkrechten  zusammen;  ferner  zeigt  eine  einfache  Betrachtung,  dass 
dann  dieser  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  in  den  Punkten  S  und  T 
harmonisch  getheilt  wird,  woraus  weiter  folgt,  dass  allo  die  Kreise  sich  mit 
dem  gegebenen  rechtwinklig  schneiden.  Dr.  F.  Wetz  ig. 


VTL  Einige  neue  Sätze  über  Fusspunktflächen.  Von  E.  Bacaloolo. 
I.  Analog  den  von  Wetz  ig  und  Baabe  für  Fusspunktcurven  gefundenen 
Sätzen  gilt  für  Fusspunktflächen  der  Satz:  »Der  Winkel  zwischen  Leit- 
strahl und  Berührungsebene  bleibt  constant  für  alle  sich  entsprechenden 
Punkte  der  successiven  Fusspunktflächen  einer  gegebenen  Fläche  F  und 
die  Normale  an  einem  Punkte  der  Fusspnnktfläche  wter  Ordnung  geht 
durch  die  Mitte  des  Leitstrahles  des  entsprechenden  Punktes  der  Fuss- 
pnnktfläche der  (» —  l)ten  Ordnung.  Man  denke  sich  nämlich  eine  die 
Fläche  F  in  der  Nähe  des  Punktes  M  umhüllende  Kegelfläche.  Die  Fuss- 
punktcurve  dieser  letztern,  welche  bekanntlich  eine  sphärische  Curve  ist, 
liegt  zugleich  auf  der  Fusspunktfläche  F'.  Geht  man  zur  Grenze  über ,  so 
redueirt  sich  jene  sphärische  Curve  zu  dem  gemeinschaftlichen  Elemente 
M'  der  Fläche  F'  und  der  Kugel ,  deren  Durchmesser  gleich  ist  dem  Leit- 
strahle des  Punktes  M,  und  giebt  mithin  die  Richtung  der  gemeinschaft- 
lichen Berührung.sf^bene.  Daraus  folgt:  1)  dass  die  Normale  des  Punktes 
V  durch  die  Mitte  des  Leitstrahles  OM  geht  (wenn  O  den  Pol  bezeichnet), 
und  mithin  der  erwähnte  Winkel  constant  bleibt,  und  2)  dass  die  successi- 
ven Normalen  der  Punkte  M >  M'  . . .  in  einer  Ebene  liegen,  welche  durch 
den  Pol  geht,  und  gegen  einander  gleichgeneigt  sind.  Ist  die  Fläche  /'bei 
jV  doppelt  gekrümmt,  so  kann  man  statt  einer  zwei  Kegelflächen  sich  den- 
ken ,  von  deren  Scheiteln  der  eine  Über  und  der  andere  unter  der  Fläche 
Fliegt 

Analytisch  lässt  sich  derselbe  Satz  durch  Umkehrung  der  Aufgabe  der 
Fnsspunktflächcn  beweisen ,  d.  i.  wenn  man  zu  der  Fusspunktfläche  F'  die 
Basis  F  sucht.  Fergiebt  sich  alsdann,  als  Urahüllungsfläche  der  Ebenen 

1)  xx  +  yy  +  tz  =  x't  +  y*  +  *'\ 

durch  Elimination  von  x\  y\  z  aus  vorstehender  Gleichung,  der  Gleichung 

5* 
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der  Fläche  F'  und  den  aus  1)  durch  partielle  Differentiation  abgeleiteten 
Gleichungen 

2)  x  +  pz  =  2  (*'  +  pz) ,    y  +  o'z  =  2  (y  +  9Y). 

Diese  letztern  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Projectionen  der  Normalen 
zur  Fläche  F'  dnreh  die  Mitte  der  Projcctionen  des  Radiusvectors  der  Fläche 
F  gohen ,  womit  der  Satz  völlig  bewiesen  ist. 

II.  Die  den  Curven  der  gleichgeneigten  Berührungsebenen  der  FUche 
F  auf  F'  entsprechenden  Curven  sind  Durchschnitte  von  F'  mit  geraden 
Kreiskegeln ,  denn  man  findet  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

p*  +  q*  =  einer  Constanten  A*, 

3)  x'  =  —pz\    y'  =  —  qz\ 
folgende  Relation 

x'*  +  y*  =  Vz\ 

III.  Denkt  man  sich  eine  Fläche  Ft  das  ihr  entsprechende  reeiproke 
System  von  Flächen  Fx ,  F,,  F, . . .  (im  Monge 'scheu  Sinne)  und  die  Fuss- 
punktflächen F,',  F,',  Fi  . . .  jeder  derselben,  so  liegen  die  in  einem  Punkte 
M  der  Fläche  F  entsprechenden  Punkte  der  Flächen  F/,  Ft\  F,' . . .  auf 
einer  Kugel,  deren  Durchmesser  gleich  dem  z  des  Punktes  M  ist  Da  die 
Berührungsebenen  an  den  dem  Punkte  M  entsprechenden  Punkten  der 
Flächen  F, ,  F, ,  Fg . . .  in  einen  gewissen  Punkt  der  *- Achse  zusammen- 
laufen, so  ist  der  Satz  von  selbst  einleuchtend.  Der  analoge  Satz  findet 
für  ebene  Curven  statt. 

IV.  Werden  die  Gleichungen  3)  nach  x  und  y  differenzirt,  indem  der 
Reihe  nach  y  und  x  als  constant  betrachtet  wird ,  so  ergiebt  sich 

>gg  -j-  .  dy_P'x—  s        dx        dy  q'x 
dx'^Sdx'~     z*     '  ^d7"hSd7^7^, 

±t?l-~Py  *x  j_  ,  dy_q'y—z 

'dx^'dx'-T*'        *57  +  ,57  7*  1 

hieraus  durch  Multiplication  der  ersten  mit  der  letzten  dieser  Gleichungen 
und  Subtractiou  des  Productes  der  beiden  mittleren : 

!dx  dy      dx  dy  (p'x  —  z)  (g'y  —  z)  ,—p'q'xy 
dx  dy      dy  dx~  z*{rt-*) 
J_±PP+qq 

Differenzirt  man  auf  ähnliche  Weise  die  Gleichungen  2) ,  so  findet  man : 
(1  +  PP)  ^  +  qp  jj£  =  2  (1  +  p>+rz) 

(1  +  PP)  g  +  qp  g>  =  2  (pq  +  ,V)  -  sz , 

p?'  ,77  +  (l  + 19  )  %.  ~ 2  (1  +  *' ' + 'V)  ~  (! ' 
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folgt  wie  früher: 

,    .      ,        ,v  /dx  d v     dx  dtj\ 

=  4  0  +  P''  +  '*)  (1  +  </"  +  /Y)  —  4  (/>Y  +  *V)»  +  (rY  —  «'*)  t« 

-  2  [(1  +  P' "  +  rV  )  I '  +  (1  +      +  <  V  )  r  -  2  S  {p'q  +  ,Y  )J  z , 

oder 

rfx  dx  dy      4(rV — s'*) 

dx'  dy      dy  dx      1  -f-  pp  -f»  ' 

Bezeichnen  Ä, ,  Ä,  und  Ä,',  /?/  die  respectiven  Hauptkrümmungsradien 
der  Basis  und  der  Fussptuiktnacho ,  q,  q  die  entsprechenden  Leitstrahlen, 
so  kann  vorstehende  Gleichung ,  da 

(:-2:')  yi+p'+T^Q 
i*t,  wie  folgt  geschrieben  werden: 

»  4(.r-^)(^-|)(/?;-|) 

'  rfx'd7     d7<U'~    (!  +  /»'»+ J'f)(l  +  /»p'+w') 

Daraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  4)  und  da 

l+PP+99  

COS  Y  - —  —  —  1  _    , 

wenn  2  den  Winkel  (9,  q')  oder  den  der  entsprechenden  Normalen  bezeich- 
net, folgende  bemerkenswerte  Relation: 


6)   RTfiT 


Man  findet  ferner,  wenn  dF,  dF'  die  entsprechenden  Flächen elemonte 
bezeichnen , 

äP-  =  7  iK^i.   i  +  PP+ri 

oder 

'  dF  RtRt' 


VIH  Bemerkungen  über  Curven  und  Jlftchen  «weiten  Grades.  Von 

Dr.  Heilermann,  Director  der  Provinaial-Gewerbschule  zu  Koblenz.  Auf 
jeder  Normale  eines  Kegelschnittes  werden  sowohl  durch  die  Achsen  als 
durch  die  um  den  Mittelpunkt  mit  den  Summen  oder  Differenz  der  Halb- 
achsen beschriebenen  Kreise  8tücke  abgeschnitten,  welche  mit  der  Entfern- 
ung der  zugehörigen  Berührenden  vom  Mittelpunkte  Rechtecke  von  con- 
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stanten  Grössen  bilden.  Von  dieser  Eigenschaft  ausgehend  t  habe  ich  iin 
Allgemeinen  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes,  welcher  auf  der  Nor- 
male ein  der  obigen  Bedingung  genügendes  Stück  begränzt,  untersucht 
und  erlaube  mir  im  Nachfolgenden  einige  Resultate,  zu  welchen  ich  gelangt 
bin,  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  vorzulegen. 

§•  1. 

Wird  vom  Mittelpunkt  0  der  Ellipse 
auf  die  Gerade 

welche  dieselbe  im  Punkte  m  =  (ay)  berührt,  die  Senkrechte  |  gefällt,  so 
ist  bekanntlich 

3)  =       «.(t6)  =  g,  J  =  $  +  {J- 

Trägt  man  nun  auf  der  Normale  desselben  Punktes  vom  Fusspunkte  aus 
nach  beiden  Seiteu  die  Strecken 

mn  =  mw,  =  e 

ab,  so  sind 

die  Coordinaten  der  Endpunkten  n  und  w„  weil  —  und^~  zugleich  die  Co- 
sinus der  Winkel  sind,  welche  die  Normale  mit  den  Achsen  bildet. 

Wenn  nun  die  Strecke  e  der  vom  Mittelpunkte  auf  die  Berührende 
des  Puuktes  m  gefällten  Senkrechten  |  umgekehrt  proportional  ist,  so  steht 
dieselbe  zugleich  zu  dem  Durchmesser,  welcher  der  Berührenden  parallel 
ist,  in  directem  Verhältnisse.  Wenn  also  2  a*!  diesen  Durchmesser  und  A 
irgend  eine  constante  Linie  darstellt,  so  ist 

e—         —  d 
'  ""  |      ab  '* 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  erhalten  die  Coordinaten  der  Punkte  n 
und  Wj  folgende  Form 

a«  +  A*  6«  +  *« 

Mithin  liegen  die  Punkte  n  und  n,  in  den  Ellipsen 

und  diese  sind  immer  confocal,  denn  das  Quadrat  ihrer  Excentricität  ist 
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Werden  also  auf  einer  Normale  einer  Ellipse  vom  Fass- 
punkte aas  nach  beiden  Seiten  Stücke  abgeschnitten,  wel- 
che mit  der  Entfernung  der  zagehörigen  Berührangslinie 
vom  Mittelpunkte  Rechtecke  von  constanter  Grösse  bilden, 
so  sind  die  Ortscurven  dieser  Schnittp unkte  zwei  confocale 
Ellipsen. 

Die  Punkte  ro,  n  und  n,  sind  entsprechende  Punkte  in  den  Kegel- 
schnitten 1)  und  5),  denn  es  verhält  sich 

+         a«  —  k*  a«  +  *«  a*  —  W 

x:  ; —  x:  —  x  =  a  :  :  

a*  ö      .  a  a 

fti+*t      bt_p  6t  +  Äa  6t_^t 

y :  sr-  y :  —fei—  '  =  b  :  —T :  T- * 

Durch  Umkehrung  ergiebt  sich  hieraus  folgender  Satz : 

Die  Linie,  welche  zwei  entsprechende  Punkte  zweier 
confocalen  Ellipsen  verbindet,  ist  in  allen  Lagen  Normale 
einer  dritten  Ellipse,  von  welcher  sie  halbirt  wird. 

Drei  specielle  Werthe  von  k*  sind  hier  beachtenswerth ,  nämlich  die 
beiden,  für  welche  eine  der  Coordinaten  4)  Null  wird,  und  derjenige,  durch 
welchen  die  Excentricität  0)  verschwindet.  Bezeichnet  man  die  Punkte  der 
Normalen,  welche  in  den  Axen  der  Ellipse  1)  liegt  mit  P0  und  Q9,  so  ist 

*  «*  b* 

7)  mi>0  =  y ,  m0„  =  -. 

Sind  ferner  r  und  r,  die  Punkte  der  Normale,  für  welche 
so  ist 

8)  wir  =  ror,  =  d,  =  — , 
und  die  Punkte  selbst  liegen  in  den  Kreisen 

9)  *.,  +  y.,  =  («±*)^ 

deren  Gleichungen  man  aus  5)  erhält,  wenn  man  darin  A*=  ab  setzt. 

Wenn  A",<«6,  also  e<d„  so  liegen  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte 
5)  in  der  grossen  Axe  der  Ellipse  1),  und  wenn  dagegen  *•>(*&,  also  c>rf,, 
so  liegen  sie  in  der  kleinen. 

Verbindet  man  die  Gleichungen  7)  und  8),  so  entsteht  zunächst 
a  +  ft  ,        _       a  —  h  a  +  6  a  —  b 

und  hieraus  folgt  die  Proportion 

rQ9  :  r  PQ  =  r,  Q0  :  r,  P0  =  b  :  a. 
Wird  also  das  von  den  Achsen  begrenzte  Stück  einer  Nor- 
male einer  Ellipse  nach  dem  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Achsen,  in  welchem  die  Endpunkte  liegen,  harmonisch  ge- 
theilt,  so  liegen  die  Theilpunkte  in  den  Kreisen,  welche  um 
den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  der'Summe  und  Differenz 
der  Halbachsen  der  Ellipse  beschrieben  sind. 
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Die  vorstehende  Entwicklung  kann  in  derselben  Weise  auch  für  die 
Hyperbel  und  Parabel  ausgeführt  und  hier  also  dem  Leser  tiberlassen 
werden. 

Legt  man  durch  den  Punkt  m  =  (xy)  ausser  der  Ellipse  1)  auch  noch 
eine  llyperbel 

x*  v* 

welche  mit  jener  die  Brennpunkte  gemeinsam  hat,  so  ist  bekanntlich 

««  -  «,«  =  6«  -  6/  =  +  i£) 

und  es  stehen  die  Kegelschnitte  1)  und  ll)  im  Punhto  m  =  (xy)  aufeinan- 
der senkrecht.  Denkt  man  sich  ferner  die  Kegelschnitte,  welche  die  im 
Punkte  m  aufeinander  senkrecht  stehenden  Normalen  der  Kegelschnitte  1) 
und  11)  als  Achsen  enthalten  und  die  Achsen  derselben  im  Mittelpunkte  O 
berühren,  so  sind 

die  Gleichungen  der  letztem  und  zeigen  sogleich ,  dass  auch  diese  Kegel- 
schnitte die  Brennpunkte  gemeinsam  haben. 

Das  Quadrat  der  gemeinsamen  Excentricität  ist 

a1  —  «,«  =  b*  —  b*  =  rf,«, 
also  begränzen  ihre  Brennpunkte  auf  der  Normale  der  Ellipse  1)  nach  bei- 
den Seiten  vom  Fusspunkt  ro  eine  Strecke 

e~dt 

mithin  liegen  sie  in  den  Kreisen  9). 

Werden  also  für  irgend  einen  Punkt  einer  Ellipse  die 
Kegelschnitte  gezeichnet,  welche  die  Achsen  derselben  im 
Mittelpunkte  berühren  und  die  Normale  und  Tangente  des- 
selben Punktes  als  Achsen  enthalten,  so  liegen  die  gemein- 
samen Brennpunkte  dieser  Kegelschnitte  in  den  Kreisen, 
welche  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  der  Summe  und 
Differenz  ihrer  Halbachsen  beschrieben  worden  sind. 

Die  bekannten  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  ihre 
Brennpunkte  ergeben  sich  hier  für  die  Curven  8)  mit  besonderer  Leichtig- 
keit. 

§.  3. 

•    Wenn  von  dem  Mittelpunkte  0  des  Ellipsoides 

i3>  ^+£+£=i 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilungen.  73 

auf  die  Ebene 

14)  ^.x.  +  ^.y,  +  -i.r1==|, 

welche  dasselbe  im  Punkte  m  =  (xyz)  berührt,  die  Senkrechte  {  gefällt 
wird,  60  ist 

15)  ^(1^  =  -,  cof«6)  =  ^,  coi(|c)  =  ?1  -.  =  -+-+_. 

Trägt  man  nun  auf  der  Normale  des  Punktes  m=(xyz)  vom  Fusspunkte 
aus  nach  beiden  Seiten  die  Strecken 

mn  =  mni  =  e 

ab,  so  sind 

=  *  +     ^,  yt--y±e-y*  zi  =  V±e'^ 

£x  £  V  £ z 

die  Coordinatcn  der  Punkte  n  und  w„  weil  L-  i£  i_  zugleich  die  Cosinus 

a*    o  er 

der  Winkel  sind,  welche  die  Normale  mit  den  Achsen  bildet.  Wird  nun  die 
Strecke  e  so  gewählt,  dass  sie  der  Senkrechten  umgekehrt  proportional  ist, 
so  steht  dieselbe  zugleich  zur  Fläche  de*s  Centraischnittes,  welcher  der  Be- 
rührungsebene des  Punktes  m  parallel  ist,  in  diroctem  Verhältnisse.  Wenn 
also  rf,  und  d,  die  Halbachsen  dieses  Schnittes  und  k  irgend  eine  constaute 
Linie  darstellt,  so  ist 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  erhalten  die  Coordinaten  der  Punkte  n 
nnd  »|  folgende  Form 

«*  +  k*  b*  +  k*  c«  +  k* 

Mithin  liegen  die  Punkte  n  und  «,  in  den  Flächen 

und  diese  sind  immer  confocal,  da  die  Quadrate  der  Excentricitäten  der 
Aclisenschnitte  für  beide  Flächen  denselben  Werth  haben,  nämlich 

is)  (0±g,-(6±i')=(«.-.*.)(1-^). 

18.)  (b±^-(c±^{^^-^), 

,9b)  ^^-(.iJJ'-^-oO-jgi) 

Werden  also  auf  einer  Normale  eines  Ellipsoides  nach 
beiden  Seiten  vom  Fusspunkte  aus  Stücke  abgeschnitten, 
welche  mit  der  Entfernung  der  zugehörigen  Berührungs- 
ebene vom  Mittelpunkte  Rechtecke  von  constanten  Grössen 
bilden,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Stücke  in  zwei  con- 
focalen  Flächen. 
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Die  Paukte  m ,  n  und  n,  in  den  Ellipsoiden  13)  und  17)  sind  für  alle 
Werthe  von  A*  entsprechende  Punkte,  denn  das  Verhältniss  ihrer  Coordi* 
naten  ist  gleich  dem-  Verhältnisse  der  gleichliegenden  Achsen ,  oder 

0«+*«      a*  —  A»  a*  +  A*  a*  —  A* 

x :  ; —  x  :  ; —  x  =  a  :  :  , 

<r  <r  <*  a 

&*+A*     ^  —  A*  fr*  +  A*  6*  —  A* 

c«  +  A*     c*  —  A*  c» + 

2  :  — ~T —  2  :  — - —  z  =  c  :   :  . 

c*  er  c  c 

Wenn  man  diesen  Zusammenhang  umkehrt,  so  erhält  man  folgenden 

Satz  : 

Die  Linie,  welche  zwei  entsprechende  Punkte  zweier 
confocalen  Ellipsoide  verbindet,  ist  in  allen  Lagen  Nor- 
male eines  dritten  Ellipsoides,  von  welchem  sie  halbirt 
wird. 

Sechs  specielle  Werthe  von  A*  verdienen  hier  beachtet  zu  werden, 
nämlich  die  drei,  für  welche  eineMer  Coordinaten  16)  Null  wird,  und  die 
drei,  für  welche  eine  der  Excentricitäten  unter  18)  verschwindet  oder  die 
confocalen  Ellipsoide  17)  zu  Sphäroiden  werden.  Bezeichnet  man  die 
Punkte  der  Normalen,  für  welche  die  Coordinaten  x,,  y,,  2!  Null  werden, 
der  Reihe  nach  mit  P9>  Q0>  Ä„,  so  ist 

o*  I*  c* 

19)  OTpÄ=_,     mQ0=j,  mÄ0=j. 

Bezeichnet  man  ferner  die  Punkte  der  Normalen ,  fttr  welche 

A*  =  6c, 

mit  p  und  px ,  so  ist 

Ä_.  bc  d.dt 

20)  mp=^mPi  =  —=^p 

und  die  Punkte  liegen  in  den  confocalen  Sphäroiden 
deren  gemeinsame  Excentricität 


.±S),_(.±«,_i2i=aSi=!2. 


Setzt  man  zweitens 

A*  =  ac 

und  bezeichnet  die  zugehörigen  Punkte  in  der  Normalen  mit  q  und  qt ,  so  ist 

20a)  mq  =  mqx  =  j  =  — 

und  es  liegen  diese  Punkte  in  den  confocalen  Sphäroiden 

deren  gemeinsame  Excentricität 
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22.)  /(>±$-i.±cr-«"-w-*>. 

Wenn  zuletzt  r  und  r,  diejenigen  Punkte  der  Normalen  sind,  für  welche 
k*  =  ab ,  so  ist 

20b)  mr  =  ror,  S|=y 

und  die  Punkte  liegen  in  den  confocalen  Sphäroiden 

deren  Excentricität 

22b)  y(c±^J-(a±oy=^-^/-''')- 
Nehmen  wir  an,  dass 

a  >  b  >  c 

so  ist  die  Excentricität  unter  22)  und  22  b)  real ,  dagegen  die  unter  22  a) 
imaginär,  mithin  sind  zugleich  die  Flächen  21)  und  21b)  verlängerte  Sphä- 
roide,  während  die  unter  21a)  abgeplattet  sind.  Wenn  man  nun  noch  be- 
achtet, dass  die  Brennpunkte  dieser  Sphäroide,  sowohl  die  realen  in  den 
verlängerten  als  die  imaginären  in  den  abgeplatteten,  auch  die  Focalpunkte 
des  Ellipsoids  13)  sind*),  so  ergiebt  sich»  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 
folgender  Satz : 

Werden  auf  einer  Normalen  eines  Ellipsoids  nach  bei- 
den Seiten  vom  Fusspunkte  aus  solche  Stücke  abgeschnit- 
ten, das«  diese  mit  der  Hälfte  einer  Achse  des  Ellipsoides 
ein  Rechteck,  gleich  dem  aus  den  Halbachsen  des  zur  Nor- 
male senkrechten  Centraischnittes,  bilden,  so  liegen  die 
Endpunkte*  der  abgeschnittenen  Stücke  in  zwei  confocalen 
Sphäroiden,  deren  gemeinsame  (reale  oder  imaginäre)  Brenn- 
punkte die  in  jener  Achse  liegenden  (realen  oder  imaginä- 
ren) Focalpunkte  des  Ellipsoides  sind  und  deren  Aequator 
die  Summe  der  Differenz  der  andern  Achsen  als  Durchmes- 
ser enthält. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  19)  und  20)  erhält  man  zunächst 

a  +  c 


.C, 

—       b  —  c 

i»A  =  £ 

.c, 

b  +  c 

pQo=  -y- 

.6, 

gR0  = 

und  hieraus  folgen  die  Proportionen 
*)  8.  Crelle's  Journal.  Bd.  56. 
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23)  pR0  :  pQ9  =PiR0  :  p,  QQ=c:b, 

23  a)  qP0  :  qR0  =  qtP0  :  qtR0  =  a:c, 

23  b)  rQ0  :  rP0  =  r,  £>Ä  :  riP0  =  b  :  a. 

Wird  also  das  Stück  der  Normale  eines  Ellipsoides,  wel- 
ches zwei  Achsenebene n  begrenzen,  nach  dem  Verhältnisse 
der  Achsen,  welche  auf  den  Begrenzungsebenen  senkrecht 
stehen,  harmonisch  getheilt,  so  liegen  die  Theilpunkte  in 
zwei  confocalen  Sphäroiden,  deren  Aequator  die  Summe 
oder  Differenz  jener  zwei  Achsen  als  Durchmesser  enthält 
und  deren  gemeinsame  (reale  oder  imaginäre)  Brennpunkte 
die  in  der  dritten  Achse  liegenden  Focalpunkte  des  Ellip- 
8oides  sind. 

§.  4. 

Werden  durch  den  Punkt  m  =  (xyz)  ausser  dem  EJlipsoide  13)  auch 
noch  die  beiden  Hyperboloide 

24>  $+*+h^ 

gelogt,  so  ist  bekanntlich 

a«~  a>  =        V  =  c8—  c*  =  dt«,     a»  —  a*  =  b*  —  V  =  <?~  <V  =  <V, 


und  es  stehen  die  Flächen  13)  und  24)  im  Punkte  91  (xyz)  auf  einander 
senkrecht.  Denkt  man  sich  ferner  die  Flächen  zweiten  Grades,  welche  die 
im  Punkte  m  senkrecht  stehenden  Normalen  der  Flächen  13)  und  24)  als 
Achsen  enthalten  und  die  Achsenebenen  derselben  im  Mittelpunkte  0  be- 
rühren, so  sind 

die  Gleichungen  der  letztern  und  zeigen  sogleich,  dass  auch  diese  Flächen 
confocal  sind. 

Die  in  der  Normale  des  Punktes  m  liegenden  Focalpunkte  dieser  Flä- 
chen sind  die  oben  erwähnten  Punkte  p,  p, ,  q,  qt  und  r,  r, ,  denn  es  ist 

mp  —  mp,  —  -—  , 

a  a 


mq  =  my,  —        —  -  , 
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mr  =  mr.  =   =  . 

1       c  c 

Hieraus  erhält  man  folgenden  Satz: 

Wenn  man  eine  Normale  eines  Ellipsoides  und  die  Nor- 
malen der  beiden  dnreh  ihren  Fusspunkt  gehenden  Hyper- 
boloide, welche  mit  dem  Ellipsoidc  confocal  sind,  als  ge- 
meinsame Achsen  von  drei  Flächen  zweiten  Grades  betrach- 
tet, welche  die  Achsenebenen  jener  Flächen  im  Mittelpunkte 
berühren,  so  liegen  die  der  Normale  des  Ellipsoides  an  ge- 
hörigen Focalpunkte  dieser  Flächen  in  drei  Paaren  von 
confocalen  Sphäroiden,  von  denen  jedes  Paar  die  in  einer 
Achse  des  Ellipsoides  gelegenen  Focalpunkte  als  Brenn- 
punkte und  die  Summe  oder  Differenz  der  andern  Achsen 
des  Ellipsoides  als  Durchmesser  des  Aoquators  enthält. 

Die  in  dem  Vorstehenden  entwickelten  Eigenschafton  des  Ellipsoides 
sind  natürlich  nicht  auf  diese  Flächen  beschränkt,  sondern  lassen  sich  in 
ähnlicher  Weise  für  die  Hyperboloide  und  theilweise  auch  für  die  Parabo- 
loido  herleiten. 


IX.  Eine  Methode,  das  speeifisehe  Gewicht  fester  Körper  ohne  Ge- 
wichte, nur  mit  Hülfe  eines  graduirten  Wagbalkens  zu  bestimmen.  Die 

bisher  bekannten  Methoden  zur  Bestimmung  des  speeifischen  Gewichts 
fester  Korper  erfordern  sämmtlich  die  Anwendung  von  Gewichten  und  sind 
sonach  weniger  bequem  für  den  reisenden  Mineralogen,  welcher  an  Ort 
und  Stelle  das  speeifisehe  Gewicht  einer  Mineralsubstanz  bestimmen  will. 
Letzteres  ist  oft  wünschenswerth,  wo  es  sich  nur  die  Unterscheidung  ähn- 
licher Mineralspecies,  z.  B.  der  Feldspatharten  handelt;  für  diesen  Zweck 
ist  die  Methode  vom  russischen  Gardeartilleriecapitän  Gadolin  (Poggend. 
Ann.  Bd.  106,  S.  213)  sehr  geeignet,  indem  dieselbe  nur  einen  Apparat  — 
nicht  grösser  als  ein  langer  Bleistift  —  erfordert. 

Die  Theorie  dieser  Methode  ist  folgende :  An  einen  zweiarmigen  Hebel 
werden  an  Seidenfäden  die  beiden  Körper  aufgehangen ,  deren  speeifisehe 
Gewichte  s  und  *'  verglichen  werden  sollen.  Der  Hebel  sei  vor  dem  An- 
hängen bei  horizontaler  Lage  im  Gleichgewicht,  hierauf  hängt  man  die  bei- 
den Körper  von  den  absoluten  Gewichten  P  und  P"  so  an  den  Wagbalken, 
dass  wieder  Gleichgewicht  stattfindet,  wobei  ihre  Entfernungen  von  der 
durch  die  Schneide  gelegten  Verticalebene  resp.  p  und  p  soin  möge.  Dieser 
zweite  Gleichgewichtszustand  wird  durch  die  Gleichung: 

1)  pp  =  P'p 

repräsentirt.  Nun  senkt  man  beide  Körper  in  ein  Gefäss  mit  Wasser  und 
verschiebt  den  einen  z.  B.  P  so  lange ,  bis  wieder  Gleichgewicht  statt  hat. 
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Hat  die  Grösse  der  Verschiebung  &  betragen,  so  ist  der  Aasdruck  dieses 
neuen  Gleichgewichtes : 

(p_f)(p+4)=(p-_£)„.. 

Indem  man  2)  durch  1)  dividirt,  erhält  man : 

Diese  letzte  Gleichung  dient  dazu,  um  s  zu  berechnen,  wenn  $'  gegeben  ist 
oder  umgekehrt  und  die  Bestimmung  des  specifischen  Gewichts  nach  dieser 
Methode  erfordert  nur,  dass  man  mit  einem  oder  einigen  Körpern  P'  ver- 
sehen sei,  deren  specifisches  Gewicht  s'  man  bereits  genau  kennt,  so  wie 
dass  man  die  Entfernungen  p  und  5  möglichst  genau  beobachte.  Um  sich 
wegen  Beurtheilung  des  Gleichgewichtszustandes  von  der  horizontalen  Lage 
des  Balkens  zu  überzeugen,  braucht  man  nach  Gadolin  nur  Über  selbi- 
gen hinweg  nach  einem  Fenster  oder  nach  der  Kante  eines  Hauses  zu  vi- 
siren. 

Der  Erfinder  dieser  neuen  Methode  giebt  in  dem  oben  erwähnten  Auf 
satz  zugleich  die  Discussion  der  Fehlerquellen  und  findet  durch  eine  den 
Umständen  gemäss  längere  und  deswegen  hier  nicht  mitgetheilte  Rechnung, 
dass  der  möglich  grösste  Fehler,  welcher  unter  ungünstigen  Umständen  bei 
sonst  guter  Beobachtung  und  guter  Construction  des  Instrumentes,  dem  nach 
dieser  Methode  bestimmten  specifischen  Gewichte  anhängen  kann ,  höch- 
stens 0,02  betragen  kann.  Demnach  reicht  diese  Methode  für  die  Zwecke 
vollkommen  ans,  für  welche  sie  der  Erfinder  bestimmt  hat. 

E.  Kahl. 


X.  Heimholt*'  Versuche,  die  Vocale  durch  Mischung  einfacher  Töne 
nachzuahmen.  (Aus  Poggendorf s  Annalen ,  Bd.  108,  8.  280.)  Es  ist  be- 
kannt, dass  die  Elongation  eines  Punktes  einer  schwingenden  Saite  oder 
die  Verdichtung  und  Geschwindigkeit  an  einer  Stelle  einer  tönenden  Luft- 
säule durch  Rechnung  gefunden  werden  kann,  und  dass  für  diese  Elonga- 
tion in  den  meisten  Fällen  ein  Ausdruck  erhalten  wird ,  welcher  aus  einer 
unendlichen  Anzahl  von  Gliedern  besteht,  von  denen  jedes  die  Form: 

Asin{2nmt  +  c) 

besitzt.    Hierbei  hat  m  in  den  verschiedenen  Gliedern  der  unendlichen 

4 

Reihe  die  Werthe  «,  2«,  3»  etc.,  wobei  das  Glied  A  sin  (2nnl  +  c)  das 
Anfangsglied  der  Reihe  und  w  unabhängig  von  c  und  A  ist.  Die  Zahl  m 
bedeutet  die  Anzahl  der  einander  völlig  gleichen  Schwingungsperioden, 
welche  vermöge  eines  Gliedes  der  Reihe  in  einer  Secunde  auftreten ;  die 
unendliche  Reihe  entspricht  daher  der  Uebereinanderlagerung  von  unend- 
lich vielen  einfachen  Schwingungen,  deren  Schwingungsmengen  »,  2«, 
3«  etc.  sind. 
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In  Betreff  der  Wahrnehmung  solcher  über  einander  gelagerter 
Schwingungen  gingen  die  Meinungen  von  Ohm  nnd  von  Seebeck  aus 
einander.  Ersterer  war  der  Ansicht,  dass  man  bei  gehörig  angestrengter 
Aufmerksamkeit  die  stärksten  der  den  einzelnen  Schwingungen  angehörigen 
Eindrücke  auf  das  Gehör  unterscheiden  und  ans  einer  solchen  Uebereinan- 
derlagerung  durch  das  Gehör  einzelne  Eindrucke  ebenso  ausscheiden  könne, 
als  man  durch  Anwendung  der  Fourier 'sehen  Reihen  alle  einzelnen  Glie- 
der mathematisch  darstellen  kann.  Seebeck  war  dieser  Ansicht  heftig 
entgegen,  indem  er  die  unmittelbare  Empfindung  durch  den  Gehörnerven 
im  Auge  hatte,  die  meist  eine  einfache  zu  sein  scheint,  weil  die  Aufmerk* 
sainkeit  des  Hörenden  auf  den  Totaleindruck  aller  einzelnen  Schwingungen 
gerichtet  ist ,  aus  welchen  der  Klang  und  mithin  die  Natur  der  Tonquelle 
erkannt  werden  kann.  Den  verschiedenen  Ansichten  von  Ohm  und  See- 
beck  entsprechen  die  Definitionen,  welche  die  genannten  Gelehrten  vom 
Tone  gegeben  haben.  Nach  Ohm  ist  jede  einzelne  Bewegung  von  der 
Form  A  sin  (2nnt  -f-  c)  Ursache  eines  Tones,  während  See  beck  den  Ge- 
sammteimlruck  Ton  nennt,  welcher  durch  Uebereinanderlagernng  der 
Schwingungen  eines  Instrumentes  entsteht,  welche  die  Form  A sin  (2  n  m  l  +  c) 
haben,  wobei  m  die  Werthe  »,  2n,  3/i  etc.  besitzt. 

Helmholtz  bekennt  sich  zur  Ohm 'sehen  Definition  des  Tones  und 
ist  von  ihm,  wie  es  scheint,  spater  eine  vollständige  Widerlegung  der  von 
Seebeck  gemachten  Einwürfe  gegen  Ohm 's  Definition  zu  erwarten  (s. 
gen.  Abb.  S.  282).  Ohne  auf  die  bisherige  Polemik  Uber  die  Definition 
des  Tones  einzugehen,  möge  doch  hier  die  bekannte  für  Ohm  und  Helm- 
holtz sprechende  Thatsache  ins  Gedächtniss  zurückgerufen  werden,  dass 
Helmholtz  bereits  vor  einigen  Jahren  Schwingungen  hervorzubringen 
vermochte,  welche  einem  Tone  im  Sinne  Ohm's  sehr  nahe  kommen.  Das 
Mittel,  welches  Helmholtz  anwendete,  bestand  in  dem  Zusammenwirken 
von  Stimmgabeln  und  Resonanzröhren,  deren  Grundtöne  zusammenfielen, 
wahrend  die  Obertöne  nicht  übereintrafen.  Wird  eine  solche  Stimmgabel 
vor  der  zugehörigen  Resonanzröhre  ins  Tönen  gebracht,  so  verstärken  sich 
die  Grundtöne  beider,  während  die  Obertöne,  welche  nicht  Ubereintreffen, 
sich  nicht  verstärken  können  und  daher  neben  dem  starken  Grundtone  nicht 
gehört  werden. 

Die  Herstellung  einfacher  Töne  anf  die  oben  angegebene  Weise  machte 
für  Helmholtz  eine  Untersuchung  Uber  das  Zusammenwirken  einfacher 
Töne  möglich ;  bei  einer  früheren  Arbeit  der  Art  entdeckte  er  bekanntlich 
die  Summationstöne ,  während  er  durch  die  vorliegende  Arbeit  schätzbare 
Beiträge  zur  Kenntniss  von  den  Ursachen  des  Klanges  geliefert  hat.  Für 
Das,  was  Seebeck  Ton  nennt,  hat  Helmholtz  den  Namen  Klang  vor- 
geschlagen und  nennt  Grundton  des  Klanges  den  tiefsten  von  denjenigen 
einfachen  Tönen,  durch  deren  Zusammenwirken  der  Klang  entsteht.  Wäh- 
rend nun  der  Klang  des  Scebeck'schen  Tones  durch  die  verschiedene 
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Wellcngestalt  bei  gleicher  Periodicität  zu  erklären  ist,  kann  dasselbo,  d.  h. 
die  sogenannte  Klangfarbe  dos  He  1  m Ii o  1 1 z 'sehen  Klanges,  dnreh  das 
Zusammenwirken  des  Grundtones  mit  Obertönen  verschiedener  Stärke  er- 
klärt werden  (das  Wort  Ton  wird  von  nun  an  hier  immer  im  Ohm 'sehen 
Sinne  gebraucht  werden).  Helmholtz  stellte  sich,  was  die  Klangfarbe 
anbetrifft,  noch  die  Frage:  Beruht  die  Unterscheidung  der  musi- 
kalischen Klangfarbe  nur  in  der  Empfindung  von  Obertönen 
verschiedener  Stärke  oder  unterscheidet  das  Ohr  auch  die 
Phasenunterschiede? 

Diese  Frage  beantwortete  Helmholtz,  indem  er  die  Vocale  der 
menschlichen  Stimme,  die  als  anhaltende  musikalische  Klänge  und  fast 
ganz  frei  von  unmusikalischem  Geräusch  hervorgebracht  werden  können, 
durch  die  Combination  von  Tönen  nachzuahmen  suchte,  welche  durch 
Stimmgabeln  mit  Anwendung  von  Resonanzröhren  roin  erhalten  wurden. 
Er  bediente  sich  hierzu  einer  Reihe  von  8  Stimmgabeln ,  die  dem  B  in  der 
tiefsten  Octave  der  Männerstimmen  und  dessen  harmonischen  Obertönen 
by  /*,,  6, ,  rft,  /i,  «*t  nn^  bs  entsprachen.  Die  regelmässige  schwingende 
Bewegung  wurde  den  Gabeln  durch  einen  galvanischen  Apparat  nach  Art 
des  Neef sehen  Hammers  ertheilt,  die  verschiedene  Stärke  der  Töne  durch 
das  stärkere  oder  geringere  Lüften  des  auf  den  Resonanzröhren  befindlichen 
Deckels  bewirkt.  Den  Phasenunterschied  konnte  Helmholtz  willkürlich 
.  hervorbringen  und  beobachten ,  wozu  er  sich  mehrerer  Methoden  bediente, 
deren  Mittheilung  die  Kürze  des  Raumes  hier  nicht  gestattet.  Das  bisher 
von  Helmholtz  gefundene  Resultat  ist  wesentlich  folgendes:  Die  musi- 
kalische Klangfarbe  hängt  nur  von  der  Anwesenheit  und 
Stärke  der  Obertöne,  die  in  dem  Klange  enthalten  sind,  ab, 
nicht  von  ihren  Phasenunterschieden. 

Was  nun  die  Vocale  der  männlichen  Stimme  anbolangt,  so  fand  Helm  - 
holtz  unter  Anderem: 

Das  U  erhält  man  am  deutlichsten  durch  den  Grundton  mit 

ganz  schwacher  Begleitung  des  dritten  Tones. 

Das  0  entsteht  durch  kräftige  Begleitung  des  Grundtones  von 

der  höheren  Octave. 

Das  E  wird  namentlich  durch  den  dritten  Ton  cbarakterisirt, 

bei  massiger  Stärke  des  zweiten  etc. 
Es  sind  noch  viele  andere  schätzbare  Angaben  in  der  eingangs  erwähn- 
ten Abhandlung  enthalten,  in  Betreff  deren  wir  jedoch  auf  diese  selbst  ver- 
weisen müssen.  E.  Kahl. 
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V. 

Von  den  Fusspunktlinien. 

Von  Dr.  Franz  Wetzkj  in  Leipzig. 

(Dritter  Artikel.) 


10. 

Beziehungen  zwischen  dem  M i n  i m u m p o  1  und  den» 
Krümmungsschwerpunkt  einer  Linie. 

Unter  dem  Krümmungsschwerpunkt  einer  Linie  versteht  Steiner 
ihren  Schwerpunkt  bei  einer  Belastung,  die  umgekehrt  proportional  dem 
Krümmungshalbmesser,  also  direct  proportional  der  Krümmung  vertheilt 
ist.  Um  auch  Curven  betrachten  zu  können ,  bei  denen  das  Vorzeichen  der 
Krümmung  wechselt,  muss  man  diese  Definition  dahin  erweitern:  Krüm- 
mungsschwerpunkt einer  Linie  ist  ihr  Schworpunkt,  wenn  jeder  Punkt  der- 
selben mit  einem  Coefficienten  versehen  ist,  dessen  Grösse  dem  jedesmaligen 
Krümmungshalbmesser  proportional  ist  und  dessen  Vorzeichen  mit  dem  des 
Krümmungshalbmessers  übereinstimmt;  oder:  er  ist  der  Mittelpunkt  pa- 
ralleler an  der  Curve  angebrachter  Kräfte,  deren  Intensität  umgekehrt  pro- 
portional dem  Krümmungshalbmesser  und  deren  Richtung  bei  gleichem  oder 
entgegengesetztem  Vorzeichen  desselben  gleich  oder  entgegengesetzt  ist. 

Nennt  man  die  Summe  der  Coefficienten,  die  auf  ein  Bogenstück  kom- 
men, kurzweg  dessen  Gewicht,  so  sei  die  Einheit  des  Gewichts  das  Ge- 
wicht des  Kreisbogens  von  der  Länge  1  und  dem  Halbmesser  1.  Dann  ist 
das  Gewicht  des  Bogenelements  ds0  vom  Krümmungshalbmesser  o0 

» 

wird  also  durch  den  Contingenzwinkel  gemessen,  welcher  nach  §.  7  gleich 
ist  dem  Winkeldifferential  rfqp,  der  Fusspunktlinie,  wenn  der  Coordinaton- 
anfang  der  Pol  ist. 

Die  Basis  wird  zunächst  als  eine  Linie  vorausgesetzt ,  die  ihre  Rich- 
tung uicht  sprungweise  ändert. 
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Seien  nun  x0,  y0  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Bogenelements 
ds01  |  und  rj  die  des  Krümmungsschwerpunktes  der  Basis,  entspreche  dem 
Anfangspunkt  der  Basis  <px  =  y ,  dem  Endpunkt  q>x  =  8 ,  so  ist  der  Krüm- 
mungsschwerpunkt bestimmt  durch  die  Gleichungen  * 

4  8 


|  Jdq>x  —  JxQdq> 

7  Y 
?  * 

d.  i. 

a 

'Hö  —  y)=J*o<i<Pi, 
y 

3 

v{&—y)=J*y0d<pi. 
y 

Berücksichtigt  man  nun 

x0  =  r0  co*  <p0,     y0  =  r0sin  <jp0, 


so  erhält  man 


1  oV, 
co/  a  =  -  — , 


l(&  —  y)z=jrx  cos  <p,  </g>,  — y  sm  q>t  drx , 


an 


y  y 

*?     — y)  = j*rx  sin  <px  dtpx  —J ros  g>,  drx . 

y  y 

8  8 

Wendet  man  auf  Jcos  q>x  dtpx  und  Jsin  o>,  d<px  die  partielle  Integration 

y  y 

und  bezeichnet  mit  den  zur  Anomalie  8  und  mit  r)y  den  zur  Anomalie  y 
gehörigen  Vector  der  Fusspunktlinie ,  d.  i.  die  beiden  Senkrechten  auf  die 
Berührenden  des  Anfangs  -  und  Endpunktes  der  Basis ,  so  erhält  man 

8 

|  (8  —  y)  =  2 Jrt  cos  tpx  d<px  —  (rld  sin  8  —  rly  sin  y) , 


i) 


8 


*r)(8  —  y)=2jrx  sin<pxd(px  +  (rl8cos8-  rxysiny). 
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Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Coordinaten  des  Krümmnngsschwerpunk- 
tes  gegeben ,  wenn  man  die  Gleichung  ihrer  Fusspunktlinic  kennt. 

Ist  die  Basis  eine  nach  einem  Umlauf  der  Berührenden  geschlossene 
Linie,  so  ist  einfacher 

2» 

|  =  -  /r,  co$<pi  d<px, 
v.  t/ 
0 

2« 


1J  =  ~J*r*  Si"  (f>l  (l<Fi ' 


0 

Nimmt  man  den  Krümmungssclnvcrpnnkt  der  Basis  selbst  als  Pol,  so 
gölten  für  die  Fusspunktliuie  die  Relationen 

J 

2  J  T%  COS  9i  d  Vt  ~  n  *  S'n  Si,i  y ' 

y 

d 


2ß 


sin  qp,  d  qp,  =  rx  y  cos  y  —  rx  $  cos  6. 

y 

Ist  speciell  die  Basis  eine  nach  einem  Umlauf  der  Berührenden  ge- 
schlossene Linie,  so  gilt  für  die  Fusspunktlinie  aus  dem  Krümmungs- 
schwerpunkt 

2«« 


J*rx  cos  <jp,  d  g>i  =  0 


und 

In 


J 


r,  sin     d  <p,  =  0. 


Hat  die  Basis  einen  Wendepunkt  oder  lassen  sich  Berührende  vom 
Coordinatenanfang  (Pol)  an  sie  legen,  so  gelten  die  §.  8  gemachten  Be- 
merkungen. Es  sind  dann  die  beiden  Integrale  in  1)  auf  die  dort  angege- 
bene Weise  zu  zerlegen,  und  ist  unter  ö  —  y  allgemein  der  Drchungswinkel 
t  der  Berührenden  der  Basis  zu  verstehen.  Der  Drehungswi  nkel  der 
Berührenden  ist  also  das  Maass  des  Gewichts.  Ist  derselbe 
gleich  Null,  so  kann  man  natürlich  nicht  vom  Krümmungsschwerpunkt 
reden. 

Es  werde  daher  x  statt  8 — y  eingeführt.  Ferner  werde  mit  s  die 
Sehne  der  Fusspunktlinie,  welche  Anfangs-  mit  Endpunkt  verbindet,  mit 
a  ihre  Winkel  gegen  die  Nulllinie  bezeichnet,  so  ist 

ri  x  *,w  8  —  rx  y  sin  y  =  s  .  sin  <f , 
T|  g  cos  ö  —  r\y  cos  y  =  s  .  cos  o. 
Endlich  sei  nach  der  früheren  Bezeichnung 

6* 
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9 

J*rx  cos  gp,  dtpx  —  />, 

y 


; ,  sin  (ptd<pt  —  Q, 
Y 

so  geht  die  Gleichung  l)  über  in 

'  )  n  .  r  =  2  ()  +  *  .  cos  <x. 

Werden  nun  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  P  und  £)  in  die 
Gleichung  5)  des  §.  8  eingesetzt  und  wird  deshalb  die  Senkrechte  auf  die 
Berührende  des  Anfangspunktes  der  Basis  als  Nulllinie  angenommen,  so 
erhalt  man  die  Coordinaten  des  Minimumpols,  ausgedrückt  durch  die  des 
Krümmung88chwerpunktes,  durch  die  Gleichungen: 

|(r  —  sin  x  cos  x)  (|  x  -f-  s  sin  a)  —  sin*  x  {r\  x  —  s  cos  o) 
(t  +  sinxcost)  (ijt  —  s  cos«)  —  »in*  r  ({ r  +  *  sin  a) 
"  =  • 

Ebenso  kann  man  den  Minimalinhalt  durch  die  Coordinaten  des  Krüm- 
mungsschwerpunktes ausdrücken ,  indem  man  die  Werthe  von  P  und  {)  aus 
Gleichung  2)  in  Gleichung  0)  des  S.  8  einsetzt. 

Umgekehrt  erhält  man  die  Coordinaten  des  Krttmmungsschwerpunktes 
ausgedrückt  durch  die  des  Minimumpols  durch  dio  Gleichungen 
i  i-x-\-ssino  —  x(x  +  sin  x  cos  t)  +  y  sin*  x , 
|  17 1  —  s  cos  a         sin*  x  +  y  (t  —  sin  x  cos  t). 

Um  hiernach  die  gegenseitige  Lage  vom  Minimumpol  und  Krümmungs- 
schwerpunkt zu  betrachten,  kann  man  von  ersterem  oder  letzterem  aus- 
gehen. 

I.  Es  werde  der  Minimumpol  als  bekannt  vorausgesetzt  und  daher  als 
Coordinatenanfang  genommen.  Dann  erhält  man  für  ar  =  y  =  0  aus  Glei- 
chung 4) 

|  t  =  —  ssinc, 
1]  x  ~~      s  cos  0  , 

worin  *  die  Sehne  der  Fusspunktlinie  vom  Minimnmpol  aus,  d.  i.  die  Ver- 
bindungslinie der  Fusspunkte  der  vom  Miniraumpol  auf  die  Berührenden 
des  Anfangs-  und  Endpunktes  der  Basis  gefällten  Lothe  bezeichnet,  so- 
wie 0  deren  Neigung  gegen  die  erste  Senkrechte.  Sei  /  die  Entfernung  des 
Krümmungsschwerpunktes  vom  Minimumpol,  k  deren  Anomalie,  so  folgt 

■ 

T 

tan  k  =  —  cot  0. 

Es  liegt  also  dcrKrümmungsschw  erpaukt  in  einer  zurSehne  s 
senkrechten  Entfernung  vom  Minimumpol  gleich  der  des 


5) 
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Schwerpunktes  des  Kreisbogens,  den  man  über  der  Sehne  * 
und  mit  dem  Centriwinkel  r  beschreibt,  von  dessen  Mittel- 
punkt. 

Als  specielle  Fälle  sind  erwähnenswerth :  * 

1)  Liegt  die  Basis  zu  einer  sie  halbirenden  Achse  symmetrisch, 
so  ist  klar,  dass  Minimunipol  und  Krümmungsschwerpunkt  auf  dieser  Achfce 
liegen,  und  zwar  erhalt  man  den  letzteren,  wenn  man  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  des  aus  dem  Minimumpol  beschriebenen  Kreisbogens,  wel- 
cher die  Schenkel  des  Winkels  t  berührt,  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  auftrügt. 

2)  Sei  t  ein  ganzes  Vielfaches  von  =  mit,  d.  h.  sind  die  Berühren- 
den des  Anfangs-  und  Endpunktes  der  Basis  einander  parallel,  so  ist  auch 
a  —  mn  zu  setzen  und  erhalt  man 

w-  (->)"'. 

s  bedeutet  hier  die  senkrechte  Entfernung  der  beiden  Berührenden,  und 

kann  man  daher  sagen :  Der  Minimumpol  und  Krümmungsschwerpunkt  einer 

Linie,  deren  Berührende  sich  um  mn  dreht  und  um  s  fortschreitet,  liegen 

in  einer  zu  s  senkrechten  Entfernung  von  einander  gleich  dem  Durchmesser 

g 

eines  Kreises  vom  Umfang  —  . 

m 

3)  Dem  vorigen  Satz  kann  man  einen  andern  Ausdruck  geben  im  Fall 
die  Basis  eine  gegen  einen  Punkt,  ihren  Mittelpunkt,  symmetrisch  liegende 
Curve  ist,  wo  dann  die  Benihrenden  an  den  beiden  Endpunkten  jedes 
Durchmessers  einander  parallel  sind.  Nimmt  man  daher  eine  von  eiuem 
Durchmesser  abgetheilte  Hälfte  der  Linie  als  Basis,  so  ist  für  dieselbe  s 
gleich  dem  parallelen  Durchmesser  der  Fusspunktlinie  der  gegebenen  Curve 
aus  dem  Mittelpunkte.  Dreht  sich  der  Durchmesser,  so  ändern  Krümmungs- 
schwerpunkt und  Minimumpol  der  von  ihm  begrenzten  halben  Linie  ihre 

gegenseitige  Lage  so ,  dass  sie  sich  immer  in  einer  zu  s  senkrechten  Ent- 
g 

fernung  —  von  einander  befinden.  Dies  kann  man  so  ausdrücken : 
n 

Dreht  sich  der  Durchmesser  einer  gegen  einen  Punkt  symmetrischen 
Linie,  so* bewegt  sich  der  Minimumpol  der  vom  Durchmesset  abgeschnitte- 
nen Hälfte  gegen  deren  Krümmungsschwerpunkt  auf  einer  der  Fusspunkt- 
linie der  gegebenen  Curve  aus  dem  Mittelpunkt  ähnlichen  und  gegen  sie 
um  00°  gewendeten  Curve. 

Da  auch  bei  der  logarithmischen  Spirale  die  Berührenden  an 
den  Endpunkten  jeder  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Sehne  einander 
parallel  sind  und  die  Fusspunktlinie  aus  dem  Mittelpunkt  eine  gleiche  lo- 
garithmische Spirale  ist,  so  bewegt  sich  bei  Drehung  einer  Sehne  um 
den  Mittelpunkt  der  Minimumpol  des  von  der  Sehne  begrenzten  Bogens 
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gegen  dessen  Krümmungssehwerpunkt  auf  einer  gleichen  logarithniischen 
Spirale. 

4)  Es  wird  /  =  0  dann  und  nur  dann  ,  wenn  s  =  0  ist.  Dies  kann  in 
zwei  Fälleti  eintreten: 

a)  Wenn  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Linie  eine  gemeinsame  Berüh- 
rende haben.  Hierin  liegt  der  Satz:  Krümmungsschwerpunkt  und 
Minimumpol  geschlossener  Linien  (die  keine  Ecken  haben)  fallen 
in  eiuen  Punkt  zusammen. 

b)  Wenn  der  Coordinatenanfang,  d.  i.  der  Minimumpol,  in  den  Durch- 
schnittspunkt der  Berührenden  des  Anfangs  •  und  Endpunktes  der  Basis 
fällt.  Da  aber  nach  %.  8,  5)  in  Bezug  auf  den  Minimumpol  als  Coordinaten- 
anfang die  Integrale  P  und  Q  verschwinden,  so  ist  dazu  nöthig,  dass  in 
Bezog  auf  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Berührenden  als  Coordiua- 
tenanfang  /J  —  0  und  Q  ~  0  werde ;  und  umgekehrt,  setzt  man  />—  Q  =  0, 
so  ist  sowohl  ,r  =  y  =  0 ,  als  auch ,  für  s  =  0 ,  |  —  ^  =.  o. 

Krümmungsschwerpunkt  und  M  i  n  i  m  u  m  p  o  1  einer  nicht 
gechlossenen  Linie  fallen  dann  und  nur  dann  zusammen,  und 
zwar  in  dem  DurchschnittspUnkte  der  Berührenden  des  An- 
fangs- und  Endpunktes,  wenn  in  Bezug  auf  denselben  als 
Coordinatenanfang  und  Pol  die  Integrale  P  und  Q  ver- 
schwinden. 

II.  Es  werde  der  Krümmungsschwerpunkt  als  bekannt  vorausgesetzt 
und  daher  al*  Coordinatenanfang  und  Pol  genommen.  Dann  erhält  man, 
indem  man  in  Gleichung  3)  |      r\  =  0  setzt, 

iT  sin  o  +  sin  x  sin  (r  —  c) 
t*  —  sm*  t 
x  cos  c  -+-  sin  x  cos  (x  —  a) 
»  =  —  7=7i*T  • 

liier  bedeutet  s  die  Verbindungslinie  der  Fusspunkte  der  von  dem 
Krümmungsschwerpunkt  auf  die  Berührenden  des  Anfangs-  und  Endpunktes 
gefällten  Lothe  und  o  deren  Neigung  gegen  die  auf  der  ersten  Berührenden 
senkrechten  Nulllinie. 

Sei  /  die  Entfernung  des  Minimumpols  vom  Krümmungsschwerpunkte; 
X  ihre  Neigung  gegen  die  Nulllinie,  so  folgt 


7) 


,  x  -f-  sin  x  cos  x  -f-  sin*x  .  tpn  a 

tan  k  —  —  — - — :  , 

st/r  x  -f-  (t  —  sm  x  cos  x)  tan  a 


wo  /  mit  dem  vorigen  /  identisch,  k  von  dem  vorigen  A  um  n  verschieden 
ist.  Es  lassen  sich  daher  leicht  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  s,  a  im 
einen  und  andern  Falle  aufstellen.  Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  die 
zweite  Gleichung  in  Beziehung  auf  tank  und  tan  a  symmetrisch  ist,  was 
man  leicht  geometrisch  deuten  kann,  wenn  man  sich  x  als  bestimmt  durch 
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• 

o  und  A  denkt.  Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  ebenfalls  die  vorhin 
unter  2),  3)  und  4)  erwähnten  Sätze  folgern. 

Reducirt  man  die  Gleichung  6)  auf  *  sin  a  und  s  cos  o  oder  kurzer, 
setzt  man  in  Gleichung  4)  £  =  rj  =  0,  so  erhält  man 

s  sin  a  =  x  (t  +  sin  x  cos  x)  +  y  sin*  x  , 
—  s  cosa  =  x  sin*  x  +  y  (x  —  sin  x  cos  t). 
Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  giebt: 

s*  =  xf  (x*  +  sin9  x  +  2 x  sin  x  cos  x)  +  y*  {x*  +  sin*  x  —  2x  sin  x  cos  x) 

+  4xysin*  t, 

welche  Gleichung  die  einer  Etlipsc  ist  von  den  Halbachsen 

s  s 

«  =  — .    ,     ,      b  = 


t  +  sin  X  '  T  51«  t ' 

deren  Achse  a  mit  der  Nulllinie  den  Winkel  —  einschliesst,  also  auf  der 

2 

Halbirnngslinic  von  t  senkrecht  steht. 

Durch  partielle  Differentiation  des  Werthes  von  /"  in  Gleichung  7) 
nach  a  ergiebt  sich  aber,  dass  bei  veränderlichem  a  die  Maximal-  und  Mi- 
niuialwerthe  von  /  siud 


und  ist  dann 


/  =r  — —    für    c  —  w  rc  +  — 

t  —  stn  x  2 


T 

tank  —  —  cot  — , 
2 


also 
ferner 


für  0  =  0/1  +  4)«+  |, 


t  +  ÄIM  T  2 

und  ist  dann 

x 

tan  k  =  tan  —  , 
2 

also 

Dies  kann  man  so  in  Worten  aussprechen : 

Der  Minimumpol  liegt  auf  einer  Ellipse ,  deren  Mittelpunkt  der  Krüm- 
mungsschwerpunkt ist ,  deren  Halbachse  a  =  T         T  au^  t*er  Halbirungs- 

g 

linie  von  t  senkrecht  steht,  deren  Halbachse  b—  : —  ihr  parallel  ist, 

x  —  stn  x 

deren  Achsenkreuz  daher  parallel  ist  dem  der  Ellipsen  für  constanten  Flä- 
cheninhalt. Diese  Achsen  sind  zugleich  Maximal-  und  Minimalwerth  der 
"Entfernung  des  Pols  vom  Krümmungsschwerpunkt  bei  unveränderlichem  o\ 
und  hat  o  den  Werth,  welchem  ein  Maximum  oder  Minimum  von  /  entspricht, 
so  liegt  der  Minimumpol  auf  einem  der  beiden  Endpunkte  der  beiden  Ach- 


■ 
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x 

sen,  nämlich  für  o  —  mn  +  —  auf  dem  einen  Endpunkt  der  Achse  6,  für 

ö  =  \-  (m  +  1)  ä  auf  dem  von  a. 

2 

Von  diesen  beiden  Fällen  tritt  der  zweite  ein,  wenn  die  Basis  zu  einer 

x  +  n 

sie  halbirenden  Achse  symmetrisch  liegt.  Dann  ist  nämlich  a  =  — - — 
zu  setzen  und  erhält  man 

t  .  t 

8  .  co*  —  *  .  — 

2  •  2 

x  —  — .  — —  ,      y  =   : —  , 

T  +  5»«  x  x  —smx 


r  «+■  sin  x ' 

T 

tan  X  =  /an  —  . 

2 

Ein  einfaches  Beispiel  hierzu  giebt  der  Kreisbogen.  Dessen  Krüm- 
mungsscliwerpunkt  fällt  offenbar  mit  dem  gewöhnlichen  Schwerpunkt  zu- 
sammen und  liegt  daher  auf  der  Halbirungslinie  des  Bogens  in  der  Entfernung 

T 

2  a  stn  — 
2 

 vom  Mittelpunkte,  wenn  a  den  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet. 

Hieraus  ergiebt  sjch  leicht  für  5  der  Werth 

x    x  —  sin  x 

s  =  2a  sin  —  •  - — —  , 
2  2 

und  wenn  man  diesen  einsetzt,  erhält  man  als  Entfernung  des  Minimumpols 
vom  Schwerpunkt 

.,  .  ,  x     x  —  sin  x 

l~2astnJ-:  — ■ 
J2  x(x  +  swx) 

Addirt  man  hierzu  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte, 

T 

2  a  sm  — 
2 

 ,  so  erhält  man  als  Entfernung  des  Minimumpols  vom  Mittelpunkte 

den  Ausdruck 

t 

4a  sin  — 

 _2 

x  +  sin.x 

2  a 

Für  den  Halbkreis  ist  x~n  zu  setzen  und  wird  /— — ;  es  liegt 

it 

also  der  Schwerpunkt  in  der  Mitte  zwischen  Mittelpunkt  und  Minimumpol. 
Der  zugehörige  Minimalinhalt  ist 

r      —Ax      ?(1  —  «wt)"1 

/l  min    a    I  —  , 

L  2  X  +  StH  T  J 

für  den  Halbkreis  daher 
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11. 

Beziehungen  zwischen  Krümmungssch werpunkt  und 
Minimumpol  mehrerer  Linien. 

Unter  dem  Krümmnngsschwerpunkt  mehrerer  Linien  wird  der  Schwer- 
punkt der  mit  den  ihnen  zukommenden  Gewichten  versehenen  Krtimmungs- 

schwerpunkte  der  einzelnen  Linien  verstanden.    Seien  ar,  x,  x"  , 

V,  y\  y  -  •  •  die  Coordinaten  der  letztern,  r,  t',  r". . .  ihre  Gewichte,  £  und  r\ 
die  Coordinaten  des  gemeinsamen  Schwerpunktes ,  so  hat  man  demnach 

I  (r  +  »'  +  x"  +  ...)  =  xx  +  xx  +  x"x"  +  .  . . , 
(r  +  x  +  t"  -|-  . .  .)  =  yx  -k  y'x  +  y"t"  +  . . .  , 

wofür  abgekürzt  geschrieben  werde 

££x=  £XX, 

ij£t  =  £yx, 
d.  i.  nach  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen 

%£x  =  2      —  «Zs  siw  <r , 
r\£x  =  2£Q  +      <?o*  a. 
Sei  S  die  geometrische  Summe  der  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Fuss- 
punktlinien verbindenden  Sehnen  ä,  T  ihr  Winkel  gegen  die  Nulllinie,  also 

S  .  sin  T  =  £s  sin  0 , 
S  .  cos  T  =  £s  cos  0 , 

- 

so  hat  man  statt  obiger  Gleichungen 

$Zx  =  22P—  Ssin  T, 

rj£x  —  2£Q  +  ScosT. 
Setzt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  2£P  und  2£Q  in  die 
Gleichung  5)  des  $.  9  ein ,  so  erhält  man  die  Coordinaten  des  Minimumpols 
ausgedrückt  durch  die  des  Krümmungssch werpunktes,  nämlich 

/  [Ex  -£sinxcos{x+2y)]  [ZEx+Ssin  T]  -  Ssin  xsin(x+2y) .  [ij£x-ScosT) 
Y~  £*x  —  R%  1 

M    _  £sin  x sin  (t+2y) .  [$Zx+SsinT]  —  [£t+£sin  x cos  (x+2y)]  [rj£x-ScosT] 
V"  £*x-R* 

Umgekehrt  werden  die  Coordinaten  des  Krümmungsschwerpunktes  aus- 
gedrückt durch  die  des  Minimumpols  in  den  Gleichungen 

2  (  l  £x  +  Ssin  T  =  x  [£x  +  £sin  x  cos  (t -f 2  y)]  +  y  £sin  x  sin  (r  +  2  y) , 
(  r\£x—  ScosT=zx£sinxsin(x-\-2y)  -\-y  [£x  —  £sinxcos(x-{-2y)]. 

I.  Es  werde  der  Minimumpol  resp.  der  Hauptpol  als  bekannt  voraus- 
gesetzt und  daher  als  Coordinatenanfang  genommen.  Dann  erhält  man  aus 
Gleichung  2)  für  x  =  y  =  0 

Z£x=-SsinT, 
t)£x  =  S  cos  T% 

woraus  für  die  Entfernung  /  des  Kritmmungsschwerpunktes  vom  Minimum 
pol  und  deren  Neigung  X  folgt 
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'-#, 

Inrt  k  =  —  cot  T; 

Es  liegt  also  der  Krümmungsschwerpunkt  in  einer  zur  geo- 
metrischen Summe  der  Seltnen  der  Fusspunktlinien  aus  dem 
Minimum  pol  senkrechten  Entfernung  von  diesem  gleich  der 
des  Schwerpunktes  des,  über  dieser  geometrischen  Summe 
als  Sehne  und  mit  der  Summe  der  Drehungswinkel  der  Be- 
rührenden als  Centriwinkel  beschriebenen,  Kreisbogens 
von  dessen  Mittelpunkt. 

Ebenso  lassen  sich  die  Übrigen  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  auf 
diesen  Fall  übertragen.    Hervorgehoben  werde  nur  noch  der  Fall 

S  ~-  0,  wo  dann  f=0  wird, 

d.h. 

Der  Krüinmungschwcrpunkt  und  Minimum  pol  belie- 
big vieler  gegebener  Curven  fallen  zusammen: 

1)  wenn  für  jede  derselben  ihr  Krümmungsschwerpunkt 
und  Minimumpol  zusammenfallen,  die  Curven  also  geschlossene 
oder  solche  sind,  für  welche  beide  Punkte  in  den  Durchschnittspunkt  der 
Berührenden  des  Anfangs-  und  Endpunktes  fallen; 

2)  wenn  die  geometrische  Summe  der,  Anfangs -und  End- 
punkte der  Fusspunktlinien  aus  dem  Minimumpol  verbin- 
denden, Sehnen  verschwindetv  d.  i.  wenn  diese  Sehnen  durch 
parallele  Verschiebung  an  einander  gerückt,  ein  geschlos- 
senes Vieleck  bilden. 

II.  Es  werde  der  Krümrnungsschwerpnnkt  als  Coordinatenanfang  und 
Pol  genommen  und  hiernach  die  Lage  des  Miniinumpols  bestimmt,  so  hat 
man  in  Gleichung  l)        rj  ~  0  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

sin  T  [2t  —  2sin  x  cos  (t  +  2  y)]  +  cos  TZ  sin  x  sin  (r  +  2  y) 

cos  T[2x  H-  2 sin  x  cos  (r  +  2  y)]  +  sin  T.  2 sin  x sin  (x  +  2y) . 
y—  2*x-Ii* 

wo  nun  S  die  georaotrische  Summe  der  dem  Krtimmungsschwerpunkt  ent- 
sprechenden Sehnen  und  T  ihre  Neigung  bezeichnet. 

Seien  wieder  /  und  k  Vector  und  Anamalie  des  Minimumpols  in  Bezug 
auf  den  Krümmungsschwerpunkt,  so  folgt 

^1+^+22:1  [cos  2  T2sinx  <»os(t  +  2y)  +  sin2  T2sin  x  sin  (r-f-2y)] 

~~  (2*x  —  i?y 

•  2x  +  2  sin  x  cos  (x  -f  2  y)  +  tan  T2  sin  x  sin  (x  +  2  y) 

tan  k  =  —  — —  >  \ — ! — '—.  ^ ; 

2sinx  sin  [x     2y)  -f-  tan  f[2x — 2sinx  cos{x  +  2y)J 

wo  ebenfalls  tank  von  tan  T  dieselbe  Function  ist,  als  tan  T  von  tank. 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  2)  £  =  y  =  0,  so  erhält  man 
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S  sin  T-=x  [£x  +  £sinx  cos(x  +  2y)J  +  y£sinx  $in(x  +  2y); 
—  S  cosT  =  x  £  sin  x  sin  (r  +  2  y)  4.  y  [£x  —  £  sin  x  cos  (x  +  2  y)] ; 
Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen ,  so  folgt  ' 

S*  =  x9  [£'  x  +  Ä»  +  2  Ex  £  sin  x  cos  (r  +  2  y)] 
+  y9  [£*x  +  Äl     2Xt  ^Äi/i  t  cos  (t  +  2y)| 
-f-  4  xy  £x  £  sin  x  sin  (t  +  2  y) ; 
Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse 

£!  +  »"-, 

deren  Halbachse  d  gegen  die  Nulllinic  geneigt  ist  um  einen  Winkel  o>,  der 
gegeben  ist  durch 

cos 2  ö)  =  —  Z  ***n  r  r<w  (t  +  2  y), 

wh  2  w  =  j-  £  sin  x  sin  (x  +  2  y) , 

und  wo  die  Halbachsen  die  Werthe  habeu 

S 


6  = 


£x  4- 

S 


Ex—H1 

Durch  partielle  Differentiation  des  Wertlies  von  /*  nach  T  erhält  man 
aber,  dass  /  seinen  Maximal-  und  Minimalwerth  bei  unveränderlichem  T 
hat  für 

£sinxcos(i  -f  2y) 

nämlich  : 

„  Cos2T=-~  £  sin  v  cos  (r  -f  2y)  =  cos  2o), 

sin2T—^£ sin x  sin  (r  +  2  y)  =  sin  2  w, 

und  folgt  hieraus 

lau  7-=  tan  m  =  - ~_^I£? Ji±iÖ 

Z  sin  r  51«  (t  4*  2  y) 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  den  von  tank  einsetzt, 

tan  A  -  -  — -  cot  o>. 
Es  ist  also  in  diesem  Falle  l#b. 

\ 

„  cos2T~  —  £  sin  x  cos  (x  +  2  y), 

sin  2T=  —  £  sin  x  sin  (r  4-  2  y) , 

woraus  folgt 

.  R  +  E  sin  x  cos  (x  4"  2  y) 

£  «/»  r  «m  (t  +  2  y) 

und 
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tan  X  =  tan  .  o» ; 
Es  ist  also  in  diesem  Falle  /  a. 

Es  liegt  also  der  Minimumpol  auf  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der 
Krüinmnugsschwerpunkt  ist  und  deren  Achsenkreuz  parallel  ist  dem  der 
Ellipsen  oder  Hyperbeln  für  Constanten  Flächeninhalt.  Ihre  Halbaxen  sind 
der  Maximal-  und  der  Minimalwerth  der  Entfernung  des  Minimumpols  vom 
Krümmungsschwerpunkt  bei  veränderlichem  T  und  der  eine  Endpunkt  der 
grösseren  oder  kleineren  ist  Minimumpol,  wenn  T  einen  Werth  hat,  dem  ein 
Maximum  oder  Minimum  von  /  entspricht. 

Besteht  die  Basis  aus  verschiedenen  Linien,  die  berührend  in  einander 
übergehen,  so  ist  sie  auch  hinsichtlich  ihres  Krümmungsschwerpunktes  als 
eine  einzige  Linie  zu  behandeln  (vergl.S.9  am  Schlüsse).  Dasselbe  kann  man 
auch  mit  einer  Basis  thun,  die  aus  Curvenstücken  besteht,  welche  unter 
beliebigen  Winkeln  an  einander  stossen,  indem  man  nämlich  die  Berüh- 
rende ihre  Richtung  an  der  Ecke  nicht  sprungweise,  sondern  stetig  ändern 
Iässt  und  der  Ecke  eine  Belastung  giebt  gleich  dem  Winkel,  unrden  sich 
die  Berührende  drehen  muss,  um  von  einer  Curve  auf  die  andere  Uberzu- 
gehen.  Denn  sieht  man  die  Ecke  als  einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen 
an,  so  kommt  ihr  eine  Belastung  gleich  dem  Ccntriwinkcl  dieses  Kreisbo- 
gens zu,  welcher  gleich  ist  dem  Drehungswinkel  der  Berührenden  an  der 
Ecke.  Bei  dieser  Betrachtungsweise  gelten  die  Resultate  des  vorigen  Pa- 
ragraphen auch  für  eine  Basis,  welche  Ecken  hat. 

Die  Formeln  dieses  Paragraphen  gelten  nicht  für  den  Fall  Zx  ~  R. 
Will  man  denselben  in  Betrachtung  ziehen,  so  muss  man  von  dem  am  Ende 
von  $.  fl  für  diesen  Fall  gegebenen  Formeln  ausgehen. 

12. 

Bestimmung  des  Krümmungsschwerpunktes  einiger  Curven. 

1)  Die  Ellipse.  Ihr  Mittelpunkt  sei  Coordinatenanfang  und  Pol; 
ihre  Halbachsen  seien  «,  welche  zugleich  Nulllinie  sei,  und6<«,  und 

l/a*  6* 

werde  mit  *  die  numerische  Excentricität  —  -        bezeichnet,  so  ist  die 

a 

Gleichung  der  Fusspunktlinie   

r,  =  a]/\  — £a  sin*tpt. 
Daher  hat  man  nach  Gleichung  1)  des  §.  10  für  die  Coordinaten  des  Krüra- 
mungsschwerpunktes  die  Gleichungen 

8 

I  (ß  —  y)  =  Jl ' 1 —  *'  ««'qPi  ros<pt  d<pt  —  riSsin  6  +  r,y  siny, 

y  *  

rj  (d  —  y)  ==  2  a  j ]/\  —  i*  sin*  <pt  sin  <p,  d  <pt  -f-  ri8  cos  d  —  r,y  cos  y ; 

y 

Führt  man  die  Integration  aus  uud  setzt  zur  Abkürzung 
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so  erhält  man 

|  («5  —  y)  =  —  [«rr  .vt/<  (s  sin  6)  —  arc  sin  (e  sin  y)], 

'        "       *      Hcosd  +  yi+k>cos*ö/ 
Für  die  halbe  durch  die  kleine  Achse  begrenzte  Ellipse  erhält  man  hieraus 

77  —  O 
2  a 

|  —  arc  sin  s , 

n  f 

d.  h.  der  Krümmungsschwerpunkt  liegt  auf  der  grossen  Achse  in  einer  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkte  gleich  dem  Durchmesser  eines  Kreises,  dessen 

Umfang  gleich  dem  Bogen  —  arc  sine  ist,  der  sich  sehr  einfach  construiren 

lässt..  Der  Minimum  pol  liegt  in  diesem  Falle  nach  $.  10,  2)  in  einer  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkt 


2  a 

 arc  sin 

n  f 


lb      2  a  iure  sin  t       r  -\ 

tm-\ — = —  j  +yi  —  t*\ 

71  TZ   '        £  ' 


2)  Die  Coordinaten  des  Krümmungsschwerpunktes  der  Hyperbel 
erhält  man  aus  denen  der  Ellipse,  wenn  man  statt  des  dortigen  X  setzt, 

1=  ,  =,  wo  e  =  -  » 

— 1  « 

nämlich 


b  ,  (Xcosü  +  yk*  cos*6  —  \\ 

n      7)=  r  '0  l  ,      -  -5  ,)• 

A       U  ros  y  +  J/A*  cor  y  —  1/ 


Für  den  ganzen  Hyperbelast  ist,  wenn  ß  den  Winkel  der  Asymptote  gegen 
die  Nebenachse  bezeichnet,  zu  setzen 

wo 

a  1 


//V  +  6«  « 
Man  erhält  daher 

«  7i  sin  ß 

Es  ist  also  der  mit  der  Entfernung  des  KJrümmungsschwerpunktes  vom  Mit- 
telpunkt und  dem  Centriwinkel  ß  beschriebene  Kreisbogen  gleich  dem  mit 
der  Projection  der  Haupthalbachse  auf  die  Asymptote  beschriebenen  Vier- 
telkreis. Mit  wachsendem  Asymptotenwinkel  (abnehmendem  ß)  nähert  sich 
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£  immor  mehr  der  Grenze  y ,  also  dem  Umfange  des  mit  a  beschriebenen 

Viertelkreises*);  mit  abnehmendem  Asymptotenwinkel  nähert  sich  der 
KrUmraungsschwcrpunkt  immer  mehr  dem  Scheitel  der  Hyperbel,  indem 

für  ß  =  ^,  |=«  wird.    Für  ß  =  ^  ,  wo  das  Verhältniss  der  Hauptachse 

zur  Xebenachse  =  1  :  /  :i  ist ,  wird 

71  1 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  ß=  — ,  sin  ß  t  -  —z  zu  setzen, 
nnd  ist  daher 

d.  h. 

der  Krtimmungsschwerpunkt  eines  Astes  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  fällt  mit  dessen  Brennpunkt  zu- 
s  a  tu  m  e  n. 

Die  Lage  des  Minimumpols  und  die  Grösse  des  zugehörigen  Inhalts 
bestimmen  sich  für  dio  gleichseitige  Hyperbel  sehr  einfach.  Man  nehme 
den  Mittelpunkt  als  Coordinatcnanfang,  die  Asymptote  als  Xulllinie,  so  hat 
man  zu  setzen 

7t 

r  =  -,  «  =  0,  |  =  a,  r?  =  a 
und  erhält  aus  Gleichung  3)  des  $.  10 

71 

7  +  1 

der  Minimumpol  liegt  also  auf  der  Achse  in  einer  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt 


Für  den  zugehörigen  Minimalinhalt  erhält  man  nach  Gleichung  G)  des  §.  8i 
indem  man  statt  1*  und  Q  die  Coordinatcn  des  Krümmnngsschwerpunktes 
einführt  und  2ft--a9  als  Inhalt  der  Lemniscate  einsetzt, 


/ 1         —  ~ 


3)  Der  Kreis  wurde  schon  in  S.  10  betrachtet. 


1 


*)  Diese»  scheinbar  paradoxe  Resultat  erklärt  sich  einfach  dadurch,  das»  f fir  ß  =  0 
die  Hyperbel  nicht  zur  Geraden  degonerirt,  sondern  ihre  zum  Punkte  von  der  Abscisso 

x  gehörige  Berührende  die  Axe  immer  in  einer  Entfernung  —  vom  Mittelpunkt 

x 

schneidet. 


Digitized  by  Google 


Von  Dr.  Franz  Wetzw.  95 

/ 

'4)  Für  die  Parabel,  deren  Brennpunkt  Pol  und  Coordinatenanfang 
und  deren  Achse  Nulllinie  ist,  ist  die  Gleichung  der  Fusspunktlinie 

a 

1  COStyy 

wo  a  die  Entfernung  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  bedeutet.  Demnach 
erhalt  man 

l  (ö  —  y)  =  2a  {S  —  y)  —  a  (tanö  —  tany), 
r}(6 —  y)  —  2a(lg  cosy  —  lg  cos6). 
Rechnet  man  den  Bogen  vom  Scheitel  aus,  setzt  also  y  =  0,  so  folgt 

/      tan  ö\ 

2  a  Ig  cos  6 

„  =  —• 

Die  ganze  Parabel  hat  nicht,  wie  der  Hyperbelast,  einen  im  Endlichen  ge- 
legenen Krümmungsscbwcrpunkt. 

5)  Der  Krümmungsschwerpunkt  der  logarithmischen  Spirale' 
wird  am  einfachsten  direct  bestimmt.    Sei  ihre  Gleichung 

r  =  a  .  eV  eot*, 

wo  er  den  constanten  Winkel  des  Vectors  mit  der  Berührenden  bezeichnet, 
so  ist  in  den  Gleichungen 


a 


8 


einzusetzen 


n(i-r)=J'yj 


x  ==  r  cos  <p,  y  =  r  sin  q> 


r 

^     sin  o 
sin  a 


wodurch  man  erhält 


o 

—  y)  —  a jeV-™'«  cos tp  dtp, 


y 

9 


rj  (i— y)  =aj eV  eot«  sin  q>  d(p-, 


V 

Führt  man  die  Integration  aus  und  bezeichnet  mit  a— y  —  d  den  Centri- 
winkel  des  Bogens  der  logarithmischen  Spirale,  mit  s  die  Anfangs-  und 
Endpunkt  verbindende  Sehne,  mit  t  ihren  Winkel  gegen  die  Nulllinie,  so 
erhält  man 
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|  .  a  ==  *  .  «>i  c  co*  (/  —  a) 

q  .  a  =  s  .  mw  a  *iw  (/ — a) ; 
Sei  £  und  y  Vector  und  Anomalie  des  Krümmungsschwerpunktes,  so  folgt 
hieraus 

_  8  .  sin  a 
tany  ~tan  (/  —  a). 

Trügt  man  also  vom  Mittelpunkt  aus  an  den  Vector  des  Anfangspunktes 
des  Anfangspunktes  den  Winkel  der  zugehörigen  Berührenden  mit  der 
Sehne  und  auf  dessen  Schenkel  eine  Entfernung  auf  gleich  der  Sehne  divi- 
dirt  durch  Centriwinkel  und  multiplicirt  mit  dem  constanten  Werth  si/ia, 
so  erhält  man  den  Krümmungsschwerpunkt.  Bemerkenswerth  ist  die  Ana- 
logie mit  dem  Schwerpunkt  des  Kreisbogens,  indem  für  diesen  der  Winkel 
der  Berührenden  gegen  die  Sehne  gleich  dem  halben  Centriwinkel  und, 
wegen  sina  =  1,  £  der  (Quotient  aus  Winkel  in  Sehne  ist.  „ 


VI. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Gase. 

Von  Dr.  E.  Jochmann  in  Berlin. 

(  8  C  h  1  U  8  8.  ) 


IV.  Die  Gase,  welche  nur  wenig  vom  Mariotte'schen  Oesetz  abweichen. 
Vergleiohung  der  Soala  des  Lnftthermometers  mit  der  absoluten  Tem- 

peraturscala. 

Für  die  ideal  permanenten  Gase  gilt  die  Gleichung 

35)  p  .  v  =  k  .1 

in  welcher  k  eine  Constante  bezeichnet.  Dieselbe  Gleichung  wird  genügen, 
die  Gesetze  der  wirklichen  Gase  darzustellen,  sofern  wir  uns  unter  k  nicht 
mehr  eine  Constante ,  sondern  eine  aus  den  empirischen  Daten  zu  bestim- 
mende Function  der  unabhängig  Variablen  v ,  /  denken ,  welche  sich  aber 

dk  dk 

mit  v  und  /  sehr  langsam  ändert,  deren  Differentialquotienten         —  also 

sehr  kleine  Grössen  sind,  so  dass  ihre  Producte  und  Potenzen  höherer  Ord- 
nungen gegen  k  selbst  vernachlässigt  werden  können.  Durch  successive 
Differentiation  der  Gleichung  35)  in  Beziehung  auf  v  und  /  ergiebt  sich 
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p  + 

du  dk 

U  i 
VI 

0  t 

idp 

t  dk  p 

\dr 

v  dv  V 

Up 

[dt 

t  dk  p 

Fl  7 

mithin 

36) 


und  aus  32)  rcspectivc  aus  2H)  die  Wirkungsfunction 

r  ' 

«'o  'o 

*Q\  *W         t%dk     A     Ii,  l%dk 

Geben  wir,  um  die  Bedeutung  dieser  Formeln  mit  einigen  Worten  zu 
erläutern,  auf  die  Bedeutung  der  Grössen  M  und  N  zurück.  Wenn  die  Tem- 
peratur der  Masseneinheit  des  Gases  bei  dem  constantem  Volum  v0  um  dt 
wichst,  so  muss  dem  Gase  die  Wärmemenge  N^dt  zugeführt  werden.  iV0 
ist  also  die  speeifische  Wärme  der  Masscneinlieit  des  Gases  bei  constantem 
Volum  r0.  Man  kann  sich  diese  Wärmemenge  in  zwei  Thcile  zerlegt  den- 
ken, deren  einer  den  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  der  Molekularbeweg- 
ung ausdrückt,  während  der  andere  zu  den  mit  der  Temperaturerhöhung 
verbundenen  Aenderungen  des  Molekularzustandes  oder  zur  inneren  Arbeit 
verwendet  wird.  Da  man  jedoch  beide  Theile  in  der  Beobachtung  niemals 
trennen  kann,  so  ist  die  Trennung  auch  in  der  Rechnung  zwecklos.  Anders 
rerhält  es  sich  mit  der  Grösse  M.  Die  Wärmemenge,  welche  der  Massen- 
einheit des  Gases  bei  constanter  Temperatur  zugeführt  werden  muss ,  um 
das  Volum  v  um  dv  zu  vergrössern,  ist  Mdv>  ihr  Aequivalent  AMdv.  Das- 
selbe zerfällt  aber  in  zwei  Theile.  Der  eine  Theil  p  .  dv  drückt  die  bei  der 

d 

Volumzunahme  geleistete  äussere  Arbeit  aus,  der  andere  aber -^-.e/y  ist 

die  gleichzeitige  Zunahme  der  Wirkungsfunction ,  d.  h.  eine  Arbeitsmenge, 
welche  in  Form  von  äusserer  Arbeit  oder  Wärrae  wiedergewonnen  werden 
kann,  indem  man  das  Gas  auf  sein  ursprüngliches  Volum  zurückbringt,  wo- 
bei etwas  mehr  Wärme  entwickelt  wird,  als  der  geleisteten  Arbeit  ent- 
spricht; wir  werden  auf  diese  Abweichung  von  der  Mayer'schen  Annahme 
weiter  unten  zurückkommen.  Man  pflegt  nun  diese  Arbeitsmenge  in  der 
Regel  mit  der  zur  Ausdehnung  eines  Gases  erforderlichen  inneren  Ar- 
beit zu  verwechseln,  und  auch  das  May  er' sehe  Princip  in  der  Form  aus- 
zusprechen, dass  die  innere  Arbeit  bei  der  Ausdehnung  eines  Gases  Null 
sei.  Ich  glaube  aber  und  werde  diese  Ansicht  im  fünften  Artikel  genauer 
motiviren,  dass  eine  solche  Auffassungsweise  im  Allgemeinen  ungerecht- 

ZiiNrhrift  f.  Muilu-malik  u.  Physik.  V.  7 
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fertigt  ist,  insofern  dieselbe  nicht  als  eine  nothwendige  Folge  der  Principien 
der  mechanischen  Wärmetheoric  erscheint,  sondern  nur  unter  gewissen  spe- 
ciellen  Annahmen  über  die  Molekularconstitution  der  Gase  zulässig  und 
erforderlich  ist,  für  deren  Richtigkeit  man  umgekehrt  darin  einen  Beweis 
finden  wollte,  dass  die  zur  Ausdehnung  der  Gase  erforderliche  innere  Ar- 
beit Null  oder  sehr  klein  sei.*) 

Wollen  wir,  wie  oben  bei  den  idealen  Gasen,  die  beiden  speeifischen 
Wärmen  bei  constantem  Volum  und  bei  constantem  Druck  in  die  Rechnung 
einführen,  so  ist  zuvörderst  für  die  Masseneinheit  des  Gases  N=c  und  aus 

f)  n  Tin 

23)  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Werthe  36)  für  ~  und  ~  und  38)  für  .V 

t  dk  p 

v  d  v  v 

und  nach  einigen  kleinen  Reductionen,  mit  Vernachlässigung  der  Quadrate 

,  ,     i  dk      ,  dk       ,  , 

und  Producte  von  —  und  -7—,  erhält  man 

d  v  tt 

39)  A(cl-e)  =  k  +  2t~i+v.d^ 

40)  p  .  v  —  A  (f,  ^  c)  .  t  —  2  /*  —  —  v  t  —  . 

et  r  v 


Hätte  man  die  Formeln  nicht  auf  die  Masseneinheit,  sondern  auf  die  Mi 
m  bezogen,  so  erhielte  das  erste  Glied  rechts  noch  den  Factor  m.  Aus  der 
Gleichung  40),  welche  das  Analogon  der  Gleichung  2)  für  die  idealen  Gase 
bildet,  ist  ersichtlich,  dass  die  Differenz  der  auf  gleiche  Volumina  bezoge- 
nen speeifischen  Wärmen  nicht  mehr  genau  constant  für  alle  Gase  sein 
wird,  sondern  dass  eine  von  der  Abweichung  vom  Ma  riotte  -  Gay -Lus- 
8 ac' sehen  Gesetz  abhängige  Correction  erforderlich  ist. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Betrachtung  der  experimentellen  Data,  welche 
zur  Bestimmung  der  wirklichen  Relation  zwischen  p,  v  und  t  dienen  können. 
Die  Herren  J.  Prescott  Joule  und  William  Thomson  haben  bei  Gele- 
genheit ihrer  fortgesetzten  Versuche  über  die  Abkühlung,  welche  Gase  bei 
ihrer  Ausdehnung  erleiden,  indem  sie  durch  enge  Ausströmungsöffnungen 
oder  poröse  Körper  gepresst  werden,**)  aus  den  vorliegenden  empirischen 
Daten  eiue  empirische  Formel  abgeleitet,  welche  die  Relation  zwischen  />, 
v  und  t  für  atmosphärische  Luft  darstellen  soll.  In  dieser  Formel  soll  /  die 
(obeu  Art.  2  definirte)  absolute  Temperatür  bezeichnen  und  dieselbe  wird 


*  Verjrl.  C.  F.  Eisenlohr,  in  der  Heidelberger  krit.  Zeitschr.  f.  Chemie,  Nivsik 
und  Mathematik  I  p.  50,  n.  Popg.  Ann.  CIV.  p.0r>3,  und  Clansins:  I'ogg.  Ann.  CV. 
p.  25."). 

**)  Joule  und  T  h  o  111  s  o  n  :  On  the  thermal  c/fect.s  of flnUh  in  motion.  PMosopftical 
Transftrtions  oft/n-  Royal  Society  of  London  for  1854  p.  321  tcf/r/ 
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 ^  ^  '  _  ^^S^^^^VWVWW 

dann  zur  Vergleichung  der  absoluten  Temperaturscala  mit  der  Scala  des 
Luftthermometers  benutzt.  Die  hypothetische  Form,  welche  Joule  und 
Thomson  der  zu  bestimmenden  Relation  geben,  ist  folgende: 

wo  V  das  Volum  der  Masseneinheit  Luft  unter  dem  Druok  einer  700  Milli- 
meter hohen  Quecksilbersaule,  A,  2?,  C,  Z>,  G  aber  fünf  zu  bestimmende  Zah- 
lencoefficienten  sind.  Aus  den  Versuchen  von  Regnault  über  die  Com- 
pre8sibilität  der  Luft,  Über  den  thermischen  Ausdehnungscoefficienten  der- 
selben bei  verschiedenen  Drucken  und  aus  den  eigenen  Versuchen  der 
Herren  Joule  und  Thomson  bestimmen  sich  die  Constanten  so,  dass  man 
erhält 

41)         p  .  v  =  K  \t- (o,CH).2811  -  lJ™  +  ^)  I[ 

Abgesehen  davon ,  dass  schon  die  Form  dieser  Formel  nicht  geeignet 
ist,  z.  B.  für  irgend  einen  constanten  Werth  von  /,  wo  also  der  Ausdruck 

V 

für  p  .v  die  Form  A-\>B.—  annimmt,  die  Beobachtungsresultate  von  Reg- 
nault über  die  Abweichungen  vom  Mari otte' sehen  Gesetz  auch  nur  mit 
einigermassen  befriedigender  Annäherung  darzustellen,  behaupte  ich  je- 
doch, dass  die  Formel  von  Joule  und  Thomson  illusorisch  ist,  und  zwar 
aus  folgenden  Gründen : 

Erstens  glauben  dieselben  in  den  Gleichungen,  welche  zur  Bestim- 
mung der  Constanten  Ay  B  dienen,  mit  absoluten  Temperaturen  zu 

rechnen.  Bei  Aufstellung  dieser  Gleichungen  ist  aber  die  von  Herrn 
Tb om 8on  selbst  gegebene  Definition  der  absoluten  Temperatur  in  keiner 
Weise  benutzt  und  kommt  bei  der  ganzen  Rechnung  gar  nicht  in  Betracht. 
Daraus  folgt  schon,  dass  die  aus  den  Gleichungen  gezogenen  Resultate 
nothwendig  illusorisch  sein  müssen,  sofern  man  unter  /  die  absolute  Tem- 
peratur  versteht.  Insbesondere  gilt  dies  von  der  daraus  abgeleiteten  Ver- 
gleichnng der  absoluten  Temperaturscala  mit  der  des  Luftthermometers. 
In  der  Rechnung,  welche  gerade  dazu  dienen  soll,  die  Abweichungen  beiiler 
Scalen  zu  ermitteln,  werden  die  absoluten  Temperaturen,  welche  den  Tem- 
peraturen 4,75°  C.  und  17°  C.  entsprechen,  gleich  /„  -+-  4,75  und  /0  +  17  ge- 
setzt. Die  Bestimmung  der  absoluten  Temperatur  des  Gefrierpunkt« 
t0  =  263,72  beruht,  wie  aus  der  Rechnung  hervorgeht,  lediglich  auf  der  hy- 
pothetischen Form,  welche  Joule  und  Thomson  der  gesuchten  Function 
P  •  v  gegeben  haben.  Der  obige  Werth  ist  der  reeiproke  Werth  des  Coeffi- 
cienten  0,00305343,  welcher  die  Zunahme  des  Drucks  mit  der  Temperatur 
für  1°  C  bei  constanter  und  sehr  geringer  Dichtigkeit  ausdrücken  soll. 
Dieser  Coefficient,  welcher  bei  760  Millimeter  Druck  =0,003665  ist,  nimmt 
bekanntlich  nach  Regnaults  Versuchen  mit  der  Dichtigkeit  ab.  Den 
reeiproken  Werth  der  Grenze,  welcher  sich  derselbe  bei  sehr  geringen  Dich- 
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tigkeiten  annähert,  kann  man  allerdings  als  einen  Annäherungswerth  der 
absoluten  Temperatur  des  Gefrierpunktes  betrachten.  Bei  abnehmender 
Dichtigkeit  nähert  sich  nämlich  das  Verhalten  der  atmosphärischen  Luft, 
wie  die  Erfahrung  lehrt,  mehr  und  mehr  dem  M ar iotte 'seh cn  Gesetz, 
also  dem  Zustand  eines  idealen  Gases  an.  Der* von  Joule  und  Thomson 
angenommene  Werth  ist  aber  jedenfalls  ungenau,  denn 

Zweitens  benutzen  dieselben  bei  Bestimmung  des  Coefficienten  die 
ans  den  Beobachtungen  von  Regnault  abgeleitete  Formel 

0,0000441  (  V  \ 

aus  welcher  sich  für  v  —  oc  der  oben  angegebene  Orenzwcrth  von  a  er- 
giebt.  Diese  Formel  schliesst  sich  aber  den  Versuchen  nur  für  Drucke, 
welche  grösser  als  eine  AtmoHphüre  sind ,  mit  leidlicher  Genauigkeit  an, 
weicht  dagegen  von  denselben  bei  geringeren  Drucken  so  bedeutend  ab, 

V 

dass  z.  B.  schon  für  —=0,1444  der  von  Regnault  beobachtete  Werth 

v  6 

«  =  0,0030382  also  kleiner  als  der  von  Joule  und  Thomson  angenom- 
mene Grenzwerth  ist.  Wir  werden  unten  auf  eine  wahrscheinlichere 
Bestimmung  des  Grenz werthes  zurückkommen  *) 

Wenn  ich  es  daher  unternommen  habe,  das  Problem  in  einer  andern 
Weise  anzugreifen,  so  lege  ich  keineswegs  grossen  Werth  auf  die  Genauig- 
keit der  gewonnenen  numerischen  Resultate,  denn  je  mehr  man  die  Ergeb- 
nisse der  verschiedenen  vorliegenden  Beobachtungen  mit  einander  ver- 
gleicht, desto  mehr  wird  man  inne,  dass  zwischen  denselben  durchaus  nicht 
die  wUnschcnswcrthe  Uebereinstimmung  herrscht.  Man  rauss  zu  empiri- 
schen Formeln  seine  Zuflucht  nehmen,  welche  sich  an  die  directen  Be- 
obachtungen nur  sehr  unvollkommen  anschmiegen.  Es  nat  dies  seinen 
Grund  ohne  Zweifel  in  der  delicaten  Natur  der  Beobachtungen  selbst,  in 
der  Kleinheit  der  zu  beobachtenden  Abweichungen,  in  der  unvermeidlichen 
Coraplication  der  Versuche  und  den  dadurch  auch  bei  der  umsichtigsten 
Anordnung  der  Apparate  herbeigeführten  Fehlerquellen.  Doch  ist  die  Auf- 
stellung von  Interpolationsformeln  keineswegs  unnütz,  da  sie  gerade  dazu 
dienen  können,  auf  die  Fehlerquellen  aufmerksam  zu  machen.  Hauptsäch- 
lich ist  es  aber  raein  Zweck,  den  Weg  anzudeuten,  auf  welchem  man  mit 
Hülfe  der  empirischen  Data  zur  Kenntniss  der  allgemeinen  Relation  zwi- 
schen Druck,  Volum  und  absoluter  Temperatur  gelangen  kann. 

Setzen  wir  zuerst,  als  den  einfacheren  Fall,  die  eine  Veränderlichkeit 
t  constant  voraus,  so  handelt  es  sich  darum ,  das  Gesetz  der  Abhängigkeit 


*)  Jedenfalls  in  Folge  eines  Schreibfehlers  ist  in  den  Rechnungen  der  Herren  .1. 
und  Th.  der  Werth  de»  Coefficienten  0,0008163,  welcher  die  Abweichung  der  Luft 
vom  Mariotte'schcn  Gesetz  ausdrücken  soll,  in  den  Gleichungen  19),  31)  und  37)  zehn- 
mal zu  gros»  angegeben.  Bei  der  numerischen  Rechnung  ist  aber,  wie  auch  weiter 
oben  (p.  340),  der  richtige  Werth  benutzt. 
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von  p  and  &  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zweck  sind  von  Regnault*)  um- 
fangreiche Beobachtungsreihen  mit  verschiedenen  Gasen  angestellt  worden, 
von  welchen  wir  zunächst  diejenigen  in  Betracht  ziehen  wollen,  welche  sich 
auf  atmosphärische  Luft  bezichen.  Die  Versuche  reichen  bis  auf  etwa  30 
Atmosphären.  Die  Comprcssion  geschah  in  den  meisten  Versuchsreihen 
im  Verhältniss  von  1  :  2.  Sind  p0,  v0  Druck  und  Volum  vor,  und  /»„  v,  nach 

der  Compression.  so  müsste  der  Quotient        nach  dem  Mariotte'schen  Ge- 

setz  genau  gleich  1  sein.  Derselbe  ist  aber  immer  kleiner  als  1,  wenn 
P\  >  Po  wt.  Bezeichnen  wir  mit  n  den  Druck  einer  Quecksilbersäule  von 
1000  Millimeter  Höhe,  mit  <Z>  das  Volum  der  Masseneinheit  (eines  Milligram- 
me«) atmosphärischer  Luft  bei  diesem  Druck ,  mit  p  und  v  zwei  beliebige 
zusammengehörige  Werthe  von  Druck  und  Volum,  so  wird  auch  der  Quo- 
pv 

tiont  oder  <  1  sein,  je  nachdem  />>  oder  <  n  ist.    Die  durch  expe- 

rimentelle Rücksichten  gebotene  Form  der  Beobachtungen  ist  nicht  für  die 
directe  Entwickelang  einer  Interpolationsformel  geeignet,  da  die  einzelnen 
Beobachtungsreihen  nicht  auf  den  constanten  Normaldruck  ir  bezogene 
Werthe  des  Quotienten  geben ,  sondern  immer  zwei  verschiedene  Drucke, 
welche  nahe  im  Verhältniss  2  : 1  stehen ,  im  übrigen  aber  willkührlieh  ge- 
wählt sind ,  mit  einander  verglichen  werden.  Regnault  hat  daher  zuerst 
durch  ein  graphisches  Interpolationsverfahren  die  Mittelwerthe  des  Quo- 
tienten — -  bestimmt,  welche  den  genauen  Druckverhältnissen  1:2:4:8:10 
Po*>o 

Meter  entsprechen  und  aus  diesen  Zahlen  durch  Multiplication  die  Werthe 

pv  % .  ,      __  ,  , 

von  — —  für  4  verschiedene  Werthe  von  p  bestimmt,  nämlich 
«<X> 


42) 


beobachtet 

berechnet 

für 

p  pv 

-  =  2,       =  0,098782 

0,998914 

für 

-  =  4,       =  0,900400 

0,996858 

für 

-  =  8,  ^--  =  0,093212 

0,993212 

für 

-=16,^  =  0,987780 

0,987780 

(reducirt  auf  die  mittlere  Temperatur  von  4,75°  C). 

Da  für  p  =  n  der  Quotient       genau  =  1  werden  muss,  so  kann  man 
Werthe  durch  eine  Formel  von  der  Form 


*)  Relation  des  expiriences  enlreprises  pottr  delerminer  lex  principales  lois  et  domies 
nianniques,  qui  entrent  dans  le  calcul  de»  macMnes  d  vapetir.  Mem.  de  Cacad.  de*  sciences 
de  Paris  1847.  T.  XXI  \  6*"  mim.  :  Sur  la  compressibilite  des  fluides  elastiques  I.  Lp.  329. 
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darstellen.  Aus  den  beiden  letzten  Werthen  42)  bestimmt  ltegnault  den 
Werth  der  Constanten  A  und  Z?,  nämlich 

=  0,00110538 ,      log  A  =  0,0435120  —  3 
'  l  B  -  -  0,000010381 ,    log  B  —  0,2873751  —  5. 

Nach  dieser  Formel  sind  oben  die  nebenstehenden  Wcrthe  berechnet.  Es 
ist  nicht  zu  verkennen,  dnss  die  Abweichungen  ziemlich  beträchtlich  sind 
und  dies  stellt  sich  noch  mehr  heraus,  wenn  man  die  Mittel  aus  den  wirk- 
lichen Beobachtungsreiheu  mit  den  aus  der  Formel  45)  berechneten  Werthen 
vergleicht.  Man  erhält  jedoch  eine  wenig  bessere  Uebereinstimmung,  wenn 
man  die  Constanten  A  und  B  aus  den  4  Werthen  42)  oder  aus  den  Mitteln 
der  Beobachtungsreihen  selbst  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrat- 
summen  bestimmt.  Zwingt  man  ferner,  indem  man  bis  zur  vierten  Potenz  von 

^—  —  1^  geht,  die  gesuchte  Function,  durch  Bestimmung  von  4  Constanten, 

den  vier  Mittelwerthen  42)  zu  geniigen,  so  erhält  die  Curve,  welche  die 
Function  darstellt,  innerhalb  des  Beobachtungsintervalls  zwei  Intiexions- 
punkto,  was  wenig  wahrscheinlich  ist.  Ich  behalte  daher  die  von  Kegnault 
gegebene  und  auch  schon  von  Anderen  benutzte  Formel  bei.  In  dieser 
Form  ist  dieselbe  geeignet,  um  v  aus  p  zu  berechnen.  Wollte  man  umge- 
kehrt p  aus  v  finden,  so  würde  die  analoge  Form  zweckmässiger  sein 

Aus  den  beiden  letzten  Werthen  42)  ergiebt  sich  dann : 

für  ~=  8,05407,  0,90321* 

V  71  (P 

für  -  =  10,19794,  — r  =  0,987780 

und  daraus 

^  =  0,0010992,  B  =  0,00001942. 
Auch  über  die  Abhängigkeit  des  Drucks  und  Volums  von  der  Tempe- 
ratur verdanken  wir  die  zahlreichsten  Beobachtungen  Herrn  Regnault.*) 
Derselbe  hat  die  Ausdehnungscoefficienten  einer  grossen  Anzahl  von  Gasen 
nach  verschiedenen  Methoden  bestimmt.  Man  kann  nämlich,  wie  schon 
Rudberg**)  gethan,  zwei  wesentlich  verschiedene  Methoden  anwenden. 
Entweder  bestimmt  man  bei  constantem  Druck  die  durch  eino  gegebene 
Temperaturerhöhung  bewirkte  Volumzunahme,  oder  bei  constantem  Volum 
die  Zunahme  des  Drucks.  Letztere  Methode  lässt  eine  grössere  Schärfe 
der  Bestimmung  zu.  Wenn  das  Gas  bei  allen  Temperaturen  das  Mariotte- 
sche Gesetz  genau  befolgte,  so  ist  es  klar,  das*  man  nach  beiden  Methoden 

*)  A.  a.  ü.  p.  15  Btiqq. 

**)  Pogg.Ann.XLI.  271  und  XL1V.  1 19. 
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denselben  Coefficienten  erhalten  mtisste.  In  der  That  erhielt  aber  Regnault 
nach  beiden  Methoden  verschiedene  Werthe.  Bei  atmosphärischer  Luft 
betrag  nämlich  die  Volumzanahme  bei  constantem  Druck  zwischen  0  und 
100"  C.  0,3670  des  ursprünglichen  Volums  oder  es  war 

46)  für  p  =  com*/.,  E=  Vt00  ~  P°= 0,3070. 

Dagegen  wurde  in  Uebereinstimniung  mit  Magnus*)  die  Zuuahme  des 
Drucks  bei  eonstantem  Volum  =  0,3005  gcfuuden,  oder  es  war 

47)  für  v  =  comt.,  E  =  P,t0  ~  Po  =  0,3005. 

Po 

Die  Verschiedenheit  beider  Coefficienten  lässt  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
Abweichung  der  atmosphärischen  Luft  vom  Mariotte'schen  Gesetz  voraus- 
sehen. Doch  scheint  der  von  Regnault  gefundene  Unterschied  zu  gross  zu 
sein.    Es  wäre  nämlich  nach  Regnaults  Beobachtungen 

Pioo  •  ffc  =  liSOG5  Po  vo  «nd  p0 .  vt00  =  1,3670  p0v0 
und  daraus  würde  folgen,  dass  die  Luft  bei  100°  C.  noch  beträchtlich  vom 
Mariotte'schen  Gesetze  abwiche,  indem  nämlich  eine  Compression  im  Volum- 

erhältniss  1,3070:1  bei  der  Temperatur  100°  den  Quotienten  ^^=0,99964 

Po '  PI00 

ergeben,  während  andere  Versuche  von  Regnault  es  wahrscheinlich  machen, 
dass  die  Abweichung  vom  Mariotte'schen  Gesetz  bei  100°  beträchtlich  klei- 
ner ist,  als  bei  0°. 

Regnault  hat  ferner  Versuche  angestellt  über  den  Ausdehnungscoefü- 
cienten  der  Luft  bei  verschiedenen  Dichtigkeiten,  indem  er  sich  der  beiden 
oben  bezeichneten  Methoden  bediente.  Die  Resultate,  welche  nach  der 
Methode  der  constanten  Volumina  gewonnen  und  als  die  sichersten  zu  be- 
trachten sind,  sind  in  folgender  Tabelle  enthalten : 


V 

100  o 

Po 

PlOO 

V 

beobachtet 

berechnet 

109,72 

149,31 

0,1444 

0,36482 

0,30482 

174,30 

237,17 

0,2294 

0,36513 

0,36508 

266,00 

395,07 

0,3501 

0,36542 

0,36542 

374,67 

510,35 

0,4930 

0,36587 

0,36576 

375,23 

510,97 

0,4937 

0,30572 

0,36577 

700,00 

1038,54 

1,0000 

0,36650 

0,36650 

1678,40 

2286,09 

2,2084 

0,36760 

0,36790 

1692,53 

2306,23 

2,2270 

0,36800 

0,36792 

2144,18 

2924,04 

2,8213 

0,36894 

0,36861 

3655,56 

4992,09 

4,8100 

0,37091 

0,37092 

*)  Pogg.  Ann.  LI.  I. 
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Die  erste  Spalte  enthält  den  beobachteten  Druck  bei  0*  C,  die  zweite  den 
Druck  bei  100°,  die  dritte  die  Dichtigkeit,  die  vierte  den  aus  den  beiden 

ersten  abgeleiteten  Werth  100  a  =  — — l.    Für  Drucke,  welche  grösser 

Po 

sind,  als  eine  Atmosphäre,  werden  die  Beobachtungen  ziemlich  annähernd 
durch  die  von  Thomson  benutzte  Formel 


•(f-  ■) 


a9  =  0,003605  +  0,00001 16 

dargestellt,  in  welcher  V  das  Volum  der  Masseneinheit  Luft  bei  0°  und  760 
Millimeter  Quecksilberdruck  bezeichnet.  Für  Dichtigkeiten  hingegen, 
welche  kleiner  als  1  sind,  ist  man  genöthigtreine  andere  Formel  anzuwen- 
den und  noch  ein  quadratisches  Glied  hinzuzunehmen.    Die  Formel 

49)  ap  =  0003665  —  0,00000703  (l  —        —  0,00001474 (l  — 

gewährt  eine  befriedigende  Uebereinstimmung.  Nach  diesen  beiden  For- 
meln sind  die  Werthe  in  der  fünften  Spalte  obiger  Tabelle  berechnet.*) 
Für  v  =  oo  giebt  die  Formel  49) 

«06  =  0,00364323 

—  =  247,48 

einen  Annäherungswerth  für  die  absolute  Temperatur  des  Gefrierpunktes, 
der  wenigstens  mehr  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat,  als  der  von  Joule 
und  Thomson  angenommene.**) 

'  Mit  Hülfo  dieser  Data  lässt  sich  nnn,  wie  man  leicht  einsieht,  ganz  all- 
gemein die  Relation  zwischen  p  und  v  bei  jeder  beliebigen  Temperatur  an- 
geben, während  die  Versuche  von  Regnault  sich  direct  nur  auf  die  mittlere 
Temperatur  4,75  C.  beziehen.  Wir  bemerken  dabei  vorher,  dass  im  Fol- 
genden mit  t  immer  die  an  dem  Centesimal-Luftthermometer  mit  constan- 
tem  Volum  gemessene  Temperatur,  im  Gegensatz  zu  der  in  Art.  2  definir- 
ten  absoluten  Temperatur  t  bezeichnet  werden  soll.  Um  die  folgenden 
Entwickelungen  in  einfacherer  Form  zu  erhalten,  suchen  wir  zuerst  die 
Relation  zwischen  p  und  v  für  x  =  0  und  legen  anstatt  n  den  Normaldruck 
P  einer  Atmosphäre  (oder  760  Millimeter  Quecksilberdruck)  zu  Grunde.  Das 
diesem  Druck  entsprechende  Volum  der  Masseneinheit  Luft  bei  der  Tem- 
peratur t  bezeichnen  wir  mit  F(r).    Dann  ist  nach  43) 


*)  Rankt ne  giebt  für  a»  die  empirische  Formel  «1»=«.^  L*"*"    \ — ✓  J'w0 

a  und  b  Constanten  sind.  Die  nach  dieser  Formel  berechneten  Resultate  stimmen  mit 
den  beobachteten  etwa  mit  derselben  Genauigkeit,  wie  die  obigen,  aber  die  Form  ist 
für  die  Rechnung  sehr  unbequem.    Siehe  Phil.  Mag.  (4)  II.  p.  529. 

**)  Rank  ine  berechnet  ans  Regnault* s  Beobachtungen  an  Yerschiedenen 
Oasen  den  wahrscheinlichsten  Grenzwerth  ar  =0,00364166  und  daraus  die  Tempe- 
ratur des  absoluten  Nullpunktes  =  —  274,6»  C  Vcrgl.  Transactioiis  of  tfie  lioyal  Society 
of  Edinburgh.  1853.  XX.  p.  561  und  Phil.  Mag.  (4.  scr.)  II.  p.  525. 
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P  V 

'    "™  =  1  —  0,00110538  .  (—  0,24)  +  0,0000104  (—  0,24)'  =  1,0002004. 
Die  Beobachtungen,  ans  denen  Formel  43)  abgeleitet  ist,  geben  bei  4,75° 

für  -  =  8,       =  0,093212 

für  —  — 16,        =  0,087780 

oder  in  unserer  neuen  Bezeichnungsweise  für 

p        8        p .  v  0,003212 
~P  ~~*  Ö/TO '  P  .  r(li73)  ~  1,0002004 * 

daraus 

-iHi>  ~  10,00108,  a„  =  0,003770, 
v 

p       16        /> .  o       _  0,087780 
/>  ~  Ö/75 '  P .  r(1>75)  ~~~  I  ,0002604  ' 

tl*™  =  21,31876,  ap  —  0,003001 , 
p 

Ist  p0  der  Druck,  welcher  dem  Volum  t>  bei  0°  entspricht,  so  ist 

p  =  p0(l+«  .4,75), 

ferner 

■F(4f7R)S=  F..  1,017432. 

f  w^ 

Mit  Hülfe  dieser  Warthe  lassen  sich  obige  Data  für  —  und  für  —  auf  die 

Temperatur  0°  reduciren;  man  erhält  nämlich  für  r  =  0° 

Ä     p0P      0,903212    1,017432       ,  V0  10,60108 

für        —  —  .  -  —  und  —  =  — — — ' 

PV0      1,0002604  1,017934  r  1,017432 

p0v_  0,987780   1,017432      ^  l\  _  21,31876 

'  />F0~~  i',0002064*  1,018534  Un     V  1,017432* 

Setzt  man  daher  bei  der  Temperatur  0* 

5,)  — *(f-.)  +  *.(f-t)" 

in  welcher  Formel  V  das  Volum  eines  Milligramcs  Luft  bei  0°  und  unter 
dem  Druck  P  (~  760  Millimeter  Quecksilber),  p0  aber  den  Druck  bezeich- 
net, welcher  bei  0*  dem  Volum  v  entspricht,  so  erhält  man 

52  (fl0  =  0,00090035 

'  U0  =  0,00001154. 

Es  sei  P(x)  der  Druck  der  Masseneinheit  Luft  bei  dem  Normalvolum 
V  und  der  Temperatur  t,  p  (x)  der  Druck  bei  dem  Volum  v  und  der  Tem- 
peratur t,  so  kann  man  für  eine  beliebige  Temperatur  setzen 
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Für  v  =  V  wird  nämlich  p  (r)  =  ^(t).*)  Nun  ist  aber  nach  der  Definition 
der  Temperatur  ***): 

p(t)=p(0).(l  +  a..x), 
/>(r)  =  P  (1  +  0,0036050  t) 

mithin 

P(*h  v     P  (°)  •  v      1  +  c»  .  r 
Wt).^^"  />.F  *l+0,0Ö3665~r 
oder,  indem  man  51)  und  53)  vergleicht: 

(l+0,0030o5r).[l-«t(I-l) 

=  (1  +  a„ .  t)  .  [l  —  a0       _  i)  +  60       —  1 J]  . 

Setzt  man  für  a9  seinen  Werth  48)  und  entwickelt  die  Producte  rechts 

und  links  nach  Potenzen  von  ^—  —  1^  ,  so  steigt  die  Entwicklung  recht* 

bis  auf  die  dritte  Potenz,  deren  Coefficient  60  .  0,00001 16  x  jedoch  in  Folge 
der  beiden  sehr  kleinen  Factoren  gegen  die  Coofficionton  der  andern  Po- 
tenzen verschwindet  und  indem  man  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
auf  beiden  Seiten  gleich  setzt,  da  die  Gleichung  für  jedes  beliebige  v  be- 
stehen soll,  erhält  man 

1 )  identisch  1  +  0,003665  t  =  1  +  0,003665  t 

2)  (at  —  a0)  (1  +  0,003665  t)  =  —  0,0000116  x 

3)  (fcr  —  b0)  (1  +  0,003665  t)  =  —  a0  .  0,00001 10  t 

oder  endlich,  indem  man  in  53)  P  anstatt  P(x)  einführt  und  aT  uud  bx  mit 
Rücksicht  auf  52)  berechnet,  erhält  man  die  allgemeine  Relation  zwischen 
/>,  v  und  x 

54)  £1  =  -  0,00090935       -  l)  +  0,00001154        —  1 J 

+  jo,003065  +  0,00000827       —  1 )  +  0,000000032  (~  —  1 J  j  .  x . 

Natürlich  gilt  dieselbe  nur  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungen ,  aus 
welchen  sie  hergeleitet  ist.  Das  quadratische  Glied  in  der  mit  x  multipli- 
cirten  Klammer  ist  nur  bei  Temperaturen  nahe  an  100°  von  Einfluss.  Für 
t  =  100  wird  nach  dieser  Formel 

|^  =  1,3665  —  0,000082  (j  —  l)  +  0,00001474       ~  *) 

Für  diese  Temperatur  liegen  die  Abweichungen  vom  Mariotte'schen  Gesetz 
bei  nicht  zu  starken  Compressionen  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobacht- 


*)  Auf  dieselbe  Form  redneirt  sich  die  von  Rank  ine  Phil  Mag.  (4)  II.  p.527  ge- 
gebene Formel,  in  welcher  a  nnd  ß  ebenfall«  Fnnctioncn  der  Temperatur  sind. 

**)  Nach  den  Versuchen  von  Rcgnanlt  weichen  »wei  Luftthermometer ,  mit 
Luft  von  verschiedenen  Dichtigkeiten  gefüllt,  in  ihrem  Gange  zwischen  0  und  100» 
nicht  merklich  von  einander  ab,  wenn  die  fixen  Punkte  in  Uebercinstimmung  gebracht 
werden,  oder  «„  ändert  sich  innerhalb  dieser  Grenzen  nicht  merklich. 
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ungsfehler.  Die  Formel  giebt  daher  nach  für  die  beiden  mittleren  Aas- 
dehnuugücoefticienten  zwischen  0  und  100°,  £  und  E  den  gemeinschaftlichen 
Werth  0,3065,*)  dagegen  sind  die  beiden  wahren  Ausdebnungscoefiicienten 
e  und  e  bei.O0  verschieden.    Es  ist  nämlich 

'-?!>-'■'-}!>'-' 

tf  v 

wo  der  Quotient  —  aus  der  Bedingung 

<7  r  öi) 

zu  bestimmen  ist,  oder 

dp 

Man  erhält 

e  =  0,0030650,  «=0030683. 
Die  Formel  54)  kann  dazu  dienen,  die  Scalen  der  Luftthermometer  mit  con- 
stantem  Druck  und  mit  constantem  Volum  zu  vergleichen,  wie  in  folgender 
Tabelle  geschehen  ist: 


Luftthermometer 

Diff.  nach 

mit  const. 

m.  const.  Druck 

Diff 

Thomson 

Volum 

100  .     "  v- 

und  Joulo  **) 

T 

0° 

0 

0,0000 

10 

10,0074 

.0074 

20 

20,0127 

.0127 

.0106 

30 

.  30,0102 

.0102 

40 

40,0178 

.0178 

.0074 

50 

50,0180 

.0180 

00 

00,0100 

.0100 

.0101 

70 

70,0141 

.0141 

80 

80,0105 

.0105 

.0054 

90 

90,0058 

.0058 

100 

100 

0,0000 

Ich  habe  dieselben  Rechnungen  fUr  Kohlensäure  durchgeführt,  weil  einer- 
seits die  Abweichungen  von  den  Gesetzen  der  idealen  Gase  bei  derselben 
grösser  und  darum  verhältnissmässig  schärfer  zu  beobachten  sind,  als  bei 

*)  Die  Formel  von  Joule  und  Thomson  giebt  den  beträchtlich  von  der  Er- 
fahrung abweichenden  Werth  E^r  £  =  0,36534, 
**)  Siehe  a.  a.  O.  p.  353. 
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atmosphärischer  Luft,  was  sich  auch  in  besserer  Uebereinstimmung  der 
Formeln  mit  den  Beobachtungen  ausspricht,  andrerseits  aber  die  später  zu 
benutzenden  Resultate  der  Versuche  von  Joule  und  Thomson  für  Koh- 
lensäure bei  verschiedenen  Temperaturen  zu  Gebote  stehen,  was  bei  atmo- 
sphärischer Luft  nicht  der  Fall  ist.  Ich  gebe  nur  kurz  die  Resultate.  Reg- 
naul t  leitet  aus  seinen  Beobachtungen  über  die  Compressibilitftt  der  Koh- 
lensäure folgende  Mittelwerthe  her 


42  b) 


beobachtet 

berechnet 

für 

P 
n 

=  2, 

pv 

71  0 

=  0,99147 

0,99157, 

für 

P 
n 

=  4, 

P* 
71  0 

=  0,97423 

0,97447, 

für 

P 
n 

=  8, 

pv 

=  0,93992 

0,93992, 

für 

P_ 

71 

=  10, 

P± 

71  0 

=  0,87038 

0,87038. 

Aus  den  beiden  letzten  Werthen  bestimmen  sich  die  Constanten  der  Formel 

43  b)    ^  =  1  —  0,0085318       —  l)  +  0,000007286       —  1 J 
für  die  mittlere  Temperatur  x  =  3,20.    Aus  denselben  Werthen  erhält  mau 

45  b)  ^ = 1  -  °'°084037  (t  -  0 + °'oooo3o7T  (?  -  0' 

Die  Beobachtungen  über  die  Abhängigkeit  des  Volums  und  des  Druckes 
von  der  Temperatur  ergeben 


46b) 
47  b) 


für  />  =  i>,  E=  —          =  0,37099, 

vo 

für  v  =  V,  E^/>l00~;;°  =  0,30856 . 

Po 


Die  beobachteten  Wertho  von  er,  sind  in  folgender  Tabelle  enthalten : 


Po 

Piw 

V 

100« 

V 

beobachtet 

berechnet 

758,47 

1034,54 

1,0000 

0,36856 

0,36856 

901,09 

1230,37 

1,1879 

0,36943 

0,36944 

1742,73 

2387,72 

2,2976 

0,37523 

0,37402 

3589,07 

4759,03 

4,7318 

0,38598 

0,38598 

Sie  werden  befriedigend  durch  die  Formel  dargestellt: 

48  b)  av  =  0,0036856  -f-  0,00004668       —  l). 

Ferner  findet  man  durch  Reduction  auf  0° 

ja0  =  0,0065144, 
0,0000331, 


52  b) 


1«. 
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54  b)  1  —0,0065144^-  l)  +  0,0000331  lj 

+  jo,0036856  +  0,00002207       —  l)  —  0,000000182       —  ljj  .  t 

t      0,0036856,  e  =  0,0037098 
E  =  0,36851,    E=  0,30971 
Letzterer  Werth  weicht  von  dem  beobachteten  46  b)  nicht  bedeutend  ab. 

Die  Temperatur  x  in  den  Formeln  54)  und  54  b)  ist  die  am  Luftthermo- 
ineter  mit  constantem  Druck  beobachtete.  Wie  Regnault  nachgewiesen, 
weicht  das  Kohlensäurethermometer  von  dem  Lnftthermoraeter  zwischen  0 
und  100°  nicht  merklich  ab,  wenn  diese  beiden  Punkte  in  Uebereinstimmung 
gebracht  werden.  Fänden  sich  Abweichungen,  die  ausserhalb  der  Grenzen 
der  Beobachtungsfehlcr  liegen,  so  wäre  für  t  in  54b)  die  Angabe  des  Koh- 
IfliisiiurethermometerH  zu  nehmen. 

Um  die  Temperatur  r  mit  der  absoluten  Temperatur  i  zu  vergleichen, 
müssen  wir  notbwendig  auf  die  Definition  der  letzteren  zurückgehen.  Um 
die  Vergleichung  durchzuführen,  ist  es  aber  nöthig,  dass  wir  vorher  die 
Aenderung  der  Wirkungsfunction  kennen,  welche  mit  einer  Volumänderung 
des  Gases  bei  constanter  Temperatur  verbunden  ist. 

Bei  den  Versuchen  von  Joule  und  Thomson  werden  die  Gase  ans 
einem  Gefäss,  wo  sie  unter  hohem  Druck  stehen,  durch  eine  enge  OerTnung 
oder  eine  poröse  Scheidewand  in  ein  zweites  gepresst ,  das  mit  der  Atmo- 
sphäre communicirt.  Der  Versuch  ist  so  eingerichtet,  dass  weder  Wärme 
von  Aussen  aufgenommen,  noch  abgegeben  wird.  Es  findet  sich  nun,  dass 
das  Gas,  sobald  es  in  einiger  Entfernung  von  der  Ausströmungsöffnung  aus 
dem  tumultuarischen  Bewegungszustand  wieder  zu  einer  ruhigen ,  gleich- 
massigen  Bewegung  zurückgekehrt  ist,  oder  bei  Anwendung  poröser  Scheide- 
wände, durch  welche  die  Ausströmung  ruhig  und  mit  constanter  Geschwin- 
digkeit vor  sich  geht,  sogleich,' eine  nur  sehr  wenig  von  der  ursprünglichen 
verschiedene  Temperatur  zeigt.  Die  geringe  Abkühlung  6  ist  der  Druck- 
differenz in  beiden  Gofässen  proportional.  Um  den  Gastheilen  die  Ge- 
schwindigkeit zu  ertheilen,  mit  welcher  sie  durch  die  OerTnung  hindnreh- 
strömen,  ist  jedenfalls  eine  Arbeitsmenge  erforderlich  und  in  der  That  zeigt 
das  Thermometer,  wenn  es  von  dem  stürmischen  Gasstrom  getroffen  wird, 
eine  merklich  niedrigere  Temperatur.  Sobald  sich  aber  der  ruhige  Be- 
wegungszustand wieder  hergestellt  hat,  ist  auch  das  aufgewendete  Arbeits- 
quantum wieder  in  Wärme  verwandelt  und  die  Temperatur  ist  wieder  die 
ursprüngliche.  Auf  welche  Weise  diese  Umwandlung  vorgeht,  ob  durch 
Reibung  an  den  Gefässwänden,  durch  innere  Reibung  des  Gases  oder  in 
Folge  der  bekannten  eigenthümlichen  Druckverhältnisse ,  welche  bei  der 
Ausbreitung  eines  aus  enger  Ooffnung  ausströmenden  Flüssigkeitsstrahls 
stattfinden,  darüber  sind  mehrfache  Discussionen  geführt  worden,  aufweiche 
wir  hier  um  so  weniger  eingehen  wollen,  als  einerseits  die  Beantwortung 
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der  Frage  wesentlich  von  den  Ansichten  abhängt,  welche  man  sich  von 
der  Constitution  der  Gase  bildet,  und  in  Betreff  deren  an  dieser  Stelle  ab- 
sichtlich keine  specielle  Annahme  gemacht  werden  soll ,  andererseits  aber 
unsere  Betrachtungsweise  Resultate  liefert,  welche  nur  vom  Anfangs  -  und 
Endzustande  abhängen,  von  der  speciellen  Natur  der  Zwischenprocesse 
aber  unabhängig  sind. 

Der  Druck  im  ersten  OefÄss  sei  /*',  im  zweiten  GefHss  p.  Wir  können 
uns  denken,  dass  das  Gas  mittelst  eines  Stempels  durch  die  Oeffnung  ge- 
presst  wird,  der  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  bewegt  und  ebenso  im 
aweiten  Gefäss  einen  Stempel  vor  sich  hertreibt.  Ist  v  das  Volum  der 
Masseneinheit  des  Gases  unter  dem  Druck  p  nnd  bei  der  Temperatur  t' 
des  ersten  Gefässes,  v  das  Volum  beim  Druck  p  und  bei  der  Tempera- 
tur t  des  aweiten  Gefässes,  so  ist  die  äussere  Arbeit,  welche  geleistet  wird, 
während  die  Masseneinheit  des  Gases  durch  die  Oeffnung  strömt,  pv  —  pv. 
Dazu  käme  noch  die  Arbeitsmenge,  welche  erforderlich  ist,  um  den  Gas- 
theilen im  zweiten  Gefäss  die  constante  grössere  Geschwindigkeit  zu  erthei- 
len ,  welche  sie  z.B.  besitzen,  wenn  beide  Gefässe  Cylinder  von  gleichem 
Querschnitt  sind.  Diese  Arbeitsmenge  ist  indess  in  den  Versuchen  von 
Joule  und  Thomson  von  verschwindend  kleinein  Einfluss.  Die  Differenz 
der  Temperaturen  x —  x  ist  die  beobachtete  Abkühlung,  die  wir  mit  Ö  be- 
zeichnen. Die  Zunahme  der  Wirkungsfunction  der  Masseneinheit  des  Ga- 
ses ist 

0'(r,r)—  W(v\x). 

Da  nun  von  aussen  dem  Gase  weder  Wärme  zugeführt  noch  entzogen  wor- 
den ist,  so  muss  die  Zunahme  der  Wirkungsfunction  mit  der  geleisteten 
äusseren  Arbeit  die  Summe  Null  geben  oder  es  ist 

55)  W  (»,  0  —  W  (v\  x')+pv—  pv  =  0. 
Wegen  der  geringen  Grösse  der  Abkühlung  d  kann  man  setzen 

o  i 

wo  A'  die  Wärmccapacität  bei  dem  constanten  Volum  v  bezeichnet.  Nach 
den  Versuchen  von  Jiegnault  sind  übrigens  die  Aeudernngen  der  Wärme- 
capacität  N  mit  der  Dichtigkeit  jedenfalls  so  klein,  dass  sie  mit  Rücksicht 
auf  die  Unsicherheiten,  mit  welchen  die  Beobachtung  der  Grösse  6  behaftet 
ist,  gar  nicht  in  Betracht  kommen.  Daraus  erhält  man  die  Zunahme  der 
Wirkungsfunction  bei  der  Ausdehnung  vom  Volum  r'  zum 
Volum  v  und  constant  bleibender  Temperatur  (oder  die  Grösse, 
welche  in  der  Regel  schlechthin  mit  der  zur  Ausdehnung  erforderlichen  in- 
neren Arbeit  verwechselt  wird) 

56)  H  (t%  t)  —  W  (v\  x)  =  A  .  A7 .  ö  —  (pv  —  pv).  *) 

*)  Herr  Wnterston  sticht  in  einer  Notiz  im  Phihsophirtü  M/u/.  18.Y7  (Ser.  4.) 
XIV.  279  nachzuweisen,  dasit  die  Abkühlung  6  nur  das  Aequivalent  der  äusseren  Ar- 
beit pv — p'v'  sei,  welche  da«  Gas  bei  seiner  Ausdehnung  in  Foljre  der  Abweichung 
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Bei  einem  idealen  Gase  müsste  die  Zunahme  der  Wirkungsfunction  nach 
der  May  ergehen  Annahme  Null  sein  und  dies  wäre  der  Fall,  wenn  i  =  0 
wäre,  derni  es  würde  dann  auch  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  in  Folere 
des  Mariotte'schen  Gesetzes  verschwinden.  Bei  den  wirklichen  Gasen 
aber  sind  beide  Glieder  der  rechten  Seite  von  Null  verschiedene,  wiewohl 
nur  kleine  Grössen.  Die  Grösse  6  finden  Joule  und  Thomson  der 
Druckdifferenz  p — p  proportional  und  zwar  für  atmosphärische  Luft  bei 
t  =  17°C: 

57)  a  =  o,26«.£=^, 

wo  P  der  früher  bezeichnete  Normaldruck  ist.  Die  speeifische  Wärme  eines 
Milligramms  Luft  bei  constantem  Druck  können  wir  nach  den  Bestimmun- 
gen von  Regnault*)  =0,2377  .  10_ö  Wärmeeinheiten  annehmen  und  in- 
dem wir  für  das  Verhältnis»  der  beiden  speeihschen  Wärmen  den  früher 
bezeichneten  wahrscheinlichsten  Werth  1,413  annehmen,  ergiebt  sich  die 
speeifische  Wärme  bei  constantem  Volum 

58)  N  =  0,1082  .  10*"-*. 

Setzen  wir  beispielsweise  t' =  F,  »'  =        so  wird  6  =  0,2«  und  nach  54) 

mit  Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  der  Temperatur 

p  v  p'v 

—  =  1,00230,    jjp=  1,00250, 

mithin  die  geleistete  äussere  Arbeit 

59)  pv  —  f/v  =  —  0,00020  PV. 

P  ist  der  Druck  einer  Quecksilbersäule  vou  700  Millimeter  Höhe  unter  dem 
Einfluss  der  Schwere  0  =  0810  oder,  das  speeifische  Gewicht  des  Queck- 
silbers =  13,597  angenommen , 

60)  P  —  7(30  .  13,500  .  0810  =  101300  .  10\ 

Das  Gewicht  eines  Liters  Luft  bei  0°  und  dein  Druck  P  ist  zu  Paris  nach 


Tom  M  ar  iotte'schen  Gesetz  leistet.  Ks  scheint  Herrn  Waters  ton  entgangen  zu 
sein,  das s  in  der  Abhandlnng  von  Joule  und  Thomson  ausdrücklich  nachgewiesen 
ist,  das»  die  Abweichung  vom  Mariotte'schen  Gesetz  nicht  hinreicht,  die  Abküh- 
lung zu  erklären.  Die  obige  Formel  50)  ist  von  der  von  Joule  und  Thomson  {Phil. 
Trans.  18f>4)  gegebenen  in  der  Form  insofern  verschieden,  als  J  oulc  und  Thomson 
die  speeifische  Warme  bei  constantem  Druck  einführen.  In  Folge  dessen  bleibt  aber 
die  Abteilung  der  Formel  an  dieser  Stelle  mit  einer  erheblichen  Unklarheit  behaftet. 
Die  Differenz  pv —  p'v  in  ihrer  Formel  ist  nämlich  gar  nicht  die  wirklich  geleistete 
äussere  Arbeit,  da  beide  Producte  po  uud  p'v  bei  Joule  und  Thomson  auf  dieselbe 
Temperatur  bezogen  werden,  wahrend  in  der  That  die  Temperatur  im  zweiten  GefHss 
niedriger  ist  und  die  durch  die  Abkühlung  d  bewirkte  Contraction  sogar  die  Wirkung 
der  Abweichung  vom  Mariotte'schen  Gesetz  überwiegen  kann,  so  dass  die  wirklich 
geleistete  äussere  Arbeit  negativ  ist,  wie  wir  sogleich  an  einem  numerischen  Beispiel 
sehen  werden.  Ein  (negativer)  Theil  der  wirklich  geleisteten  äusseren  Arbeit,  näm- 
lich —  A[ct  —  c),Ä,  ist  also  bei  Joule  und  Thomson  mit  indem  die  Abkühlung 
ausdrückenden  Gliede  enthalten.  Die  von  Thomson  an  einem  anderen  Orte  (im 
Phil.  Mag. .  8er.  4,  IX.  p.  530)  gegebene  Gleichung  17)  ist  mit  unserer  Gleichung  .r»5) 
völlig  identisch. 

*)  Cotnptt.1  rendwt  de  racademie  de  scienee*  de  Paris.  XXXVI.  p.  070. 
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Regnault  (I.  I.  p.  157)  =  1293,187  Milligramm.  Daraus  ergiebt  eich  das 
Volum  eines  Milligramms  Luft 

61)  V  =  772,875  Cubik-Millimeter,  ♦ 
mithin 

62)  P.V=  78343.  10" 

und  pv  —  pv  =  —  157  .  10*  absolute  Arbeitseinheiten.   Ferner  ist  nach  l) 

A  =  423,55  Kilogramm-Meter 
=  4155  .  10"  absolute  Arbeitseinheiten, 
ANÖ  =  1817  . 10\ 

mithin 

W  (vy  x)  —  W  (»',  r)  =  1074  . 10s  absolute  Arbeitseinheiten 

=  0,00002012  Kilogramm-Meter, 
oder  dies  ist  die  Zunahme  der  Wirkungsfunction  bei  Ausdehnung  eines 
Milligramms  Luft  von  2  auf  1  Atmosphäre  Druck  bei  17°  C.  Wird  umge- 
kehrt ein  Kilogramm  Luft  von  der  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  auf  die 
Hälfte  seines  Volums  comprimirt,  so  werden  über  20  Kilogramm-3Ieter  an 
Wärme  mehr  gewonnen,  als  das  Aequivalent  der  zur  Compression  erforder- 
lichen Arbeit. 

■Leider  fehlen  uns  einigem)  aasson  zuverlässige  Angaben  über  die 
Grösse  d  für  atmosphärische  Luft  bei  anderen  Temperaturen.  Es  scheint 
nur  aus  den  Versuchen  von  Joule  und  T  k  o  m  s  o  n  hervorzugehen ,  dass 
diese  Grösse  bei  höheren  Temperaturen  geringer  ist,  was  sich  auch  a  priori 
erwarten  liess.  Etwas  sicherer  scheinen  die  Angaben  für  Kohlensaure. 
Joule  und  Thomson  finden  nämlich  bei  diesem  Gase: 

beobachtet  berechnet 

bei  t  =  12°,844,  £  =  1,225  ,    6  =  1,215^-^, 

bei  r  =  10,077,  <5  —  1,100  P  ~  P ,    6  =  1,164  P 

*  » 
bei  t  =  91,516,  6  =  0,7037     p     ,    3  =  0,749     ~P . 

Kankine  hat  eine  empirische  Formel  aufgestellt,  welche  diese  Beobach- 
tungen darstellt ,  nnd  indem  wir  die  Form  derselben  mit  einer  kleinen  Ver- 
einfachung beibehalten  und  nur  die  Constanten  der  andern  Einheiten  wegen 
ändern ,  wird 

r7 .  x  .          100650      P — P 

}  •  (275  +  t)1'  p 

Die  speeifische  Wärme  eines  Milligramms  K<.,  asäure  bei  constantem 
Druck  ist  nach  Regn  ault  =  0,2104  .  10-°.  Für  das  Verhältniss  der  beiden 

speeifischen  Wärmen     leitete  Dulong  aus  seinen  Versuchen  die  Zahl  1,33 

her.  Er  fand  nämlich  die  Schallgeschwindigkeit  in  Kohlensäure  =  0,787, 
die  Geschwindigkeit  in  atmosphärischer  Luft  =^1  gesetzt.  In  neuester  Zeit 
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hat  Massen*)  die  Schallgeschwindigkeit  in  einer  grossen  Keibe  von  Ga- 
sen und  Dampfen  bestimmt.  Er  findet  für  Kohlensaure  einen  etwas  klei- 
neren Werth  als  Dulong,  nämlich  0,7712(1.  Die  Dichtigkeit  der  Kohlen- 
säure ist  1,520.  Daraus  ergiebt  sich  -  =  1,113  .  1,529  .  0,77120*  =  l ,285,  wel- 

c 

che  Zahl  aus  später  zu  erörternden  Gründen  wahrscheinlicher  ist,  als  die 

von  Dulong  gefundene.    Demnach  wird  für  Kohlensäure  die  speeifische 

»,     °»2104  .  10-6 

Wärme  JV  =   und 

1,285 

log  AN 6  =  13,84774  —  2  log  (275  +  t)  +  log  P  ~  P . 

Nehmen  wir  wieder  den  Fall,  wo  eine  auf  ihr  halbes  Volum  comprimirte 
Kohlensäuremasse  sich  bis  zu  ihrem  ursprünglichen  Volum  ausdehnt,  so 
giebt  die  Formel  54  b) 

für  v  —  r,  I  +  0,0030850  x 

und  für  v=  \V ,  ^  =  0,9935187  +  0,0037081  (t  +  Ö). 

Für  Kohlensäure  ist 

bl  b)  V  =  505,712  Cubik  Millimeter , 

62  b)  PV  =  51202  .  10*. 

Ferner  wird 

P  ~P  =  0,087  -f-  0,00373  r. 
Aus  diesen  Datis  erhält  man  z.  B.,  für 


ANÖ  =  0192  .  10', 

pv  — /iV  =  825. 10*, 

ff  (r,r)-rr(r\  t)  =  8307 

10" 

8878 

704 

8084 

20° 

8585 

704 

7821 

30° 

8320 

723 

7507 

40* 

8013 

082 

7331 

50° 

7825 

035 

7100 

00° 

7508 

500 

7032 

70° 

7385 

528 

0857 

80° 

7182 

472 

0710 

00° 

0002 

410 

0582 

100° 

0811 

343 

0408 

Die  Zunahme  der  »  ;  ungsfunetion  wird  also  bei  höheren  Tempera- 
turen geringer.  Im  von.-' /enden  Falle  beträgt  sie  bei  0°  in  Kilogramm- 
Metern  ausgedrückt  0,0000853,  bei  100°  0,0000059  und  ist  etwa  4  mal  so  gross 
als  bei  atmosphärischer  Luft* 

Für  nnsern  Zweck  der  Verglcichung  der  Temperaturscalen  kommt  e.s 


*)  Ann.  de  chimie.  1858.  (3.  Scr.)  LI  II.  257. 
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d  W 

darauf  an ,  den  Differentialquotienten  —   für  einen   beliebig  gewählten 

Werth  von  v  als  Function  von  t  zu  kennen.  Differcntiirt  man  zu  diesem 
Zweck  56)  in  Beziehung  auf  v\  indem  man  v  als  constant  ansieht,  so  er- 
halt man 

dv  dv  rv 

nach  57)  und  57  b)  ist 


P  ' 

wo  fr  eine  Function  von  x  allein  bezeichnet,  mithin 

dö       l  dp 
Ol)  -r—>  =■  77  *  r—r* 

dv      P  dv 

Die  Gleichnng  54)  resp.  54  b)  kann  mit  Rücksicht  darauf,  dass  p  den  Druck 
bei  dem  Volum  v  und  der  Temperatur  r  +  <5  bezeichnet,  unter  der  Form 
geschrieben  werden 

daraus 

Indem  man  letztere  Gleichung  in  Beziehung  auf  v  differcntiirt  und  dann, 
als  den  einfachsten  Fall,  v  =  V  setzt,  erhalt  man 

p  W/J^Y-  v [a  +  2b  +  3c  +  (/+2w"+  ^  <T  +  6)J  +  ('+ m+w)  (ä7)r.=r- 

Indem  man  diesen  Werth  für  - — ;  in  04)  einsetzt  und  aus  der  so  erhaltenen 

d  v 


Gleichung  (^r^j  bestimmt,  wird 


C4.)» 


~  [«  +  26  +  3c  -f  (/  +  2m  +  3»)  (r  +  6)] 


W  i-M/+'»  +  «) 

Der  Nenner  dieses  Ausdrucks  ist  so  venig  von  1  verschieden,  dass  er  ohne 
merklichen  Einfluss  auf  die  Rechnung  ganz  weggelassen  werden  kann.  Fer- 
ner erhält  man  aus  05) 

T>  (" £r ) 7  *-*—(-+«-)(«  +  a)  +»-•(/  +  «  + «)  gj)>vr. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Werthe  erhält  man  aus  63)  mit  Vernachlässigung 
einiger  Glieder  von  verschwindend  kleinem  Einfluss  auf  das  Resultat  : 

66)  T>  (^)jZr(j£ + ' +  m) [a+26+  (/+2lw) t]  '  * + 16  +  2<?  +  {m  +  2,0  r]* 

d  w 

Ist  nun  Ii  als  Function  von  t  bekannt,  so  ist  es  auch  — — .    Für  atmo- 

6o 
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sphärische  Luft  wissen  wir  nur,  dass  für  t  =  17,  b  =  0,20  ist.  Ferner 
ergiebt  sich  aus  54) 

a  =  l  ,0000209 ,  /  =  0,00305670 , 

b~  —  0,00003243 ,   m  =  0,00000821 , 
A)  {  c  =  0,00001154,  «=0,00000003, 

AN 

—  =0,008755, 
mithin 

67)  für,  t  =  17  i  (~)  ^  0,00200. 

Für  Kohlensäure  folgt  aus  5-1  b) 

a  =  1 ,0005475 ,  /  =  0,0030028 , 

b  —  —  0,0005800 ,  m  =  0,00002303 , 

P)  {  c"  0,0000331 ,  n  ~  —  0,00000018 , 

AN 


—  =0,013050, 


mithin 


T  (iv)  -t  (°'°172213  +  O.0^^«0  *)  *  —  0,0005144  +  0,00002207  r. 
Die  IJp.obachtnng  hat  ergeben 

/  für  r  =  12,844,  b  =  1,225 ,  mithin  i  (^-}  =  0,015884, 

67b)    j  für  r=  19,077,  1  =  1,100  1(1^  =  0,015118, 

[  für  x  =  01,516,  b  =  0,7037  I  (^~)  =  0,011822. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  zur  Vergleichung  der  Tempe- 
ratur t  mit  der  absoluten  Temperatur  /  übergehen.  Aus  der  Definition  der 
letzteren  folgt,  dass  für  jeden  umkehrbaren  Krcisprocess,  welchen  man  das 
Gas  durchlaufen  lässt,  die  Gleichung  18)  erfüllt  sein  muss,  dass  daher  auch 
für  jeden  beliebigen  Werth  von  v  und  /  die  Gleichung  28) ,  welche  eine 
Transformation  von  18)  ist,  gelten  muss.  Es  muss  also  mit  Rücksicht 
auf  20) 

,  ?P        ,  dir 

sein,  oder 

1  dp     dx_  p       1  dW 

In  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  für  v  —  V  nach  dem  Vorhergehenden 

alle  Grössen  bestimmen,  mit  Ausnahme  von  /.  ~  .    Es  ist  nämlich /wenn 

« / 

man  v  =  V  setzt: 

8* 
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für  atmosphärische  Luft      =  1  +  0,0030650 1,    i  ^  =  0,0030050, 

für  Kohlensäure  -£  =  1  +  0,0030850  t  ,    i  ^  =  0,0036856. 

P  P  vi 

Man  erhält  daher  für  atmosphärische  Luft 

dt 

69)  bei  t=17°,  r— -  =200,58. 

d  / 

Leider  besitzen  wir  für  atmosphärische  Luft  keine  einigermaassen  sichere 
Data,  um  die  Grösse  t~  für  andere  Temperaturen  zu  bestimmen,  und  je- 
des Verfahren,  wodurch  man  aus  der  einen  bei  17°  angestellten  Beobach- 
tungsreike  die  auderen  Wertken  von  t  entsprechenden  absoluten  Tempera- 
turen bestimmen  wollte ,  müsste  zu  illusorischen  Resultaten  führen.  Da  ^ 

dt 

nahe  =1  ist,  so  folgt  daraus  nur,  dass  die  absolute  Temperatur  für  t  =  17 
nicht  bedeutend  von  290,58°  verschieden  ist. 

Für  Kohlensäure  erhält  man:  XT    .  _  . 

Nach  Formel  70  b) 

für  x  =  12,844  ,    t.~~  288,28  ,  288,31 , 

dl 

69  b)      <  für  t=  19,077,        ~  =  204,51 ,  294,47, 

dt 

für  x  =  91,510 ,    t .  ~—  =  300,05 ,  300,05 , 

dt 

Diese  Werthc  werden  am  besten  dargestellt  durch  die  Formel 

70b)  ^  =  rt  +  />^  +  <*T,, 

in  welcher 

«  =  275,10 
b  =  0,9982 
c  =  0,000018 

zu  setzen  ist.  Dieselbe  genügt  zugleich  der  Bedingung  /,00  —  tQ  =  100.  Es 
wird  nämlich 

f0=r=  275,10, 
/,oo  ~  375,10. 

Nach  dieser  Formel  sind  die  nebenstehenden  Zahlen  berechnet.  Ich  halte 
daher  die  Formel  70b)  für  den  wahrscheinlichsten  Ausdruck  der  absoluten 
Temperatur  als  Function  der  Temperatur  des  Lnftthermometers  mit  cou- 
stantem  Volum ,  der  sich  nach  den  bisker  vorliegenden  Beobachtungen  an- 
geben lässt.  Die  Temperatur  x  ist  am  Koblensäurethermometcr  gemessen; 
über  die  Anwendbarkeit  der  Formel  auf  die  Temperatur  des  atmosphäri- 
schen Luftthermometor8  gilt  die  früher  gemachte  Bemerkung. 

Nach  der  Formel  70b)  ist  folgende  Tabelle  zur  Vergleichung  von  /  und  t 
berechnet : 
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t. 

/  — 275,10. 

• 

AH«  IMCIlling 
X  \l  4/0,IUj. 

ADweiCIlUll^' 

naen  1  liomson. 

0" 

0 

0,000 

0  000 

'0 

9,984 

0,010 

20 

19,071 

0,029 

0  029S 

30 

29,002 

0,038 

40 

39,957 

0,043 

0  040  t 

50 

49,955 

0,045 

00 

59,957 

0,043 

0,03(50 

70 

69,902 

0,038 

«0 

79,971 

0,029 

0,0233 

90 

89,984 

0,010 

100 

100 

0,000 

0,0000 

- 

Das  Resnltat  der  Vergleichung  stimmt  übrigens,  wie  man  sieht,  mit 
dem  von  Thomson  nnd  Jonle  nahe  (i herein.  Dass  die  Abweichung  ge- 
rade bei  50°  am  grössten  und  für  Temperaturen,  die  um  gleichviel  von  50° 
verschieden  sind,  gleich  gross  erscheint,  liegt  in  der  Form  der  Gleichung 
70b).  Es  wird  mit  Rücksicht  auf  die  geringe  Grösse  der  ganzen  Abweichung 
auch  wirklich  nahezu  der  Fall  sein.  Leider  erlauben  die  vorliegenden  Be- 
obachtungen eine  genauere  Bestimmung  nicht,  da  es  au  einer  Beobachtung 
fehlt,  welche  nahe  in  der  Mitte  des  Intervalles  zwischen  0°  und  100*  läge. 
Man  könnte  die  Werthe  von  t>  für  zwi.schenliegende  Temperaturen  nach  der 
Ioterpolationsformel  57  b)  berechnen.  Da  sich  diese  aber  nur  unvollkommen 
an  die  Beobachtung  anschliesst,  so  dürfte  dadurch  schwerlich  grössere  Ge- 
nauigkeit erreicht  werden  und  wir  begnügen  uns  mit  dem  Resultat,  dass  die 
absolute  Temperaturscala  innerhalb  des  Intervalles  von  0°  bis  100°  höchstens 
um  ^  von  der  des  Luftthermometers  abweicht. 

Man  kann  umgekehrt  t  durch  f  ausdrücken ,  indem  man  setzt 

71b)  »  =  «(*-<.) +  *(<-'.)•. 

Man  erhält  dann 

/0  =  275,10,    «  =  1,0018,    b  =—  0,000018. 

Setzt  man  den  Ausdruck  71  b)  anstatt  t  in  54b)  ein,  so  erhält  man  schliess- 
lich die  Relation  zwischen  />,  v  nnd  /. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  sollen  uns  noch  dazu  dienen,  auf  die 
Bestimmung  des  mechanischen  Wärmeäquivalents  aus  der  Differenz  der 
speeifischen  Wärmen  c, — c  zurückzukommen. 

Setzt  man  nämlich  in  54b)  für'p.r  seinen  Werth  35),  so  erhält  man 
eine  Gleichung,  welche  Ar  als  Function  von  v  und  t  giebt,  da  r  als  Function 
von  t  bekannt  ist.  Wählen  wir  anstatt  54)  die  für  die  Rechnung  bequemere 
Form  05) ,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
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72)  p7F  =  a  +  6-7  +  c  ^+V  +  m-7  +  w*  77 T' 

in  welcher  für  a,  6,  c,  /,  m  bei  Luft  die  Werthe  ,-f),  bei  Kohlensäure  die 
YVerthe  B)  zu  setzen  sind.  Wenn  wir  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  v 
differentiiren  und  dann  v  =  V  setzen,  so  folgt,  mit  Umkehrung  der  Vor- 
zeichen : 

73)  ~  t  (f;).r>  6  + 2r  +  (w + 2w)  ■ T' 

Nach  38)  ist 

Diese  Werthe  können  dazu  dienen,  die  unbekannten  Grössen  in  der  Glei- 
chung 40)  zu  bestimmen.  Diese  giebt  nämlich  durch  PV  dividirt: 

P  v  _  _  A  ('"» —  c)  • '        '*     $  k      v  • '    '  * 

7»r~'    ~"  pT'dt~~vrp'dTr 

oder  für  r  =  V  mit  Rücksicht  auf  73)  und  74) 
p      A.(ct  —c).t  1  (dlV\ 

Für  atmosphärische  Luft  ist  P-  =  1  -f  0,0030050  .  x  und  mit  Rücksicht 

auf  die  Werthe  02),  A)  und  67)  erhält  man 

für  x  —  17,  A  .  (c,  —  c)  .  /  =  1,008303  PF  =  83701  .  104 
A  .  (r,  —  r)  =  280550  .  103. 

Die  specitische  Wärme  e,  auf  das  Milligramm  als  Masseneinheit  bezogen 

ist  nach  Regnault  0,2377  .  10"°,  —  =  1,413,  mithin  c  —  0,1082  .  10~ü  und 

c 

f ,  —  c  ~  0,0095  .  10-".   Daraus  erhält  man 

A  =  4123  . 10"  absolute  Arbeitseinheiten , 
=  420,20  Kilogramm-Meter. 

Eine  genauere  Uebereinstimnying  mit  den  von  Joule  bei  seinen  Versuchen 
über  die  Reibung  von  Quecksilber  und  Gusseisen  gefundenen  Werth  423,55 
ist  kaum  zu  verlangen. 

Bei  Kohlensäure  wird  für  t  =  12,844 ,  /  =  287,920 

A.(cx  —  <-)./  =  1,085329  PV 

A  .(<-!  —  c)  =  0,0037095  PV  =  193230  .  10s. 

Nach. den  Versuchen  von  Regnault  ist  c,  =  0,2164  .  10"  und  nach  dem 

früher  auf  Grund  der  Versuche  von  Masson  angenommenen  Werth  für  ~ 

war  c  =  0,1084  .  10-6,  mithin  c,  —  c  =  0,0480  .  KT*6.  Daraus  folgt 

A  =  4020  .  10u  absolute  Arbeitseinheiten  , 

=  410,37  Kilogramm -Meter. 

Ueber  die  unbedeutende  Abweichung  dieser  Zahl  von  der  obigen  braucht 

« 
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man  sich  um  so  weniger  zu  wundern,  <la  ein  kleiner  Fehirr  in  —  einen  ver- 

c 

baltnissmässig  bedeutenden  Eintiuss  auf  A  hat.  Berechnet  man  rückwärts 
aus  A  =  423,55  und  c,  0,2104  .  UT"0  den  Quotienten  der  specifischen  Wär- 
men, so  erhält  mau  —  =  1,274,   woraus  die  Schallgeschwindigkeit  0,703 

folgen  würde,  während  Masson  0,771  und  Du  long  0,780  beobachtet  hat. 
Darum  scheint  mir  der  von  Mashod  beobachtete  Werth,  wie  bereits  oben 
bemerkt,  der  richtigere  zu  bein.    Ueberhaupt  möchte  die  Bestimmung  des 

Quotienten  ^  für  andere  Oase  als  atmosphärische  Luft  aus  dem  Wärme- 
äquivalent sicherer  sein ,  als  die  Bestimmung  aus  der  Schallgeschwindig- 
keit*). 

V.  Bemerkungen  über  das  Princip  der  Aequivalenz 
der  Arbeit  und  Wärme. 

Der  vorstehenden  Darstellung  der  Theorie  der  Gase  sind  absichtlich 
ausser  rein  empirischen  Thatsachen  nur  diejenigen  Annahmen  zu  Grunde 

»)  Mayer  hat  zuerst  das  Wärmeäquivalent  aus  der  durch  Compression  einer 
Luftmasse  frei  werdenden  Wärmemenge,  zu  H05  Kilogramm-Meter  bestimmt.  (Bcmer- 
kungen  über  die  Kräfte  der  unbelebten  Natur:  Lieb  ig'*  Anualen  der  Chemie  und 
Pharmacic.  1842.  EXIL  p.  240.)  Holtzmann  findet  unter  derselben  Voraussetzung 
wie  Mayer  mit  Zugrundelegung  anderer  Data  als  wahrscheinlichsten  Werth  374  Kilo- 
gramm-Meter, (l'eber  die  Wärme  und  die  Elastizität  der  (läse  und  Dämpfe.  Mann- 
heim 1845.  p.  12.)  Claus  ius  findet  370  Kilogramm-Meter.  (Pogg.  Ann.  LXXIX.  522.) 
Diesen  Bestimmungen  liegen  noch  die  älteren  Angaben  über  die  *peciüsche  Wärme 
der  Luft  von  de  Laroche  und  He  rar  d  zu  Grunde.  Thomson  berechnet  aus  dem 

von  Joule  gefundenen  Wärmeäquivalent  und  für      r=l,41  bei  atmosphärischer  Luft 

o,  —  0,2374  ,  r  =  0,1689.  (Phil.  Trans,  p.  78.)    Burdin  nndBourget  berechnen  in 

c. 

gleicher  Weise  den  Werth  von  —  für  zehn  Verschiedene  Gase  aus  den  von  Regnault 
beobachteten  Werthcn  von  r, ,  indem  sie  anuehmen  ,  dass  das  Product  A  .  q  .  (r,  —  c) 
für  alle  Gase  constant  sei.  Für  Kohlensäure  finden  sie  -  =  1,29.  (Comptes  rendus. 
XLV.  ^43.)    Person  berechnet  umgekehrt  aus  deu  von  Regnault  beobachteten 

Werthen  für  r,  =0,2371  und      =1,410  das  Wärmeäquivalent  zu  424  Kilogramm- 

c 

Meter.  (Comptes  rendus.  XXXIX.  1131.)  Es  ist  Unrecht,  wenn  in  einem  deutschen 
Lehrbuche  (Eisenlohr,  Lehrbuch  der  Physik.  7  Aufl.  p.  417)  Person  als  Ent- 
decker dieser  Relation  bezeic  hnet  wird  ;  die  Franzosen  erweisen  uns  nicht  gleiche 
Ehre.    Decher  endlich  führt  diese  Rechnung  für  vier  verschiedene  Gase  mit  den 

von  Dulong  gegebenen  Werthen  für  ~  aus.  Er  erhält  verschiedene  Werthe  für  das 

Wärmeäquivalent.  Bei  Kohlennänre  ist  die  Abweichung  am  grünsten,  nämlich  A  =  %60. 
(Dinglers  polytechn.  Journal.  Bd.  CXLVUl.)    Daraus  ist  jedoch  nur  zu  schliefen, 

dass  der  Werth  von  Dulong  ^  =  l,33j)  zu  gros»  igt.  Wie  bekannt,  lassen  sich  ge- 

c 

gen  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  ans  der  Tonhöhe  von 
Pfeifen  mancherlei  Einwendungen  machen.  Die  Abweichungen  vom  idealen  Gaszu- 
stand sind  von  keinem  der  angeführten  Physiker  de»  der  Rechnung  berücksichtigt  worden 
und  in  der  That  ist  ihr  Einfluss ,  wie  sich  aus  obigen  Zahlen  ergiebt,  nur  ein  geringer. 
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gelegt  wordeu  ,  welche  in  den  allgemeinen  Prineipien  der  mechanischen 
Wärmethcorie  enthalten  sind,  das  Princip  der  Aequivalenz  der  Arbeit  und 
Wärme  und  das  Carnot'sche  Princip,  auf  welchem  die  Definition  der  ab- 
soluten Temperatur  beruht.  Von  jeder  speuiellen  Hypothese,  die  auf  Gil- 
tigkeit  Anspruch  macht,  muss  von  vorn  herein  verlangt  werden ,  dass  sie 
die  empirischen  Facta,  aufweichen  die  früheren  Entwickeltingen  beruhen, 
mit  genügender  Genauigkeit  darstellt,  so  dass  diese  giltig  bleiben,  von 
welcher  Hypothese  man  auch  ausgehen  mag.  Schliesslich  aber  dürfte  es 
augemessen  sein,  mit  einigon  Worten  die  Ansichten,  welche  in  neuerer 
Zeit  über  die  Molekularcoustitution  der  Gase  aufgestellt  worden  sind,  und 
ihr  Vcrhältuiss  zum  Grundpriucip  der  mechanischen  Wärraetheorie  zu  er- 
örtern. Eine  specielle  Veranlassung  dazu  geben  die  Angriffe,  welche  in 
neuester  Zeit*)  von  Herrn  Üecher  gej^en  die  mechanische  Wärmetheorie 
überhaupt  gerichtet  weiden,  und  welche  ein  praktisches  Beispiel  liefern, 
dass  das  Wesen  dieses  jungen  Zweigas  der  theoretischen  Physik  von  vielen 
Seiten  sehr  unrichtig  aufgefasst  wird.  Ich  behaupte  nämlich,  dass  Herr 
Decher,  obwohl  er  sich  selbst  einbildet,  ein  heftiger  Gegner  der  mechani- 
schen Wärmetheorie  zu  sein,  doch  seinen  eigenen  Prämissen  zufolge  ganz 
auf  dem  Boden  derselben  steht.  Herr  Decher  meint  nämlich,  „dass  das 
Warmsein  eines  Körpers  nicht  durch  die  Anwesenheit  eines  Stoffes  an  und 
für  sich  und  der  höhere  oder  niedere  Grad  des  Warmseins  nicht  durch  die 
in  dem  Körper  enthaltene  Menge  desselben  bedingt  wird,  sondern  durch 
einen  veränderten  Zustand  oder  eine  Eigenschaft  des  Wärmcstofi'es,"  wel- 
chen Herr  Decher  nachher  selbst  mit  dem  Aether  identificirt.  Dies  ist 
aber  gerade  die  einzig  charakteristische  Grundannahmc  der  mechanischen 
Wärmetheorie.  Ich  hebe  dies  besonders  hervor,  weil  auch  wohl  Andere 
diese  Prämisse  den  Thatsachen  gegenüber  zugeben,  sich  aber  dennoch 
nicht  mit  den  nothwendig  daraus  folgenden  Consequenzen  einverstanden 
erklären  und  sich  nicht  zu  der  mechanischen  Wärmethcorie  bekennen 
wollen. 

Das  Princip  der  Aequivalenz  der  Arbeit  und  Wärme,  wie  das  allge- 
meinere „Princip  der  Erhaltung  der  Kraft'1  beruht  bekanntlich  auf  dem 
Princip  der  lebendigen  Kräfte  der  analytischen  Mechanik.  Dieses  Princip 
gilt  zunächst  von  einem  System  materieller  Punkte,  zwischen  denen  Kräfte 
wirksam  sind,  welche  nach  den  Verbindungslinien  gerichtet  und  Functionen 
der  Entfernung  sind.  Die  atomistische  Anschauungsweise  führt,  einiger- 
maasseu  consequent  durchgeführt,  wie  schon  mehrfach  erörtert  wordeu 
ist**),  auf  die  Annahme  unausgedehnter  Atome  und  auf  ein  solches  System 
ist  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  ohne  weiteres  anwendbar.  Ich  glaube, 


*)  Dincler's  polytechn.  Journ.  185$.  Hd.  CXLVUI.  j».  I-  10,  81-93,  IM  — 173, 
241—257 

**)  Vergl.      Ii.  Fe  c  Im  er:  Atoinlchro,  Leipzig  185."»,  und  Hoppe  in  1'opprnd. 
Ann.        .  p.28«. 
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selbst  bei  der  dynamischen  Ansicht,  d.  h.  wenn  man  sich  die  Materie  den 
Raum  stetig  erfüllend  dächte,  würden  die  auf  dasselbe  gegründeten  Schlüsse 
noch  giltig  bleiben.  Da  aber  die  Erörterung  dieses  Punktes  auf  Fragen 
führt,  welche  mehr  der  metaphysischen  Speculation  als  der  Physik  ange- 
hören, so  will  ich  hier  nicht  darauf  eingehen.  —  Ein  Atom  ist  also  ein 
Punkt  im  Räume,  der  die  besondere  Eigenschaft  hat,  dass  ein  anderes 
gleiches  Atom,  welches  sich  in  einer  gewissen  Entfernung  von  demselben 
befindet,  eine  Beschleunigung  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  erführt, 
deren  Grösse  von  der  besondern  Natur  (Masse)  des  ersten  Atoms  und  "von 
der  Entfernung  beider  Atome  abhangt.  Man  hat  das  Product  der  Masse 
eines  Atoms  und  der  Beschleunigung,  welche  dasselbe  erfährt,  in  der  Me- 
chanik mit  einem  eigenen  Namen  bezeichnet  und  nennt  dasselbe  „be- 
wegende Kraft"  oder  „Kraft"  schlechthin,  weil  sich  mit  Hilfe  dieses 
Products,  dem  ich  einer  gewissen  rein  phoronomischen  Auffassung  der  me- 
chanischen Principien  gegenüber  keine  andere,  als  eine  blose  analytische 
Bedeutung  vimliciren  will,  gewisse  Sätze  der  Mechanik,  z.  B.  das  Princip 
der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  und  das  auf  demselben  be- 
ruhende Princip  der  lebeudigeu  Kräfte,  leichter  aussprechen  lassen.  Die- 
ses Product  soll  also  im  Folgenden  unter  dein  Worte  „Kraft"  verstanden 
werden. 

Es  wäre  nun  der  Fall  denkbar,  dass  das  Gesetz  der  Beschleunigung 
und  die  Anordnung  der  Atome  zu  einer  gewissen  Zeit  von  der  Art  wäre, 
dass  die  Geschwindigkeit  und  die  Resultate  der  Beschleunigung  jedes 
Atoms  Null  wären  und  dann  wäre  das  System  im  stetigen  Gleichgewicht, 
möchten  nun  die  Atome  alle  von  gleicher  Natur  (ponderablo  Körperatome) 
oder  von  verschiedener  Beschaffenheit  (Körper-  oder  Aetheratome)  sein. 
Entgegengesetzten  Falls  fände  Bewegung  statt,  über  deren  speciellc  Natur 
wir  vor  der  Hand  keine  Annahmen  zu  machen  brauchen.  Die  zwischen  den 
Punkten  des  Systems  wirkenden  Kräfte  lassen  sich  durch  eine  Potential- 
funetion  darstellen.  Ist  R  das  Potential  aller  Kräfte,  welche  auf  ein  be- 
stimmtes Atom  wirken,  so  liefert  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  be- 
kanntlich die  Gleichung 

d£R  =  d2±mvt 

und  daher 

£\m&  —  £R  =  consL 

Die  erste  Summe  ist  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems,  die 
zweite  Summe,  mit  umgekehrten  Vorzeichen,  nennt  Ilelmholtz*)  die 
Summe  der  Spannkräfte.  Diese  Bezeichnung  ist  nicht  glücklich  gewählt, 
weil  man  z.  B.  bei  der  Ausdehnung  einer  gespannten  Feder,  an  welche  man 
zunächst  denkt,  nicht  etwa  die  Summe  der  auf  einander  folgenden  Span- 
nungen darunter  verstehen  darf,  mit  welcher  das  Potential  gar  nicht  homogen 


*)  Die  Erhaltung  Hör  Kraft.  Merlin  1847.  p.  14. 
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ist,  und  weil,  wie  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  die  Anwendung  des  Wortes 
„Kraft"  zu  beklagenswerthen  Mißverständnissen  führen  kann.  Ich  bleibe 
daher  bei  dein  Ausdrucke  Potential  stehen  und  nenne  die  letzte  Summe 
das  Potential  des  Systems  auf  sich  selbst.  Die  Differenz  beider  Summen 
soll  die  Wirkungsfunction  des  Systems  heissen.  Das  Princip  der  Er- 
haltung der  Arbeit  lautet  also:  So  lange  auf  das  System  keine 
äusseren  Kräfte  einwirken,  bleibt  seine  Wirkungsfunction 
constant. 

Die  Anwendung  auf  die  Wärmetheorie  ist  einfach  die :  Mag  man  sich 
einen  Körper  wie  immer  aus  Körperatomen  und  Aetheratomen  zusammen- 
gesetzt denken  und  will  man  die  Wärmeerscheinungen  durch  Aenderungen 
des  Zustandes  dieser  Theile,  nicht  aber  durch  Uebergang  eines  Wänue- 
stoffes  von  einem  Körper  zum  andern  erklären,  so  ist  eine  solche  Aenderung 
nur  denkbar  durch  eine  veränderte  Anordnung  der  Theile,  denn  auch  die 
Aenderung  der  „Spannung"  desAethers  oder  der  Wechselwirkung  zwischen 
Korpertheilen  und  Aethcrtheilen ,  von  welchen  Herr  Decher  redet,  kann 
offenbar  nur  durch  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Lage  eintreten.  Geht 
also  das  System  aus  einem  Wärmezustand  in  einen  anderen  über,  so  wird 
sich  entweder  das  Potential  des  Systems  auf  sich  selbst  ändern ,  oder  die 
Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Systems,  oder  —  was  die  allgemeine 
Annahme  ist  —  beide.  Das  Wesen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie schliesst  keinen  der  beiden  erstgenannten  Fälle 
aus.  Naturgemäss  legt  man  aber  allen  Betrachtungen  am  besten  den  drit- 
ten Fall  als  den  allgemeinen  zu  Grunde.  Das  Princip  der  Erhaltung  der 
Arbeit  sagt  nun,  dass,  wenn  zwei  Systeme  in  Wechselwirkung  treten,  so 
dass  ihre  Wirkungsfunctionen  sich  ändern,  dennoch  die  Wirkungsfunction 
des  Gesammtsystems  ungeändert  bleibt.  Werden  also  nach  der  gegenseiti- 
gen Einwirkung  beide  Systeme  wieder  getrennt,  so  dass  das  Potential  der- 
selben auf  einander  Null  ist,  so  hat  die  Wirkungsfunction  des  einen  um 
eben  soviel  zugeuommen,  wie  die  des  andern  abgenommen  hat.  Ich  halte 
es  für  überflüssig,  dies  durch  spccielle  Beispiele  zu  erläutern.  —  Um  die 
Werthe  des  Potentials  des  Systems  auf  sich  selbst  bei  verschiedenen  Zu- 
ständen vergleichen  zu  können,  ist  natürlich  die  additive  Constante,  welche 
jede  Potentialfunction  ihrem  Wesen  nach  enthält,  jedesmal  auf  gleiche 
Weise  zu  bestimmen,  so  z.  B.  dass  das  Potential  bei  unendlicher  Entfer- 
nung aller  Puukte  des  Systems  Null  wird.  Die  Aeudernng  des  Potentials 
des  Systems  auf  sich  selbst  pflegt  man  gewöhnlich  die  „innere  Arbeit44 
des  Systems  zu  nennen.  Merkwürdigerweise  sagt  nun  Herr  Decher  an 
verschiedenen  Stellen  seiner  Abhandlung,  ganz  im  Widerspruch,  mit  seinen 
sonstigen  Ansichten,  dass  innere  Arbeit  bei  Gasen  nicht  denkbar  sei.  Herr 
Decher  dofinirt  nicht,  was  er  unter  iunerer  Arbeit  versteht.  Ich  kann 
jedoch  mit  dem  Worte  keinen  andern  präcisen  Begriff  verbinden ,  als  den 
soeben  angegebenen.  Dann  raüsste  aber,  wenn  innere  Arbeit  bei  den  Gasen 
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nicht  möglich  wäre,  das  Potential  einer  Gasmasse  auf  sich  selbst  einen  con- 
stauten,  von  Dichtigkeit  und  Temperatur  unabhängigen  Werth  haben. 
Nimmt  man  dies  an,  so  folgt  daraus,  dass  die  Aenderung  der  Wirkungs- 
function,  also  auch  des  Wärmezustandes,  nur  in  der  Aenderung  der  leben- 
digen Kraft  der  einzelnen  Atome  ihren  Grund  haben  kann,  mit  andern 
Worten,  es  folgt  daraus  gerade  die  Anschauungsweise,  die  man  sich  in 
neuester  Zeit  von  der  Molecularconstitution  der  Gase  gebildet  hat  und  die 
Herrn  Decher  besonders  anstössig  zu  sein  scheint.  Untersuchen  wir  im 
Folgenden,  inwieweit  diese  Anschauungsweise  geeignet  ist,  genügende 
Rechenschaft  Uber  die  Eigenschaften  der  Gase  zu  geben  und  wie  sich  bei 
denselben  insbesondere  der  Begriff  der  Temperatur  gestaltet. 

VL  Die  Molekularcoxwtitation  der  Gate. 

Als  Repräsentanten  der  verschiedenen  Ansichten  über  die  Molekular- 
Constitution  der  Gase,  welche  in  neuerer  Zeit  im  Zusammenbang  mit  der 
mechanischen  Wärmetheorie  aufgestellt  worden  sind,  erwähne  ich  die  von 
Rank  ine  »),  von  Redtenbacher  **),  und  endlich  die  von  Krön  ig'**) 
und  Clausius  f). 

Wir  ziehen  zunächst  die  letztere  Ansicht  in  Betracht,  weil  sie  sich 
durch  die  Einfachheit  empfiehlt,  mit  welcher  sich  aus  derselben  die  be- 
kannten Relationen  zwischen  Volum,  Druck  und  Temperatur,  sowie  zwi- 
schen der  Wärmecapacität  und  dem  Atomgewicht  der  gasförmigen  Körper 
ergeben.  Das  Wesentliche  der  Hypothese  besteht  bekanntlich  in  der  An- 
nahme, dass  die  Wirkungssphären  der  zwischen  den  Gasthcilchcu  wirk- 
samen Molekularkräfte  sehr  klein  sind  gegen  die  mittleren  Entfernungen 
der  Moleküle  im  gasförmigen  Zustand,  so  dass  sich  die^e  in  allen  möglichen 
Richtungen  in  geradlinigen  Bahnen  bewegen,  au*  welchen  sie  nur  abgelenkt 
werden,  wenn  zwei  Moleküle»  einander  so  nahe  kommen,  dass  sie  in  ihre 
gegenseitige  Wirkungssphäre  gerathen.  Das  Bild,  welches  Herr  Krön  ig 
zur  Veranschaulicftung  einer  solchen  Bewegnngsweise  braucht,  indem  er 
die  Gasatome  mit  aneinander  prallenden  vollkommen  elastischen  Kugeln 
vergleicht,  soll  eben  nur  ein  Bild  sein.  Das  Wesen  der  Ansicht  bleibt  un- 
geändert,  wenn  man  sich  anstatt  der  elastischen  Kugeln  unausgedehnte 
Atome ,  oder  wie  es  bei  chemisch  zusammengesetzten  Gasen  unbedingt 
nothwendig  ist,  Atomgruppen  denkt,  welche  einander  nach  einem  seiner 
Form  nach  nicht  zu  bestimmenden  Gesetz  abstossen  oder  anziehen.  Welches 


*)  W.  J.  Macquorn  Rankino :  On  thr  centrifugal  iheory  uf  elanlicity,  as  applied  to 
gase»  and  vapours.   Phil.  Mag.  (4.  8er.)  II.  509. 

**)  F.  Redtenbacher:  J)as  l>vnamidciit<y»tcm.  Mannheim  1857. 

***)  A.  Krünip:  Grundzüpo  einer  Theorie  der  Gase.  lierlin  185Ö  nnd  Popp. 
Ann.  XCIX.  312. 

f)  R.  Clausius:  Uebcr  die  Art  der  Bowepunp,  welche  wir  Wärme  nennen. 
Popp.  Ann.  C.  353. 
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von  beiden  der  Fall  sei,  lässt  sich  a  priori  nicht  entscheiden,  denn  es  ist 
klar,  dass  zwei  einander  begegnende  Moleküle,  welche  sich  anziehen,  um 
einander  geschlossene  oder  hyperbelähnliche  ungeschlossene  Bahnen  mit 
zwei  geradlinigen  Asymptoten  beschreiben  können,  je  nachdem  ihre  relative 
Geschwindigkeit  eiue  geringere  oder  grössere  ist.  Die  Art  der  Abweichun- 
gen vom  idealeu  Gaszustand  macht,  wie  wir  bald  sehen  werden,  das  Vor- 
handensein anziehender  Kräfte  wahrscheinlich.  Wem  es  übrigens  Gewissens- 
scrupel  macht,  dass  bei  Annahme  nur  anziehender  Kräfte  (freilich  mit  un- 
endlich kleiner  Wahrscheinlichkeit)  der  Fall  eintreten  könnte,  dass  die 
Bahnen  zweier  Atome  sich  in  einem  Punkte  durchkreuzten  und  beide  zu 
derselben  Zeit  denselben  Punkt  des  Raumes  einnähmen,  dem  bleibt  es 
überlassen,  bei  Annäherung  zu  einer  gewissen  Nähe  die  Anziehung  in  eine 
Abstossung  übergehen  zu  lassen ,  die  bei  abnehmender  Entfernung  über 
jede  endliche  Gränze  wächst.  Ohnedies  scheiut  es  ohne  die  Annahme  von 
Abstossungskräften  nicht  wohl  begreiflich,  dass  ein  Körper,  dessen  Atome 
einander  so  nahe  stehen  wie  inr  festen  Aggregatzustand ,  eine  für  ein  Gas 
undurchdringliche  Hülle  bilden  kann. 

Wenn  gleich  die  Vorstellung  vom  inneren  Druck  eines  Gases,  welche 
man  der  Aeromechanik  bisher  zu  Grunde  gelegt  hat,  wesentlich  auf  die 
Annahme  basirt  ist,  dass  die  Expansivkraft  der  Gase  von  der  Abstossung 
ihrer  kleinsten  Theile  herrührt,  wenn  also  alle  Gesetze  der  Aerodynamik 
einer  neuen  Herleitung  durch  die  neue  Hypothese  bedürfen,  so  scheiut  man 
sich  andererseits  mehrfach  die  irrige  Vorstellung  zu  machen,  als  ob  die  Art 
des  Druckes,  welchen  solche  bewegte  Gasatome  auf  eine  feste  Wand  aus- 
üben, eine  wesentlich  von  derjenigen  verschiedene  wäre,  welche  wir  uns 
überhaupt  beim  Druck  flüssiger  oder  elastischer  Körper  vorzustellen  ge- 
wohnt sind*).  Den  Standpunkt,  von  welchem  man  Druck  und  Stoss  für 
zwei  ihrem  Wesen  nach  verschiedene  Wirkungsweisen  ansah,  hat  die  Me- 
chanik glücklichweise  schon  längst  überwunden,  und  wenn  die  Lehrbücher 
noch  ein  Capitel  über  sogenannte  Momentankräfte  enthalten,  so  ist  es  eben 
nur,  um  ihre  Identität  mit  den  stetig  wirkenden  nachzuweisen.  Es  ist  klar, 
dass  der  Druck  auch  hier  nur  von  den  stetig  wirkenden  Kräften  herrührt, 
welche  zwischen  den  Wandmolekülen  und  den  in  jedem  Augenblick  in  ihrer 
Wirkungssphäre  befindlichen  Gasmolekülen  thätig  sind,  und  dass  der  in 
einem  beliebigen  Zeitmomeut  stattfindende  Druck  ungeändert  bleiben  würde, 
weun  man  sich  sämmtliche  Atome  in  ihrer  augenblicklichen  Lage  fixirt 
dächte.  Da  sich  die  Gasmolekülo  der  Annahme  zufolge  grösstenteils  in 
solchen  Entfernungen  befinden,  in  welchen  sie  auf  einander  keine  Be- 
schleunigung ausüben,  so  rührt  die  zur  Granzfläcbo  normale  Beschleuni- 
gungscomponente ,  welche  ein  Gasmolekül  erfährt,  das  sich  augenblicklich 
in  der  Wirkungssphäre  der  festen  Wand  befindet,  ausschliesslich  von  den 

*)  Lame:  Linons  sur  la  thöoiir  mathematiquv  de  Vilasticitv ,  %.  5. 
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Kräften  her,  die  von  den  Molekülen  der  festen  Wand  ausgehen,  oder  die 
während  deß  Zeitelementes  dt  auf  dasselbe  wirkende  Normalcomponente 

d*x 

dieser  Kräfte  ist  m  Gleich  gross  und.  entgegengesetzt  ist  die  Summe 

der  Wirkungen  des  Gasmoleküls  auf  die  während  dieses  Zeitelementes  in 
seiner  Wirkungssphäre  befindlichen  Waudatome.  Tritt  also  ein  Gasmolekiil 
von  der  Masse  m  zur  Zeit  t0  in  die  Wirkungssphäre  der  Wand  mit  der  zur 

Trennungsfläche  senkrechten  Geschwindigkeitscomponente  (||y)0  c'n  un(l 
verlässt  dieselbe  zur  Zeit  /,  mit  der  Geschwindigkeitscomponente  (^y-^  i  so 

ist  die  Gesammtwirkung  dieses  Gasatoms  m j  ^  dl—m  [(^y^—  (|yy)  ]  * 

Da  die  Moleküle  in  fortwährender  Bewegung  sind,  so  rührt  der  wirk- 
lich stattfindende  Druck  in  jedem  Augenblick  von  andern  Molekülen  her, 
die  in  die  Wirkungssphäre  eintreten,  und  ist  in  jedem  Augenblick  ein  an- 
derer. Bei  der  sehr  grossen  Zahl  der  Gasmoleknie  aber,  welche  in  jedem 
messbaren  Zeittheil  gegen  jedes  messbare  FlKchenstück  der  Wand  stossen, 
behält  der  Druck  für  unsere  Wahrnehmung  einen  constanten  Mittehverth. 
Die  von  jedem  einzelnen  Molekül  herrührende  Wirkung  ist,  wie  aus  Obigem 
erhellt,  seiner  Masse  und  der  Aenderung  seiner  normalen  Geschwindigkeits- 
componente proportional;  da  aber  keine  Richtung  bevorzugt,  und  da  ferner 
die  Anzahl  der  Gasmoleküle,  welche  in  einer  gegebenen  Zeit  g<'gen  die 
Wand  stossen,  selbst  der  Dichtigkeit  (Anzahl  der  in  der ' Volumeinheit  ent- 
haltenen Gasmoleküle)  und  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  Moleküle 
proportional  ist,  so  resultirt  daraus  ein  Druck  auf  die  Wand,  der  proportio- 
nal ist  der  Masse  und  dem  Quadrat  der  mittleren  Geschwindigkeit,  d.  h.  der 
mittleren  lebendigen  Kraft  eines  Moleküls  und  der  Zahl  der  in  der  Volum- 
einheit enthaltenen  Moleküle.  Identificirt  man  die  mittlere  lebendige  Kraft 
ein»*»  Moleküls  mit  der  absoluten  Temperatur,  so  hat  man  das  Mariotte- 
G  ay- Lussac'sche  Gesetz.  Wenden  wir  nun  die  oben  aus  dem  Satz  der 
lebendigen  Kräfte  gewonnenen  allgemeinen  Principien  auf  diese  spccielle 
Hypothese  an. 

Das  Potential  jedes  Moleküls  auf  sich  selbst  ist  eine  constante  Grösse, 
so  lange  ftie  Anordnung  der  Atome  im  Molekül  unverändert  bleibt;  dasselbe 
ist  Null,  wenn  man  sich  an  Stelle  der  Moleküle  einfache  unausgedehnte 
Atome  denkt,  es  ist  aber  gewiss  nicht  Null  bei  den  chemisch  zusammen- 
gesetzten Gasen.  Das  Potential  der  Moleküle  auf  einander  ist,  da  sie  sich 
ausserhalb  ihrer  gegenseitigen  Wirkungssphäre  befinden,  bei  einem  idealen 
Gase  verschwindend  klein  und  bei  den  wirklichen  Gasen  um  so  kleiner,  je 
geringer  die  Abweichung  vom  idealen  Gaszustand.  Kommen  zwei  Moleküle 
in  ihre  gegenseitige  Wirkungssphäre,  so  werden  ihre  Geschwindigkeiten 
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grösser  oder  kleiner  als  vor-  und  nachher,  je  nachdem  sie  einander  an- 
ziehen oder  abstossen;  in  jedem  Fall  aber  nimmt  die  Summe  ihrer  lebendi- 
gen Kräfte  um  eben  so  viel  zu  oder  ab,  als  ihr  Potential  aufeinander.  Ha- 
ben sie  sich  wieder  aus  ihrer  Wirkungssphäre  entfernt,  so  ist  das  Potential 
wieder  Null  und  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  wieder  so  gross  als  vor- 
her. Da  die  wirklichen  Gase,  wenn  sie  sich  ausdehnen ,  ohne  äussere  Ar- 
beit zu  leisten,  eine  geringe  Temperaturerniedrigung  zeigen,  so  hat  nach 
der  Annahme  die  mittlere  lebendige  Kraft  um  eine  geringe  Grösse  abge- 
nommen, mithin  ist,  da  die  Wirkungsfunctiou  ungeändert  geblieben,  auch 
das  Potential  verkleinert,  d.  h.  die  zwischen  den  Molekülen  wirkenden 
Kräfte  sind  anziehende,  bei  denjenigen  Entfernungen  wenigstens,  in  wel- 
chen sie  der  Mehrzahl  nach  auf  einander  einwirken.  Das  gleiche  Resultat 
ergiebt  sich  auch  daraus,  dass  der  Druck  langsamer  wächst,  als  die  Dichte, 
indem  der  den  Druck  auf  die  Hülle  vermindernde  Einfluss  der  gegenseiti- 
gen Anziehung  der  Gasmoleküle  um  so  mehr  hervortritt,  je  geringer  die 
Entfernungen  derselben  werden.  Das  Wasserstoffgas  macht  bekanntlich 
eine  merkwürdige  Ausnahme,  indem  es  von  dem  Alariotte'schen  Gesetz  im 
entgegengesetzten  Sinne  abweicht,  während  doch  nach  den  allerdings  wohl 
nicht  ganz  sicheren  Beobachtungen  von  Thomson  und  Joule  bei  der 
Expansion  desselben  eine  geringe  Abkühlung  stattfindet. 

Will  man  nach  der  bisher  üblichen  Vorstellungsweise  den  Druck  der 
Gase  auf  ihre  Hüllen  durch  eine  gegenseitige  Abstossung  der  Gasmoleküle 
erklären,  so  folgt  daraus,  dass  mit  der  Entfernung  der  Gasmoleküle  von 
einander  auch  das  Potential  der  Moleküle  auf  einander  wächst  und  daher 
bei  der  Expansion  ohne  äussere  Arbeit  auch  die  lebendige  Kraft.  Nach- 
dem also  die  fortschreitende  Bewegung  des  Einströraens  in  den  leeren 
Raumsich  in  Molekularbewegung  umgesetzt  hätte,  raüsste  die  Tem- 
peratur des  Gases  höher  sein,  als  zuvor.  Diese  Bemerkung  ist 
übrigens  auch  von  Herrn  B  u j  s  -  B  a  1 1  o  t  in  einer  Abhandlung  gemacht  wor- 
den *)  die  sonst  an  Klarheit  der  Auffassung  manches  zu  wünschen  übrig 
lässt.  Insbesondere  trifft  dieselbe  die  Hypothese  der  Molekularwirbel  von 
Rank  ine  sowie  das  Dynamidcnsystem  von  Redtenbacher,  auf  welche 
näher  einzugehen  hier  leider  des  beschränkten  Raumes  wegen  nicht  mög- 
lich ist.  Bei  beiden  wird  nämlich  der  Zuwachs  der  Temperatur  dem  Zu- 
wachs der  lebendigen  Kraft  eines  Moleküls  (Aetheratoms)  proportional  ge- 
setzt, und  dabei  doch  der  Druck  des  Gases  durch  die  gegenseitige*  Abstos- 
sung der  Moleküle  erklärt.  Ist  die  T  emperatur  der  lebendigen 
Kraft  der  Molekularbewegung  proportional  oder  überhaupt  eine 
Function  derselben  allein,  so  folgt  aus  den  Thomso  n  -  Joule'schen  Ver- 
suchen, dass  die  lebendige  Kraft  dieselbe  bleibt,  wenn  das.Gas  sich  ohne 
Acnderung  der  Wirkungsfunction  ausdehnt.    Das  Potential  der  Gaamasse 


*)  Potfg.  Ann.  1858.  CHI.  p.  249. 
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auf  sich  selbst  ist  also  —  unter  dieser  Voraussetzung  —  ebenfalls 
von  der  Dichtigkeit  unabhängig  (oder  diq  zur  Ausdehnung  erforderliche 
innere  Arbeit  gleich  Null)  mithin  ändert  sich  dasselbe  nicht  mit  der  gegen- 
seitigen Entfernung  der  Moleküle,  oder  dieselbeu  befinden  sich  ausserhalb 
ihrer  gegenseitigen  Wirkungssphäre.  Man  wird  somit  nothwendig  auf  die- 
jenige Ansicht  von  der  Molekularconstitution  der  Gase  geführt,  welche  von 
Herrn  Krön  ig  und  Clausius  ausgeführt  worden  ist.  Es  bleibt  dabei  un- 
bestimmt, ob  die  lebendige  Kraft  nur  von  der  fortschreitenden  Bewegung 
der  Moleküle  oder  ausserdem  von  einer  rotirenden  oder  schwingenden  Be- 
wegung der  das  Molekül  bildenden  Atome  herrührt.  Herr  Clausius  ge- 
langt zu  der  letztern  Ansicht,*)  indem  er  die  mittlere  Geschwindigkeit 
der  Moleküle  berechnet,  welche  erforderlich  ist,  um  den  Druck  einer  Atmo- 
sphäre hervorzubringen  und  findet,  dass  die  lebendige  Kraft  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  nur  etwa  0,6315  von  der  in  der  Luft  enthaltenen  Wärme- 
menge, d.  h.  dem  Product  des  Arbeitsaeqnivalents  der  speeifischen  Wärme 
bei  constantem  Volum  und  der  absoluten  Temperatur  beträgt.  Dies  nöthigt 
weiter  zu  der  Annahme,  die  man  schwerlich  ohne  Weiteres  zugeben  kann, 
dass  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  zu  der  der  inneren 
Bewegung  der  Moleküle  in  einem  constanten  von  der  Temperatur,  also  von 
der  Geschwindigkeit  der  Bewegung  unabhängigen  Verhältnis  steht.**) 

Vergleicht  man  die  Temperaturen  verschiedener  Gase,  so  führt  das 
Du  long-  Petit'  sehe  Gesetz,  nach  welchem  das  Product  aus  der  speeifi- 
schen Wärme  und  dem  Atomgewicht  einen  für  alle  chemisch  -  einfachen 
Gase  und  wieder  für  alle  zusammengesetzten  Gase  mit  gleichem  Conden- 
sationsverhältniss  eine  constante  Zahl  ist,  zu  der  Annahme,  das»  die  Tem- 
peratur der. lebendigen  Kraft  eines  Atoms  (chemischen  Aequivalents)  pro- 
portional zu  setzen  ist.  Man  muss  sich  vor  der  Illusion  hüten,  damit  um- 
gekehrt das  Dulong'schc  Gesetz  erklärt  zu  haben;  denn  es  ist  bis  jetzt  we- 
nigstens nicht  nachgewiesen  worden,  warum  zwei  Gase  sich  im  Wärmo- 
gleichgewicht  befinden,  wenn  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Atoms  in 


*)  Pogg  Ann.  1857.  C  p.  380. 

**)  Die  Unabhängigkeit  von  der  Temperatur  dürfte  auch  Herr  Hoppe  schwer- 
lich nach  Grundsätzen  der  Wahrscheinlichkeit  zugestehen  (vgl.  die  Bemerkungen  von 
Hoppe  in  Pogg.  Ann.  CIV.  p.  285  und  die  Erwiderungen  von  Clausius  Pogg.  Ann. 
p.  257).  Die  Rechnung  des  Herrn  Clausius  beruht  auf  der  Annahme,  dass  die  Tem- 
peratur eines  Gases  der  in  ihm  enthaltenen  Wärmeinenge  proportional,  oder  dass  die 
Integrationsconstante  der  Gleichung  tt)  (Pogg.  Ann.  C.  p.  377)  Null  ist.  Diese  An- 
nahme ist  jedoch  nicht  gerechtfertigt,  selbst  wenn  man  die  speeihsche  Wärme  c  inner- 
halb der  uns  zu  Gebote  stehenden  Temperaturgrenzen  al«  coiistant  betrachtet.  Denn 
sicher  wird  kein  Gas  den  gasförmigen  Zustand  bis  in  die  Nähe  des  Nullpunkts  der  ab- 
soluten Temperaturscala  beibehalten  und  im  festen  und  flüssigen  Zustand  ist  die  spe- 
eifische  Wärme  jedenfalls  eine  andre  als  im  gasförmigen.  Ich  glaube  nicht,  dass  mau 
gegen  die  Hypothese  von  Rankine  einen  Vorwurf  aus  der  von  Herrn  Rankine  selbst 
gemachten  Folgerung  herleiten  kann  „das«  der  absolute  Nullpunkt  der  im  Gase  ent- 
haltenen Wärmemenge  nicht  mit  dem  absoluten  Nullpunkt  der  Temperaturscala  ssu- 
sammenfällt."  (Phil.  Mag.  (4)  II.  p.  523.) 
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beiden  gleich  gross  ist.*)  Bleibt  man  sich  consequent,  so  wird  man  auch 
bei  den  festen  und  flüssigen  Körpern,  für  welche  das  Dulong-Pctit'scbe 
Gesetz  ebenfalls  gilt,  unter  Temperatur  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines 
Atoms  verstehen  müssen.  Da  man  aber  annehmen  muss,  dass  die  Atome 
fester  Körper  um  stabile  Gleichgewichtslagen  schwingen,  so  findet  hier  in 
jeder  Elementarschwingung  eine  stetige  Umsetzung  von  lebendiger  Kraft 
in  innere  Arbeit  und  umgekehrt  statt.  Da  sich  die  Atome  in  sehr  vielen 
verschiedeneu  Schwingungsphasen  befinden ,  so  kann  man  allerdings  an- 
nehmen ,  dass  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der  in  einem  endlichen 
Körperstück  enthaltenen  Atome  einen  constanten,  von  der  Zeit  unab- 
hängigen, Mittelwerth  haben  wird.  Es  müsste  nun  wieder  gezeigt  werden, 
dass  die  Bedingung  für  das  Wärmegleichgewicht  zwischen  zwei  einander 
berührenden  heterogenen  Körpern  darin  besteht,  dass  die  mittlere  leben- 
dige Kraft  eines  Atoms  in  beideu  gleich  gross  sein  muss. 

Es  sind  gegen  die  Theorie  der  Horren  Krönig  und  Clausius  von 
verschiedenen  Seiten  Einwürfe  gemacht  worden,  welche  sich  namentlich 
darauf  bezichen,  dass  die  Diffusion  der  Gase  nicht,  wie  aus  der  Theorie  za 
folgen  scheint,  augenblicklich  erfolgt.  Herr  Clausius  widerlegt  diesen 
Einwurf,  indem  er  zeigt,  dass  es  dem  Wesen  der  Ilypothcso  keineswegs 
widerspricht,  die  Zusammenstösse  der  Moleküle  so  häufig  anzunehmen,  dass 
dadurch  die  Langsamkeit  der  Diffusion  hinreichend  erklärt  wird.  Achn- 
liche  Ansichten  hat  llerr  Krön  ig  in  der  physikalischen  Gesellschaft  aus- 
gesprochen. Wenn  man  dadurch  den  Einwurf,  der  sich  auf  die  Vermeng- 
ung der  Gase  bezieht,  als  widerlegt  betrachten  darf,  so  gilt  dies  keineswegs 
von  dem  andern,  dass  locale  Temperaturverschiedenheiten  in  einer  Gas- 
masse nicht  möglieh  wären,  sondern  sehr  schnell  eine  Ausgleichung  der 
mittleren  Geschwindigkeiten  durch  die  ganzo  Gasmasse  stattfinden  müsste. 
Um  die  wesentliche  Verschiedenheit  beider  Punkte  nachzuweisen,  wählen 
wir,  da  die  unregelmäßige  Bewegung  der  Gasatomo  der  Anschauung  we- 
nig zugänglich  ist,  ein  einfaches  Analogon.  Man  denke  sich  eine  Reihe 
gleicher  vollkommen  elastischer  Kugeln  in  gleichen  Abständen  in  einer  ge- 
raden Linie  aufgestellt.  Theilt  man  der  ersten  eine  Geschwindigkeit  mit, 
vermöge  deren  sie  die  zweite  central  stösst,  so  wird  zwar,  indem  die  Be- 
wegung sich  durch  die  ganze  Reihe  fortpflanzt,  jede  Kugel  ihren  Ort  nur 
um  so  viel  verändern,  als  der  Abstand  je  zweier  Kugeln  beträgt;  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  ersten  mitgetheilt  wurde,  wird  sich  aber  durch 
die  ganze  Reihe  ungefähr  ebenso  schnell  fortpflanzen,  als  ob  die  erste, 
ohne  auf  ein  Hindemiss  zu  stossen,  sich  weiter  bewegt  hätte.  Fände  Übri- 
gens eine  solche  schnelle  Ausgleichung  der  Geschwindigkeiten  durch  die 
Gasraasse  nicht  statt,  so  würde  andrerseits  daraus  folgen,  dass  ein  Gas, 

*l  Wenn  zwei  elastische  Kugeln  zusammenstossen ,  deren  lebendige  Kräfte  vor 
dem  8 tos«  gleich,  deren  Massen  aber  ungleich  sind,  so  findet  nach  dorn  Sto»s 
die  Gleichheit  der  lebendigen  Kräfte  im  Allgemeinen  nicht  mehr  statt. 
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welches  durch  einen  beweglichen  Stempel  comprimirt  wird,  sich  nur  an  der 
Stelle  erwärmte,  wo  es  an  den  Stempel  grenzt.  Es  wäre  dies  ein  Experi- 
mentum  crucis  für  die  Theorie. 

Aus  den  Versuchen  von  Joule  uud  Thomson  ist  bekannt,  dass  ein 
Gas,  welches  unter  hohem  Druck  dui*ch  eine  enge  Oeffnung  gepresst  wird, 
sobald  der  Gasstrom  aus  dem  stürmischen  Bewegungszustand ,  welchen  er 
beim  Ausströmen  angenommen  hat,  wieder  in  eine  ruhige  gleichförmige  Be- 
wegung Ubergegangen  ist,  seine  ursprüngliche  Temperatur  fast  genau, 
oder  unter  Voraussetzung  eines  idealen  Gases,  vollkommen  genau  wieder 
erlangt  hat.  Dies  steht  vollkommen  in  Einklang  mit  der  Theorie,  denn 
nach  dieser  besteht  das  Ausströmen  des  Gases  aus  der  Oeffnung  eben  nur 
darin,  dass  durch  dieselbe  von  der  Seite  her,  wo  die  Dichtigkeit  am  gröss* 
ten  ist,  nach  der  andern  Seite  mehr  Atome  passiren,  als  in  entgegenge- 
setzter Richtung,  ohne  dass  sie  dabei  ihre  mittlere  Geschwindigkeit  ändern. 
Gegen  ein  dicht  vor  der  Oeffnung  stehendes  Thermometer  wtirden  also  nur 
von  einer  Seite  mehr  Atome,  aber  mit  derselben  mittleren  lebendigen  Kraft 
stossen,  als  von  der  andern  Seite.  Nun  zeigt  aber  die  Beobachtung,  dass 
das  Thermometer  eine  bedeutend  niedrigere  Temperatur  angiebt,  wenn  es 
dicht  vor  die  Oeffnung  in  den  Gasstrom  gebracht  wird ,  dass  also  in  der 
That  eine  Umsetzung  von  Wärme  in  fortschreitende  Bewegung  und  wieder 
von  fortschreitender  Bewegung  in  Wärme  stattfindet.  Dasselbe  beweist  der 
Versuch,  welcher  schon  von  Gay-Lussac*)  angestellt  und  später  unter 
dem  Namen  des  Joule' sehen  Fundamental  Versuchs  bekannt  geworden  ist. 
Wenn  nämlich  ein  mit  Luft  gefülltes  GefHss  mit  einem  gleich  grossen  luft* 
leeren  plötzlich  in  Verbindung  gesetzt  wird ,  so  zeigt  nach  Ausgleichung 
des  Druckes  die  Luft  im  ersten  GefKss  eine  Temperaturerniedrigung,  im 
zweiten  eine  gleich  grosse  Temperaturerhöhung.  Von  einer  solchen  Um- 
setzung der  Wärrae  des  Gases  in  fortschreitende  Bewegung  und  umgekehrt 
vermag  aber  die  fragliche  Theorie  keine  Rechenschaft  zu  geben ,  wie  sie 
sich  überhaupt  in  der  Verlegenheit  befindet,  die  Wärmebewegung  von  der 
fortschreitenden  nicht  unterscheiden  zu  können.  Letztere  besteht  nämlich 
nach  derselben  nur  darin,  dass  entweder  die  Anzahl  oder  die  Geschwin- 
digkeit der  nach  einer  Richtung  bewegten  Gasmoleküle  grösser  ist,  als  nach 
der  entgegengesetzten;  ersteres  würde  im  oben  erwähnten  Beispiel  des 
Ausströmens  aus  einer  Oeffnung  der  Fall  sein,  letzteres  wenn  man  einer 
Gasmasso  mit  ihrer  Hülle  eine  gleichförmige  fortschreitende  Bewegung  mit- 
theilte. Im  letzteren  Fall  kann  man  sich  —  um  sehr  paradoxe  Consequen- 
zen,  die  leicht  in  die  Augen  fallen,  zu  vermeiden  —  dadurch  helfen,  dass 
man  die  Geschwindigkeit  relativ  gegen  die  mitbewegte  Hülle  nimmt;  wie 
man  aber  die  Erscheinungen  beim  Ausströmen  des  Gases  mit  der  Theorie 
in  Einklang  bringen  will,  ist  nicht  abzusehen. 


*)  Gilberls  Annalen,  Band  XXX.  p.  249. 
Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Phy»ih.  V.  9 
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Schliesslich  erwähne  ich  noch  einer  Schwierigkeit,  ohne  des  leider 
beschränkten  Raumes  wegen  näher  auf  ihre  Discussion  eingehen  zu  kön- 
nen ,  nämlich  der  von  mehreren  Seiten*)  in  Anregung  gebrachten  Frage, 
ob  die  Gesetze  der  Schallbewegung  aus  der  Theorie  von  Krön  ig  und 
Clausius  herzuleiten  seien.  Herr  Helm  ho  Hz  scheint  es  für  möglich  zu 
halten,  wenn  man  die  Hypothese  in  der  Weise  auffasst,  wie  es  von  Clau- 
sius in  seiner  neueren  Abhandlung  geschehen  ißt.  Es  ist  mir  dies  aber 
mehr  als  zweifelhaft,  wenigstens  verliert  die  Herleitung  der  Differential- 
gleichungen der  Schallbewegung,  wie  sie  in  der  Hydrodynamik  gegeben 
wird,  jeden  Halt,  da  ein  Gas  nur  einen  Druck  ausübt,  wo  es  an  eine  feste 
Wand  grenzt,  von  einem  Druck  der  Gastheile  gegen  einander  aber,  in  dem 
Sinne,  wie  er  in  der  Aerostatik  aufgefasst  wird,  durchaus  nicht  die  Rede 
sein  kann.  Da  immer  nur  von  mittleren  Geschwindigkeiten  die  Rede  ist, 
und  die  Wege  und  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Atome,  wie  sich  Hoppe 
ausdrückt,  gar  nicht  controlirt  werden  können,  so  scheint  mir  eine  regel- 
mässige Fortpflanzung  einer  Schallwelle  überhaupt  nicht  möglich  zu  sein. 

Die  Resultate  der  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  kurz  in  fol- 
genden Sätzen  zusammenfassen: 

1.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  in  einem  Körper  enthaltene  Wärme- 
menge der  lebendigen  Kraft  seiner  Moleküle  proportional  und  dass  die 
Temperatur  eine  Function  der  lebendigen  Kraft  allein  ist,  so  wird  man 
durch  die  an  Gasen  zu  beobachtenden  Thatsachen  mit  Nothwendigkeit  auf 
die  von  Krön  ig  und  Clausius  ausgeführte  Ansicht  über  die  Molekular- 
Constitution  der  Gase  geführt. 

2.  Diese  Hypothese  ist  bis  jetzt  mindestens  noch  den  Nachweis  schul- 
dig, warum  die  Bediugung  des  Wärmegleichgewichts  zwischen  zwei  hete- 
rogenen Körpern  darin  besteht,  dass  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines 
(chemischen)  Atoms  in  beiden  Körpern  gleich  gross  ist. 

3.  Man  stösst  bei  dieser  Hypothese  auf  die  Schwierigkeit,  dass  die  Wär- 
mebewegung von  der  fortschreitenden  Beweguug  einer  Gasmasse  überhaupt 
nicht  zu  unterscheiden  ist;  dieselbe  führt  bei  der  Ausströmung  eines  Gases 
in  einen  luftleeren  oder  luftverdünnten  Raum  zu  Consequenzen,  welche  mit 
der  Erfahrung  im  Widerspruch  stehen. 

4.  Die  Argumente,  durch  welche  Herr  Clausius  gewisse  gegen  die 
Hypothese  gerichtet© Einwürfe  zu  widerlegen  gesucht  hat,  erreichen  diesen 
Zweck  nur  theilweise.  Insbesondere  treffen  sie  nicht  den  Einwand ,  da** 
locale  Temperaturverschiedenheiten  in  einem  luftformigen  Medium  sich  in 
ausserordentlich  kurzer  Zeit  ausgleichen  müssten. 

5.  Die  Hypothese  ist  ferner  nicht  im  Stande,  über  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung  des  Schalls  in  luftformigen  Medien  genügende  Rechenschaft 
zu  geben. 

•)  z.  B.  von  Helmhol U:  Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1856,  darge- 
stellt von  der  physikalischen  Gesellschaft,  p.  354. 
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6.  Aas  alledem  ergiebt  sich  die  Folgerung,  dass  es  wenigstens  vor  der 
Hand  noch  ungerechtfertigt  ist,  die  in  einem  Körper  enthaltene  Wärme- 
menge ohne  Weiteres,  wie  es  zu  geschehen  pflegt,  mit  der  lebendigen  Kraft 
der  Molekularbewegung  zu  identificiren  oder  die  Temperatur  der  lebendi- 
gen Kraft  eines  Atoms  proportional  zu  setzen. 

Ueberhaupt  ist  es  der  Natur  der  mechanischen  Wärmetheorie  nach 
misslich,  von  der  „in  einem  Körper  enthaltenen"  Wärmemenge  zu  reden. 
Versteht  man  darunter  die  lebendige  Kraft  der  Molekularbewegung,  so 
rauss  man  mit  Rankine  zwischen  wahrer  und  scheinbarer  Wärmecapaci- 
tät  unterscheiden.  Erstere  ist  dor  Quotient  der  lebendigen  Kraft  der  in 
der  Masseneinheit  enthaltenen  Atome  durch  die  Temperatur,  welche  für 
jeden  Körper  einen  constanten  Werth  hat.  In  der  That  aber  können  wir 
immer  nur  die  scheinbare  speeifische  Wärrae,  nämlich  den  Differential- 
quotienten der  Wirkungsfunction  in  Beziehung  auf  die  Temperatur,  be- 
stimmen, da  inan  nie  wissen  kann,  wie  viel  von  der  einem  Körper  zuge- 
führten Wärme  zur  inneren  Arbeit  (Verminderung  des  Potentials)  und  wie 
viel  zur  Vermehrung  der  lebendigen  Kraft  verbraucht  wird.  Die  von 
He  Im  ho  Hz  (Fortschritte  der  Physik  f.  1851,  1851  p.  568)  mit  sehr  richtigem 
Takt  adoptirte  Definition  der  in  einem  Körper  enthaltenen  Wärmemenge, 
ist  mit  dem  Wärmeäquivalent  der  Wirkungsfunction  identisch.  Um  alle 
Zweideutigkeiten  zu  vermeiden,  wäre  es  das  Beste,  überhaupt  nicht  mehr 
von  der  in  einem  Körper  enthaltenen  Wärmemenge,  sondern  nur  von  seiner 
Wirkungsfunction  zu  reden. 

Jedenfalls  ist  durch  die  mechanische  Wärmetheorie  selbst  die  Mög- 
lichkeit nicht  ausgeschlossen ,  dass  die  Tenipcraturverschiedenheiten  über- 
haupt nur  auf  einer  Verschiedenheit  des  Potentials  (verschiedenen  Anord- 
nung der  Atome)  beruhten  und  es  wäre  vielleicht  nicht  unangemessen,  der 
gangbaren  Auffassung  der  mechanischen  Wärmetheorie  gegenüber  auch 
einmal  einen  Versuch  in  dieser  Richtung  zu  machen.  Bemerkens  werth  sind 
die  Andeutungen,  welche  Herr  Koosen  hierzu  in  seiner  Abhandlung  über 
die  Gesetze  der.Elasticität  homogener  Körper  (Pogg.  Ann.  CI.  401)  gege- 
ben hat,  wiewohl  man  sich  den  dort  ausgesprochenen  Ansichten  schwerlich 
ohne  Weiteres  anschliessen  wird.  , 
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XI.  Gelegentliche  Bemerkung  über  unendliche  Reihen.  Bekanntlich 
hat  zuerst  LejeaneDiricblet  bemerkt,  dass  bei  einer  unendlichen  Reihe 
aus  dem  Verschwinden  ihrer  einzelnen  Glieder  nicht  auf  das  Verschwinden 
der  Reihensumme  geschlossen  werden  darf ;  —  vielleicht  sind  ein  paar  er- 
läuternde Worte  zu  dem  von  Dirichlet  gegebenen  Beispiele,  sowie  die 
Mittheilung  weiterer  Fälle  der  Art  den  Lehrern  der  Analysis  nicht  unwill- 
kommen. 

Dass  die  Summe  /*(o)  der  Reihe 


Glied  bei  jenem  Werthe  verschwindet,  kann  man  schon  ersehen,  wenn  man 
der  obigen  Gleichung  die  Form 


ertheilt;  es  wird  dann  /"(<))  =  0.  a>,  also  nicht  unzweifelhaft  =0.  Will 
man  den  Betrag  von  f(0)  auf  elementarem  Wege  finden,  so  bedarf  es  nur 
der  Bemerkung,  dass 


Art    2t+9  Art  —  lH.e    2i+e  +  3i+e 


ist,  woraus  folgt 
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+  9  +     +     +  *  +     +  2),+^  +  •••], 

den  ersten  Theil  direct  numerisch  zu  berechnen  und  den  zweiten  in  eine 
andere  stärker  convergirende  Reibe  umzusetzen.  Man  hat  nun 


1 — _   :          /  uv  ,  ~hu  lh. 


mitbin 


*'+*  T  (*  +  1)'+*      (*  +  2)'+»  T  "  ' 

OD 

andererseits  ist  nach  einem  sehr  bekannten  Satze 

ut?  u 
<r«  —  1        ^  e"—  1 

worin  5,,  /?,  etc.  die  Bernoul  Ii 'sehen  Zahlen  bedeuten  und  #  zwischen 
0  und  1  liegt;  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  lassen  sich  die  einzelnen 
Glieder  leicht  integriren ,  so  dass  man  erhält 

1  i     1     i     1  i 


T  (Ar  +  1) 1  +*  T  (Ar  +  2) 1  +* 

i     rrfo)  ,    r(p  +  i)    A_  r(g  +  2)  _ 

r(l+o)L"**"+4  M.2 


1.2...  (2w  +  2)i/ 


Setzt  man  für  d  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  liegt  R  zwischen 
0  und 

1.2. ..(Äii  +  2)  J  att~1.2...(2»  +  2) 

Der  Rest  beträgt  also  einen  Bruchtheil  desjenigen  Gliedes,  das  bei  weiterer 
Fortsetzung  der  Reihe  folgen  würde.  Wir  multipliciren  beide  Seiten  der 
vorigen  Gleichung  mit  q ,  substituiren 

n?  +  i)  =  ?rw,  r(o  +  2)  =  «(a  +  i)r(a), 

setzen  zur  Abkürzung 
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i 

*~  T7r^'  *  — ~  1.273 

und  erhalten  nunmehr  folgendes  Resultat: 

In«)  =  9  [jT+i  +  .JT+ »  +  •  •  •  +  (i™0' 1  +*]  ' 

+ s  [•  +  *•  +  ^"  -    +■■•+<- ,)""'  -v»'.'?! 

worin  6  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet. 
Nimmt  man  k  =  10,  so  wird 


3) 


j_  J  l~i  I-  Jlo  I   Pt      -  pl    4-      p6  1 

10*  L        4  *      00«      300000      42O0O0O0      '  * '  J 


und  der  Rest  beträgt  jedesmal  einen  Brnchtlieil  des  folgenden  Gliedes;  diese 
Formel  gewährt  eine  nnsehnliche  Genauigkeit*). 

Aus  dem  D irichlet'schcn  Satze  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihensuinme 

.         sin  x      sin  ix      sin  Ix 
*  (*)  =  -p-  +  +  -3*-  +  •  •  • 

für  ar  =  0  nicht  verschwindet.  Es  ist  nämlich ,  wenn  z  einen  Bogen  des 
ersten  Quadranten  bezeichnet, 

z  >  sin  :>:-i:', 
mithin  liegt  qp(x)  zwischen  don  Grössen 

— -4-  — +  — + 

und 

X  X  /     1  1  \ 

{T+T  +  2'+T  +  ' '  '  ~~  +  2*+3  +  ' '  7 » 

beide  nähern  sich  der  gemeinschaftlichen  Grenze  1,  mithin  ist  <p(0)-=  1. 
Eine  andere  hierher  gehörende  Reihensumme  ist 

4)       * w  =  (TT7?  +  öTTif  +  ÜTO? + '  •  • 

die  Reihe  convergirt  für  alle  positiven  a-;  für  x  —  0  verschwindet  jedes 
einzelne  Glied  derselben ,  da  aber 

*  w = x  [öT*r  +  (T+W  +  ötss?  +  •  •  •]  • 

wird  ^(0)=0.oo,  also  unbestimmt.  Dass  in  der  That  1// (0)  nicht  den 
Werth  Null  hat,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Es  ist 


*)  Dirichlet  benutzt  in  der  Hauptsache  dasselbe  Verfahren,  entwickelt  aber 
nur  das  erste  Glied  der  /.weiten  Keihc  (*.  Crelle'*  Journal,  Bd.  19  8.  320). 
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*  (*)  -  *r(2*)  =  (T-^-f  -  (1  ^2  x)S  +  (|  +X3a.)t  -  . . . 

~"  (1  +  *)»  (1  +  2*)«  +  (1  +3ar)*  (7+4*)«  +  '  *  * ' 
mithin  ^(ar) —  ty(2ar)  eine  positive  Grosso  oder 

*r(2*)<^(*). 
Hieraus  folgt  für  x  =  \,  \ ,     ^  etc. 

*0)  <  V>(4)<         <         •  •  •  <  *(0), 
mithin  beträgt  ^(0)  mehr  als  ^0)  =  £  +  i  +  iV+  •  •  •  =  0,644934;  über- 
haupt zeigt  sich,  dass  ty(x)  wächst,  wenn  x  abnimmt. 

Um  y(x)  für  ein  der  Null  nahe  kommendes  x  mit  grosser  Genauigkeit 
berechnen  zu  können,  benutzen  wir  ein  ähnliches  Verfahren  wie  vorhin. 
Mit  Uilfe  der  Formel 


( 

erhalten  wir  zunächst 


OD 

 ?  -  =  lue-V+m*)m  du 

1  +  nxf  J 

/'  XU 


und  setzen  hierin 

xu     =  i  —  1  xu  +        x*  m«  ?±  x*u*-~ .  . . 

e"-\       1      **,*M.2*M  1.2.3.4 

^V       '        l...(2/l)  T^       ^   1... (2/1  +  2) 

Nach  Ausführung  dieser  Integrationen  findet  sich 

5)    y(x)  =  l  —ix  +  Blx*  —  B3xt  +  ...  +(-l)"-,ß2Ä.,^B 

+  (-l)"0tfjll+i**,+2, 
worin  8  wieder  einen  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet.  Die  vorstehende 
Gleichung  ist  bei  kleinen  j,  wie  z.  B.  x  =  0,01,  sehr  bequem  zur  Berech- 
nung von  t/i(.r);  zugleich  ersieht  mau,  dass  t^(0)  =  1  ist. 

Da  die  Bernoulli'schen  Zahlen  zwar  anfangs  abnehmen,  später  aber 
rascher  als  eine  geometrische  Progression  wachsen ,  so  convergirt  die  vor- 
stehende Reihe  nur  im  Anfange  und  würde  divergent  werden,  wenn  man 
sie  ins  Unendliche  fortsetzen  wollte.  Man  kann  aber  auch  eine  jederzeit 
convergirende  Reihe  für  y  (x)  finden.  Mittelst  der  Substitution 

1 — e~xu  =  v ,    xe~~xu  ~  dvy 


erhält  man  nämlich 

1 
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hier  lässt  ßich  der  Logarithmus  nach  steigenden  Potenzen  von  v  entwickeln 
und  nachher  jedes  einzelne  Glied  mittelst  der  Formel 


(«  +  l)(«  +  2)...(rt  +  ;i+l) 

integriren.  Damit  gelangt  man  zu  dem  Resultate 

1        ,  1  .  x   1  .  2  .  g»  

wobei  die  Reihe  für  alle  positiven  x  convergirt;  für  *  =  0  wird  wieder 
*  (0)  =  1. 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Function 

7)  F(x%  o)  =  (~y^r9  +  (n.-fx)V+*  +  (T+fi)HF*  +  * ' " J 
man  findet  dafür  leicht  die  halbcouvcrgirende  Reihe 

8)  jP(x,  p)  =  1  —  ±qx  +  BiQtX*  —  BtQi*^  +  •  •  • » 

worin  pt,  p4  etc.  die  frühere  Bedeutung  haben  und  der  jedesmalige  Rest 
einen  Bruchtheil  desjenigen  Gliedes  ausmacht,  das  bei  weiterer  Fortsetzung 
der  Reihe  folgen  würde. 

Die  Function  F(x,  0)  besitzt  die  besprochene  Eigenschaft  zweimal; 
sowohl  für  x  =  0  als  für  p  =  0  verschwindet  jedes  einzelne  Glied  der 
Reihe,  aber  in  keinem  der  beiden  Fälle  wird  F(x,  p)=0,  vielmehr  ist 

^(°»  p)  =  ^(xi  °)  =  l-  Nimmt  man  x  =  ~  ,  so  kommt  man  auf  eines  der 
früheren  Resultate  zurück.  Schlömilch. 


XII.  Wiederholung,  Interpolation  und  Inversion  einer  Function  unter 
gemeinschaftlicher  Form.  Von  Dr.  R.  Hoppe,  Privatdoccnt  in  Berlin. 
Die  «mal  wiederholte  Function  <p(.r),  d.  i.  das  Resultat  einer  n  maligen 
Substitution  von  q>(x)  für  j-,  sei  bezeichnet  durch  <p*(x),  so  dass  <p°(x)  =  <r, 
91  {x)  =  9  (x) ,  a>B*H  (u:)  ==  q>*  [qt>  (•*)].  Dem  entsprechend  kann  man  die 
mtheilige  Interpolation,  d.  i.  diejenige  Function,  welche  wmal  wiederholt 

n 

<pn  (x)  giebt,  durch  q>m  (x)  und  die  inverse  Function  von  <pn(x)  durch  <p~*(x) 
bezeichnen.  Eine  Function,  deren  Wiederholung,  Interpolation  und  Inver- 
sion einen  gemeinschaftlichen  indepeudenten  Ausdruck  hat,  der  demnach 
<p*  (x)  für  positive  und  negative ,  ganze  und  gebrochene  n  darstellt ,  ist 
i\  a  +  bx 

Die  genannte  Beziehung  zwischen  den  drei  Arten  von  Functionabil- 
dung  ist  offenbar  eine  allgemein  gütige  und  beschränkt  sich  nicht  auf  Fälle, 
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wo  sieb  deren  Resultate  algebraisch  darstellen  lassen;  doch  ist  vielleicht 
die  Aufstellung  eines  solchen  Falles  um  so  mehr  von  Interesse.' 

Zunächst  bemerkt  man,  dass  bei  der  Wiederholung  nicht  nur  die 
Functionsform  ,  sondern  auch  die  Constanten  o,  d  und  6  —  c  unverändert 
bleiben,  was  sich  sogleich  bestätigen  wird.  Man  kann  daher  setzen 

wo  b  =  r,  +  «,  c=  r, —  a  zu  setzen  ist.  Hieraus  geht  durch  Substitution 
von  <p'(x)  für  x  hervor: 

,  (ad  +  c'  -f  r,r,  \ 

-wodurch  die  obige  Bemerkung  bewiesen  und  zugleich  zur  Berechnung  der 
r  die  Relation 

ad  +  o»  +  r,r, 
r"+1  -       r,  +  r, 

gewonnen  ist.  Es  sei 

arf  +  o-'—ß1;    r,  —  ß  1      *" • 

Dies  in  die  vorige  Gleichung  eingeführt  giebt 

1  +  z»  +  \==.1  +  z-zi 

woraus 

+  l  =  *n*t  , 

folglich ,  wenn  t,  —  2 , 

2,  =  2". 

SeUt  man,  da  eine  der  Constanten  a,  c,  d  willktihrlich  ist,  <f  =  l,  so 
gebt  Gleichung  2)  über  in 

-«"  +  (/» 

3)  <W  •-  , 

,}___„  +  * 

0,(3,:  keiner  Relation  unterworfen,  also  entweder  beliebig  gegeben, 
oder  durch  die  Gleichungen  » 

b  —  c  ,/«    ,    t  b  +  c-2ßd 

aus  den  gegebenen  Grössen  a,  6,  c,  </  abgeleitet  sind. 

Soll  nun  urngekehrt  <p(:r)  aus  9>"(^)  gefunden  werden,  so  ist  j",  wie 
vorher  r,  als  gegeben  zu  betrachten  und  z  geht  daraus  durch  Wurzelaus- 
ziehung hervor.  Die  Interpolation  wird  demnach  durch  Division  des  Ex- 
ponenten von  2  vollzogen,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichung  3)  gilt 
noch  für  gebrochene  Werthe  von  n. 
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Ist  tn  der  Nenner  des  Exponenten,  also  m — 1  die  Anzahl  der  zwi- 

sehen  x  und  q>"{x)  interpolirten  Functionen,  so  hat  zm,  mithin  auch  <pm{x), 
m  verschiedene  Werthe,  zu  deren  Beurtheilung  drei  Falle  unterschieden 
werden  müssen. 

1)  z  ist  reell  und  positiv,  wenn 


<  «<f<  bc 

n  n 

ist.  Hier  hat  :M,  mithin  auch  tpm(x),  jederzeit  einen,  für  gerade  m  zwei 
reelle  Werthe.  Betrachtet  man  nur  den  positiven  Werth  der  Potenz  als 
giltig,  so  wird  <p"(x)  eine  einförmige  stetige  Function  von  n. 

2)  z  ist  reell  und  negativ ,  wenn 

ad>bc 

n  n 

ist.  Hier  hat  zm ,  mithin  auch  tpm(x)%  nur  für  ungerade  m  einen  reellen 
Werth  und  (p"{x)  kann  als  reelle  Grösse  nicht  mit  n  stetig  variiren. 

3)  z  ist  imaginär  und  hat  den  Modul  1 ,  wenn 

■'<-(^y  ■ 

ist.  Setzt  man  in  diesem  Falle  iß  statt  ß 

z  =  c2'* 

so  geht  Gleichung  3)  über  in 

„ /  A  _  —  c*  —  ft'  +  [ft  co*  w  (fr  +  kn)  +  «]  x 

4)  9  W  — "         ßCotn{1>  +  kn)  —  *  +  * 
wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  und 

b  —  c      a      ,/     ~ä~    ~  2fld 


ist.  Ist  hier  n  ein  Bruch  vom  Nenner  m,  so  hat  <pn(x)  tn  verschiedene 
reelle  Werthe,  entsprechend  £  =  0,1,2...,  m  —  1.  Bei  stetig  variiren- 
dem  n  wird  also  q>u  (x)  eine  unendlich  vielförraige  stetige  Function  von  n, 
deren  unendlich  viele,  den  einzelnen  k  entsprechende  Zweige  für  jedes 
ganze  n  in  einen  Werth  zusammenlaufen,  während  sie  sich  für  jedes  ratio- 
nal gebrochene  n  in  eine  dem  Neuner  gleiche  Anzahl  von  Werthen  ver- 
einigen. 

Löst  man  ferner  Gleichung  3)  und  4)  nach  x  auf,  so  kommt 


x  = 


l  +  z~n 


—  a*  —  ß*  +  [-ß  cot  n  (fr  +  kn)  +  c]  y»(x) 
—  ßcot  n  (fr  +  kn)  —  a  +  (pn  (x) 
Da  <pn  [<p~~"{x)]  =  (p°(x)  =  x  ist,  so  gehen  diese  zwei  Gleichungen  nach 
Substitution  von  <p~n(x)  für  x  in  die  Gleichungen  3)  und  4)  mit  vertausch- 
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tem  Vorzeichen  von  n  über.  Folglich  gelten  beide  für  positive  und  negative, 
ganze  nnd  gebrochene  Wertbo  von  «,  und  jede  von  ihnen  enthält  unter  ge- 
meinschaftlicher Form  das  Resultat  jeder  Wiederholung,  Interpolation  und 
Inversion. 

Nur  im  letzten  der  oben  genannten  Fälle ,  d.  i.  für  imaginäre  z  (eine 
8pecielle  Ausnahme  ungerechnet),  wird  <p"{x)  periodische  Function  von  w, 
indem  sie  für 

mit 

"  ~"  *  +  ' 

wo  m  beliebige  ganze  Zahl,  in  ihren  Anfangswerth  x  tibergeht.  Wird  also 
eine  Function  von  der  Form  1)  verlangt,  welche  nach  je  n 
Wiederholungen  wieder  =  x  wird.,  so  erhält  man  unmittelbar  aus 
Gleichung  4)  die  folgende  allgemeinste  Lösung : 

 —  , 

_  vm 

ß  cot  a  +  x 

r  n 

wo  a  und  ß  willkürlich  und  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  die  jedoch  re- 
lative Primzahl  zu  n  sein  muss ,  wenn  die  Periode  nicht  in  kleinere  Perio- 
den zerfallen  soll,  und  deren  Werthe  sich  überdies  auf  das  Intervall  von  1 
bis  n  —  1  beschränken  lassen.  Insofern  für  n  —  2,  wo  ß  nicht  im  Aus- 
druck vorkommt,  ß*  auch  negativ  sein  kann,  giebt  auch  der  zweite  der 
drei  Fälle  hier  eine  Lösnng. 


xm.  lieber  einige  bei  trigonometrischen  Messungen  vorkommende 
Aufgaben.  Von  Dr.  A.  Winckler  in  Gratz.  Den  im  zweiten  Bande  die- 
ser Zeitschrift,  Seite  334,  erörterten  Aufgaben  über  das  Centriren  der  Win- 
kel und  das  Höhenmessen  füge  ich  im  Folgenden  einige  weitere  hinzu, 
welche,  meines  Wissens  neu,  vermöge  der  einfachen  Lösung,  deren  sie  * 
fähig  sind,  und  wegen  des  Nutzens,  welchen  sie  in  praktischen  Fällen  mir 
gewährten,  von  Seiten  der  Geometer  einige  Beachtung  zu  verdienen  schei-  . 
nen.  Die  Lösung  derselben  habe  ich  auf  einen  bekannten  Satz  gegründet, 
der,  wie  sich  bei  einer  grossen  Anzahl  von  Fällen  zeigen  lässt,  in  durch- 
aus gleichförmiger  Weise  für  Aufgaben,  welche  nur  eine  Auflösung  zu- 
lassen, die  vortheilbaftoste  Berechnung  der  Winkel,  nämlich  durch  deren 
Tangenten,  und  in  der  bequemsten  Form  vermittelst  Logarithmen  liefert. 

Dieser  Satz  besteht  einfach  darin ,  dass  mit  der  trigonometrischen 
Gleichung 

sin  P 

taug  <p 

sm  ^ 

gleichzeitig  auch  die  folgende 
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p  0       P  4-  Q 

iang  — ~  cotg  — =  iang  (p  -  45°)  =  —  cotg(tp  +45°) 

stattfindet,  dass  also  die  Winkel  i'und  Q  gefunden  werden  können,  wenn 
ausser  jener  Gleichung  uud  ausser  dem  Werthe  von  q>  entweder  noch  die 
Summe  P+Q  oder  die  Differenz  P—  Q  gegeben  ist. 


J. 

Die  Auflösung  der  Po thenot 'sehen  Aufgabe  in  einer  Form,  welche 
von  der  gewöhnlichen  abweicht,  möge  als  erste  Anwendung  des  soeben  be- 
zeichneten Satzes  dienen. 

Die  gegenseitige  Lage  dreier  Punkte  A,  B,  C  (Fig.  1,  Taf.  II.)  ist  durch 
die  auf  einen  derselben,  C,  bezogenen  Azimuthe  er,  ß  und  Distanzen  a,  b  ge- 
geben. Man  soll  die  Lage  eines  vierten  Punktes  0  durch  die  auf  ihn  belo- 
genen Azimuthe  und  Distanzen  der  gegebenen  Punkte  bestimmen,  wenn 
von  0  aus  nur  die  Winkel  AOB  =  i,  B0C=fi  gemessen  worden  sind. 

Es  seien  von  0  aus  gesehen  die  Azimuthe  der  Punkte  A,  B,  C,  resp. 
ß\  y  und  di«  Distanzen  jener  Punkte  von  0,  nämlich  AO  =  a\  B0=b\ 
CO  =  c. 

Setzt  man 

a  —  a=P,    ß'-ß  =  Q, 

so  ist 

P~  Q  =  («-ß')-{a-ß)  =  -(a-ß  +  X) 
und  man  findet  für  die  Dreiecke  ACQ  und  BCO  die  Proportionen: 

a      sin(a — o)      b      sin  (ß' —  ß) 
c  sin  X     '    c  sin  p  ' 

woraus  folgt: 

sin  («'  —  «)      b  sin  X 
sin  (ß' — ß)      a  sin  p  ' 
Wenn  man  also  aus  der  Gleichung 

b  sin  X 

tätig  m  =  : — 

a  stnu 

den  Winkel  berechnet,  so  kann  man  ans  der  Relation 

sin  P 

welche  sich  durch 

tang  =  lang  "     f  +  *  iang  (<p  -  45°) 

ersetzen  lässt ,  und  aus 

P—Q_  a—ß+X 
2  2 

die  Winkel  P  und  Q  finden.  Zur  Verification  dieser  Bestimmung  und  zu- 
gleich zur  Bestimmung  von  c',  b\  a  dienen  dann  sofort  die  Gleichungen : 
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'  ~~  "  ^--^V  y^»   -  -  -    ■  i  .in-  i-  i-  r  f  r    -       r   ,      ..i       »■    ■  -  -i  — ■  —  ii — i — ■ — ~  ~  -  ~  —  —     —  •  -|  ,-,  ,  .-Ii-  -  -  r  r-~i-  -  ii-  -  -Wwrrf-i  .-»->■-■  ^n^_«, 

C  ~~a  sini~  sinp' 
b.=  bsin(Q  +  ,) 
sm 

sin  (P  +  A  +  fi) 

a  =  «  — . 

™(*+f)  * 

«'=/>+«,  p^O  +  p,  + 

Wie  man  bemerkt,  ist  in  der  hier  gewählten  Form  die  Lösung  der 
Aufgabe  ebenso  einfach  als  in  der  gewöhnlichen  und  beträchtlich  einfacher 
als  die  Bestimmung  des  vierten  Punktes  aus  den  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten  der  Punkte  Ay  2?,  C  gemäss  den  zuerst  von  Bessel  aufgestellten 
Formeln. 

2. 

Wenn  von  dem  zu  bestimmenden  vierten  Punkte  D  (Fig.  2 ,  Taf.  IL) 
aus  keine  Winkelmessung  möglich  ist,  dafür  aber  auf  den  Punkten  A  und 
B  die  Winkel  CAD  —  a ,  CBD  =  ß  gemessen  werden  können ,  so  hat  man 
es  mit  einer  der  Pothenot'schen  ganz  ähnlichen  Aufgabe  zu  thun,  deren 
bequemste  Lösung  auf  die  folgende  Art  erhalten  wird. 

Es  seien  P  und  Q  die  beiden  Winkel  am  vierten  Punkte  und 

CD  =  sK 

so  ergeben  sich  die  Proportionen :  * 

s    _  sin  a      s      sin  ß 

H~~Jih~l>y    ~b  ~ sin  Q ' 
aus  welchen  die  Gleichung 

sin  P       b  sin  a 

sin  O'a  sin  ß 

folgt.  Setzt  man  nun 

b  sin  a 

lang  <p  =  —  , 

*  *       a  sinß' 

berechnet  hieraus  den  Winkel  <p  und  bemerkt,  dass 

2  2  1 

so  liefert  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  folgenden 

tang  ~~  9.  ~  iang  °  +  ^  +  Y  tang  (45°  —  <p) 
2  2 

die  Werthe  von  P  und  £),  und  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  liefern, 

nebst  dem  Wefahe  von  *,  dio  Gleichungen 

sin  a       .  sin  3 
s  =  a  -—  =»  b  r~ 
sm  P        sin  Q 

die  Probe. 

3. 

Zur  Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  dreier  Punkte  A,  By  C  (Fig.  3, 
Taf.  II.) ,  wovon  der  letztere  durchaus  unzugängig  und  auf  dem  Terrain 
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überhaupt  nur  durch  die  Richtungen  und  i?/?'  bestimmt  ist«  konnten 
nur  zwei  Stücke  der  Seiten  des  Dreiecks  ABCy  nämlich 

JA'=ay  B&=a, 
direct  gemessen  werden.  Es  fanden  sich  aber  zwei  gegenseitig  sichtbare 
Punkte  0  und  0',  von  welchen  aus  die  Punkte  Ay  A\  2?,  B'  sichtbar  waren 
und  daher  die  Winkel  er,  ß,  y,  d,  er',  ß'}  y\  6'  gemessen  werden  konnten. 

Es  entsteht  die  Frage,  wie  die  Lage  der  Punkte  A,  2?,  C,  sowie  auch 
der  Standorte  0,  0'  zu  einander  sich  bestimmen  lassen.  —  Setzt  man  zur 
Abkürzung  die  Winkel 

A'A0'  =  P,     AA'O  =  £), 
B'BO  =  />',    BB'O'  =  Q\ 
so  wird  man  zwischen  diesen  und  den  beobachteten  Winkeln  die  Relatic 

/>+0=«+/J+d+d', 
/>'+0'  =  a'+/J'  +  d'  +  d> 
bemerken.  Setzt  man  ferner  die  Distanzen 

A'Q'  =  p,    AO  =  q,    00'  —  5, 
B'0'  =  p\  BOz=q\ 
so  ergeben  sich  die  Proportionen: 

p    _  sin  P      q      sin  Q 


sin  u  '    a      sin  y  1 


P_  sin  {a  +  ß  +  öy  q_ 

_  —       /     i  o   i  \  i     '  i   Jt'\  >     -  " — 


IM  d' 


s    "sin  («  +  /J  +  d  +  «'  +  «$')'    *  ~~sin  (o  +  ß  +  y  +  d  +  d')' 
aus  welchen,  wenn  man  pt  q,  «,  s  elimiuirt,  sich  alsbald  die  Gleichung 

5i«  P  5i»  a  sin  (o  +  ß  +  d)  sin  (a  +  ß  +  y  -f-  d  +  d') 

5i«         5i«  d'         sin  y  sin  (a      |J  -f-  d  +  a'  -f*  d*) 
finden  lässt.  —  Durch  ein  ganz  analoges  Verfahren  erhält  man 

sin  P'  _*ina_  sin  («  +  f[  +  <Q  5t«  («  +  f  -h  /  +  d'  +  &) 
sin  Q'  *""  5/«  d  '  5i«  /  5i«  («'  +  0'  +  d'  +  a  +  d) 

und  kann  nun  die  vier  Winkel  />,  Qt  P\  Q'  einfach  durch  die  folgende  Rech- 
nung erhalten. 

4. 

Man  bestimme  den  Winkel  q>  gemäss  der  Gleichung : 

^  sin  a    sin  (a  +  ß+6)sin  («  +  ß  +  y  +  6  +  6') 
tang  <p  —  •         ^  y  ^7^.^  +T+  a'+d')  ' 

so  hat  mau  ^ 

a  +  ß  +  6  +  6' 

tang  —  ^-  =  to«fir  **«<?  (<JP  —  45°)  , 

Pt  Q  =  a  +  ß+6  +  6' 

2  2 
woraus  sich  />  und  {)  ergeben. 

Man  bestimme  ferner  den  Winkel  <p  gemäss  der  Gleichung : 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilungen.  143 
sin  a  sin  (a  -f  ß>  -f*  tT)  sin  (q '  +  ßf  +  y'  +  <T  +  d) 

so  hat  man 

 2 —  =  '«"0  ^  '«"0  (<*>  —  45°) , 

P'+  Q'  =  «  +  ß'+ 

2  2  ' 

woraus  P  und  0  zu  finden  sind. 

Für  die  Richtigkeit  der  vier  Winkel  erhält  man  nun  gleichzeitig  mit 
der  Berechnung  von  *  eine  Probe,  indem 

=    sinP  sin  (a  +  ß  +  6  +  a  +  ff)  _    sinQ  sin  (a  +  ß  +  y  +  6  +  d') 
*     "sin«         sin(a  +  ß  +  6)        ^"sind'  siny 
sowie  auch 

,  sin  P'  sin  («'+  $+  cT  +  q  +  i)  _         (>'  *»>»(«  + ft' + *) 
*     °  sina        sin(a  +  ßT+d')       ~  "  sind  siny? 
sein  miiss.   Sind  zwei  Winkel  richtig  befunden,  so  kann  man  nun  auch  die 
Werthe  von 

sin  P  sin  Q 

P  =  a  — — . ,      q  =  a  —  , 

sma  siny 

.  sin  P'         ,       .  sin  Qt 
p  ~a  —  ,      q  =a  - . — T  , 

SM  tt  Sin  y 

ACB=U&>—(P  +  P')+ö  +  ö'=l1&  +  Q+Q'-(a  +  ß  +  d+«  +  ß'+ö') 
berechnen. 

Will  man  ferner  auch  die  Winkel 

ACO^R,  BCO^S 
bestimmen,  so  bemerke  man  zunächst,  dass 

PC    _  sinQ  OfT  d"+  ö) 

UA'  ~~  sin  R '  OB  ~~    sin  (o'  +  0  +  y'+  d')  ' 
 sm  (q  +  tT)              OB      sin  S 

0 0'  ~~ «in  (a  +  ZJ+d  +  a'+o*')'     06'  ~~ «m  P' 
und  dass,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt ,  so- 
ll aiin 

_  sin  Q         sin  (</+  <T)  sin  (c  +  &+y'+  3*+  3) 
Un9*  —  SinP'  sin  («'+  /T  +  y'+  o")  sin  (a  +  ß  +  ö+  q'+  6') 
setzt,  die  Gleichung 

«Vi  Ä 
•      «in  S 

erhalten  wird.  Da  aber  Ä  -f-  S  =  ACB ,  so  findet  man  für  die  Bestimmung 
von  Ä  und  S  die  Gleichungen : 

tang  — —  =  cotg  —   lang     —  45°) , 

-y-  =  «o°  s—  +  —  • 
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Es  bedarf  nunmehr  keiner  weitem  Auseinandersetzung,  wie  alle  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  ABC  berechnet  werden  können. 

Der  praktische  Nützen  dieser  Aufgabe  lässt  sich  nicht  verkennen,  denn 
sie  liefert  in  Fällen,  wo  es  sich  z.  B.  um  die  Verbindung  zweier  Tracen 
AA'  und  BB'  handelt,  deren  Punkte  gegenseitig  nicht  sichtbar  sind,  ohne 
viele  directe  Messungen  die  zu  jener  Verbindung  nöthigen  Elemente. 


5. 

Drei  Punkte  A,  BXC  (Fig.  4,  Taf.  II.),  deren  gegenseitige  Lage  nicht 
bekannt  ist,  und  welche  keinen  Standort  für  ein  Instrument  darbieten,  kön- 
nen von  drei  andern ,  gegenseitig  sichtbaren  Punkten  0,  0, ,  Ot  aus  beob- 
achtet werden ,  so  dass  die  zehn  Winkel  «,  0,  y,  d\  o, ,  ßt ,  y, ,  er, ,  d",  ala 
bekannt  zu  betrachten  sind.  Es  entsteht  die  Frage,  wie  man,  ohne  eine 
Linie  zu  messen,  die  Winkel  des  Dreiecks  ABC,  sowie  überhaupt  alle  Win- 
kel der  Figur  ABC00i0t  finden  köune. 

Zur  Bestimmung  der  Winkel 

CAOt  =  P1,    CB0X  —  Pty 
CAO^Q^  CBOt=Qt1 
hat  man  zunächst  die  Proportionen : 

AC    _  sin  a,  °£  —  *in      +  Yi) 

Ö/j  ~~  sin  Pt%  0tC~~  ~sin  («  +  d)  ' 

0tC       sin  (ß+y)  W      ««  Ot 

~0C  ~~  sin(a,  +  a,)'  ÄC  ~~  sin  at  ' 

aus  welchen,  wenn  man  sämmtliche  multiplicirt  und 

,       _  sin  at  sin  (ßt  +  y,)  jt«  (ft  +  y) 
«»  9  <P      gin  ^  sin  (ttf  -f.      «in  (o  +  a) 

setzt,  die  Gleichung 

sin  Pt 

—  =  tang<p 

sich  ergiebt.  Bemerkt  man  weiter,  da»s 

C)1-P,=300«'-(a  +  ^  +  y  +  a  +  «1  +  /3l  +  y1+at), 
so  gelangt  man  für  dio  Bestimmung  von  Pt  und  Qt  zu  den  beiden  Gleich- 
ungen : 

^  *  =       *  +  ß  +  7  +  '+«  +  ß>+*  +  *.  cotg  („     45o}  t 

fi-Oi  =  «  +  ?  +  r+*  +  »«+fl  +  y,  +  at  _  180n 

2  2 
Durch  ein  ganz  analoges  Verfahren  findet  man,  wenn 

sin  ßt  sin  (er,  4-  dt)  stn  («  +  a) 
taiy  g>,  ^t5i;|(^+y|)^(i3+y) 

gesetzt  und  daraus  <pt  berechnet  wird,  die  Gleichungen 
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tan?        =  tmg  *±ß_+_r  +  »+:,  +  ß,  +  »,  +  r,  cotg (<pt _  450) _ 

£  » 

ans  welchen  P,  und  Qt  leicht  gefunden  werden  können,  da  mehrere  hierzu 
nötbige  Werthe  aus  der  Berechnung  von  /»,  und  Qx  benutzt  werden  können. 

6. 

Sobald  diese  vier  Winkel  gefunden  worden  sind,  erhält  man  nun  auch 
einen  der  gesuchten  Winkel,  nämlich 

ACB  =  300°  -  («,  +  ßt)  ~  (/»,  +  Qt)  =  360»  -  («,  +  ft)  -  (P,  +  0.) , 
und  damit  zugleich  eine  Rechnungsprobe,  indem  hieraus,  wie  man  sieht, 
die  Gleichung 

««  +  0.  +  #>,  -  />,  =  «,  +  ßt  +  <>,  -  0, 

folgt. 

Um  nun  schliesslich  auch  die  beiden  anderen  Winkel  des  Dreiecks, 
nämlich 

BM,'  =  P  und  ABC-=Q 
zu  finden  ,  ergehen  sich  die  Proportionen 

BC      sin  ßx  PC      sin  (a,  +  **) 

U~C  ~~  Tb7vt '  OtC sin  (|J  +  y  f  ' 

0/7       5i>i(a4-3)      0tC_sin  P% 
OC  ~  ~  sin  (ßt  +  y , ) 1    ^  C  ~  wi  a,  ' 
AC__sin  Q 
BC~sin~P' 

aas  welchen,  wenn  man  sie  insgesamrat  multiplicirt  und  wenn  man 

sin  Pt  sin  ßt  sin  (a  +  6)  sin  (at  -|-  69)      .sin  P%  sin  ßt 

long  w  =   .  .  — — —    ■ —  ~  '-  -  .  (ri)iij  q , 

sw  Pt  sin  ßt  sin  (p     y)  sin  (p,  -f-  y( )      sin  Pt  sm  «, 

setzt,  die  Gleichung 

sin  P 

hervorgeht. 

Hieraus  folgt  nun,  dass,  wenn  der  Winkel  <p  der  angeführten  Gleichung 
gemäss  berechnet  und  die  Relation 

P+  0  =  «,  +  ßt  +       +      —         =  «,  +  0,  +  /'«+(>,  —  l»r 
berücksichtigt  wird,  zur  Bestimmung  von  /'  und  Q  die  Gleichungen 

,„„3  =  taug  «_L  +  ß<  +  r,.  +  0,  umg  (45.  _  9)  ^ 

£  £ 

P+Q_*t  +  ßt  +  Pt  +  Qi  qo0 

2     ~  2 
angewendet  werden  können. 

Wie  man  sieht,  sind  hiermit  alle  in  der  Figur  vorkommenden  Winkel 
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und  zwar  sowohl  jene  der  Diagonalen  als  der  Seiten  bestimmt  und  es  ist 
also  die  Aufgabe  gelöst. 

7. 

Die  soeben  betrachtete  Aufgabe  hat  Aehnlichkeit  mit  derjenigen, 
welche  zuerst  Lambert  in  seinen  Beiträgen  zur  Mathematik,  I.  Band, 
Seite  78,  gestellt  hat,  und  deren  richtige  Auflösung  in  der  Sammlung  geo- 
metrischer Aufgaben  von  Meier  Hirsch,  I.  Band,  Seite  83,  ausführlich 
angegeben  ist.  Diese  wegen  ihres  praktischen  Nutzens  vielfach  gerühmte 
„  Lambert'sche  Aufgabe11  bezweckt  nämlich  ebenfalls  die  Bestimmung  der 
Lage  von  sechs  Punkten  A,  B,  C,  0,  0,,  0,,  soweit  dieselbe  von  Winkeln 
abhängt,  aber  es  wird  bei  ihr  vorausgesetzt,  dass  man  sich  nicht  nnr  in 
den  drei  Standpunkten  0,0,,  Ot,  sondern  auch  noch  in  einem  der  drei  Punkte 
A,  By  C  mit  dem  Instrumente  aufstellen  und  daselbst  die  Winkel  messen 
könne,  welche  0,  0,,  0,  mit  einander  bilden,  so  dass  also  im  Ganzen  vier 
Aufstellungen  erforderlich  sind.  Aber  gerade  jene  Voraussetzung  thut  der 
häufigem  Anwendbarkeit  dieser  Aufgabe  wesentlichen  Eintrag.  Ist  nämlich 
in  einem  vierten  Punkte,  z.  B.  in  A,  eine  Aufstellung  möglich,  so  wird  man 
fast  immer  auch  die  Winkel  BA  C  und  BA  0,  messen  können,  und  dann  be- 
darf es,  um  die  übrigen  Winkel  zu  finden,  nicht  mehr  der  Lambert'schen 
Aufgabe;  kann  dagegen  jene  vierte  Aufstellung  nicht  genommen  werden, 
während  sich  doch  0,  0, ,  0,  so  wählen  lassen ,  dass  diese  Punkte  gegen- 
seitig sichtbar  sind  —  was  gewiss  am  häufigsten  der  Fall  ist,  —  so  sind 
'  schon  alle  Bedingungen  erfüllt,  um  die  Lösung  der  Aufgabe  des  Art.  5 
anzuwenden,  welche  um  ein  Beträchtliches  einfacher,  für  die  logarithmische 
Rechnung  bequemer  und  vermöge  der  wiederholten  Controlen  in  der  Aus- 
führung sicherer  ist  als  die  Auflösung  der  Lambert'schen  Aufgabe,  wie 
schon  ein  Blick  auf  die  von  Meier  Hirsch  a.  a.  0.  Seite  86  aufgestellten 
Formeln  hinreichend  deutlich  zeigt. 

Schliesslich  scheint  mir  noch  die  Bemerkung  von  Interesse  zu  sein, 
dass  mit  der  in  den  beiden  vorigen  Artikeln  erörterten  Aufgabe  zugleich 
eine  wesentlich  allgemeinere  ihre  Lösung  gefunden  hat,  nämlich  die  Auf- 
gabe: Aus  blos  drei  gegenseitig  sichtbaren  Standpunkten 
0»  0,,  0,  die  Winkel  irgend  eines  Polygons  ABCD...  zu  be- 
stimmen, dessen  Endpunkte  von  0,  0,,  Ot  aus  insgesammt 
sichtbar  sind. 


XIV.  Elementarer  Beweis  des  Völler  sehen  Satzes  und  TJebertragung 
desselben  auf  räumliche  Verhältniste.  (Vergl.  Jahrg.  IV.  pag.  143  u.  366.) 
Der  in  letzterer  Zeit  mehrfach  zur  Sprache  gekommene  Völler 'sehe  Lehr- 
satz von  einer  allgemeinen  Eigenschaft  aller  ebenen  Curven,  lässt  sich  auf 
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Curven  doppelter  Krümmung  ausdehnen  und  giebt  Veranlassung  zu  andern 
verwandten  Problemen.  Ohne  ihn  (der  Kürze  wegen)  hier  zu  wiederholen, 
möge  hier  ein  Beweis  des  Satzes  folgen,  der  sich  auf  eine  durch  Huyghens 
in  seinem  Werke:  „De  circuli  magnitudine  inventa.  Lugd.  Bat.  1454"  bekannt 
gewordenen  Relation  gründet.  Hiernach  ist  das  Areal  eines  Kreises  klei- 
ner als  ein  umschriebenes  reguläres  Vieleck  vermindert  um  den  dritten 
Theil  des  Unterschiedes  zwischen  diesem  Vieleck  und  einem  eingeschrie- 
benen von  eben  so  viel  Seiten  und  nähert  sich  fort  und  fort  dem  Grenz- 
wert he  dieser  Differenz,  wenn  die  Seitenzahl  der  Polygone  ins  Unendliche 
zunimmt,  also 

K=  Lim  [Un  -\{UH-  Em)]  =  Lim  [Eu  + 1  (Uu  —  Em)]. 
Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  n  und  bringt  sie  auf  die  Form 

und  erwagt,  dass  das  in  Rede  stehende  unendlich  kleine  Bogenelement  der 
Curve  das  Bogenelement  eines  Kreises  ist,  dessen  Radius  dem  Krümmungs- 
halbmesser g  desselben  Bogenelements  gleichkommt,  ferner  dass  K  dividirt 
durch  n  der  zugehörige  unendlich  schmale  Sector  des  Kreises,  En  dividirt 
durch  n  aber  zugleich  den  nten  Theil  des  eingeschriebenen  n  Ecks,  üm  di- 
vidirt durch  n  denselben  Theil  des  umschriebenen  «Ecks  bezeichnet,  so  ist 
offenbar  der  gesuchte  Grenzwerth  gleich 

1)    Lim   =  }  d.  h.  Tangenlendreieck  :  Segment  =  3:2. 

Da  dieser  Satz  nur  für  den  unendlich  schmalen  Kreissector  gilt ,  so  lässt 
sich  derselbe  auf  alle  Curven  sowohl  der  Ebene  als  des  Raumes  anwenden, 
woraus  umgekehrt  eine  Ausdehnung  des  Huygh ens'schen  Lehrsatzes  auf 
alle  Curven  folgt.  Bezeichnet  nämlich  F  das  Areal,  welches  zwischen  einer 
Evolute  und  ihrer  Evolvente  liegt,  üu  ein  beliebiges  der  Evolvente  einge- 
schriebenes Polygon  von  n  Seiten  und  E*  das  eingeschriebene  von  dersel- 
ben Seitenzahl,  so  findet  stets  die  Relation  statt 

*** 

vorausgesetzt,  dass  unter  Em  dasjenige  eingeschriebene  Polypon  verstanden 
wird,  dessen  Seiten  die  Berührungspunkte  des  umschriebenen  mit  einander 
verbindet.  Hierbei  ist  es  natürlich,  jedoch  nicht  nothwendig,  die  Polygone 
so  anzunehmen,  dass  die  abgeschnittenen  Bogenelemente  beim  Uebergange 
zur  Gränze  den  zugehörigen  Krümmungshalbmessern  proportional  seien; 
der  8atz  gilt  aber  auch  ohne  diese  Annahme. 
Eine  zweite  Formel  von  Huyghens  lautet 

K  =  Lim  [EH  +}{En  —  En,t)} 
welche  die  neue  merkwürdige  Beziehung  liefert 
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Um  auch  diese  Gleichung  auf  alle  Curven  ausdehnen  zu  können ,  ist  es 
nöthig,  das  Bogenelement  AB  (Fig.  5,  Taf.  II)  zu  halbiren  in  D  und  die 
Sehnen  AD  und  BD  zu  ziehen.  Für  unendlich  kleine  Bögen  (Kreisbügen) 
ist  AC  —  BC  und  AD  =  DB,  folglich  AG  =  GB.  Legt  man  dnrch  den 
Punkt  D  die  Tangente  DE,  so  ist  sie  auch  parallel  zur  Sehne  AB.  Nun 
gilt  der  erste  Satz  für  das  Tangentendreieck  D EB  und  das  Segment  BD. 
Die  Interpretation  des  zweiten  Satzes  ergiebt 

(Segm.  AD  +  Segm.  BD)  :AADB  =  1  :3, 
also  vermöge  einer  leichten  Verwandlung  derselben  Proportion 
2)  Segment :  Sehnendreieck  =  4:3. 

Hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  dem  von  Völler  angegebenen 
Satze ,  da 88  der  Inhalt  vom  &ABC  doppelt  so  gross,  als  der  des  A  ABi) 
ist;  deswegen  ist  GD  =  CD.  Betrachtet  man  also  die  Linie  DG  oder  die 
Normale  des  Punktes  D  als  Abscissenachso  und  die  Tangente  DE  als  Or- 
dinatenachse  des  unendlich  kleinen  Bogenelementes  AB,  so  besitzt  dieses 
alle  Eigenschaften  einer  Parabel  und  zwar  die  Gleichung 

GB*  =  CG  (Q  —  DG), 
welche  für  unendlich  kleine  Grössen  übergeht  in  G  B  =  2q  .  DG. 

Um  zu  denselben  Sätzen  zu  gelangen ,  kann  man  auch ,  sich  auf  die 
Theorie  des  Krümmungskreises  stützend,  ausgehen  von  der  Kreisgleichung 
GB9  =  2qDG  —  DG*,  woraus  beim  Uebergange  zu  unendlich  kleinen 
Grössen  die  Reduction  der  Kreisgleichung  in  die  der  Parabel  sogleich  er- 
folgt. Man  erhält  auf  diesem  Wege  zugleich  einen  sehr  einfachen  Beweis 
der  beiden  Huyghens 'sehen  Sätze,  sowie  endlich  auch  vermittelst  dieser 
eine  einfache  Methode  die  Parabel  zu  quadriren. 

Bemerkenswerther  noch  als  die  obigen  Sätze  möchte  folgender  sein, 
der  sich  aus  einer  Uebertragung  dieser  Grenzbtrachtungen  auf  krumme 
Flächen  ergiebt.  Denkt  man  sich  durch  einen  Punkt  einer  krum- 
men Fläche  eine  Berührungsebene,  und  unendlich  nahe  mit 
derselben  parallel  durch  die  Fläche  eine  S  ecantenebene 
gelegt,  sowie  an  der  Durchschnittscurve  durch  die  Normale 
des  Berührungspunktes  Tangeuten  an  allen  N  orraalschnit- 
ten  gezogen,  so  entsteht  hierdurch  ein  elli  ptisc he r  Kegel, 
dessen  Inhalt  sich  zu  dem  Inhalte  der  abgeschnittenen  Ca- 
lotte  verhält  wie  4  zu  3. 

Sei  ABC  (Fig.  0,  Taf.  II)  der  gedachte  Sohnitt  der  mit  der  Berühruugs- 
obene  des  Punktes  S  parallel  gelegten  Secantenebene,  OST  die  Normale, 
ferner  ASA'  und  BS B'  die  Hauptnormalschnitte,  o°  und  q'  die  beiden  zuge- 
hörigen Hauptkrümmnngshalbmesser ,  CSC  ein  andrer  Normalschnitt  nud 
o  sein  Krümmungsradius,  so  gilt  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  0Sz=SK 
wo  T  den  Durchschnittspunkt  der  in  C  an  den  Schnitt  durch  die  Normale 
gelegten  Tangente  bedentet.  Da  aber  OS  allen  Schnitten  gemeinschaftlich 
ist,  so  gehen  auch  alle  Tangenten  ohne  Ausnahrae  durch  T  und  dies  ist  die 
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Spitze  des  Kegels.  Aber  die  Figur  des  Schnittes  ABCÄ  ist  für  unendlich 
kleine  Dimensionen  stets  eine  Linie  des  zweiten  Grades.  Denn  sei  u  =  0 
die  Gleichung  der  Fläche  uud  nehmen  wir  an,  dass  die  Tangentialebene 
der  xy  Ebene,  also  die  Normale  der  z  Achse  und  zugleich  die  xz  und  yz 
Ebenen  den  beiden  Hauptschnitten  parallel  seien  und  dass  a  den  Winkel 
bezeichne,  den  ein  beliebiger  Normalschnitt  CSC  mit  dem  Hauptschnitte 
ASÄ  bildet,  so  ist  bekanntlich 

—  z=r.  —  cos  a*  +  —  sin  er, 
9      9  9 

wenn  die  zweiten  Differentialquotienten  —  und  ^  dasselbe  Zeichen  uud 

+  —  =  —  cos  a*  ,  Stn  cT , 

~  9      9°  9 
wenn  sie  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.    Nnn  sind  die  Gleichungen 

des  Normalschnitts  ASÄ,  des  zweiten  Querschnitts  und  des  dritten  belie- 
bigen Normalschnitts  BSC  resp.  • 

Setzen  wir  AO  =  a,  BO  =  b  und  CÖ  =  r,  so  findet  man  leicht  für  den 
Punkt  C  die  Gleichung 

oder  r- 

und  wenn  mau  die  zweite  Gleichung  zuzieht 

tf^-  tx'  +  a*)  {Hyperbel), 
a 

Die  gedachte  Curvc  ist  also  ein  Kegelschnitt,  unter  denen  natürlich  nur  die 

geschlossenen  Curven  hier  brauchbar  sind,  also  die  Ellipse  uud  wenn  r-^ 

d  x 

gleich  —t  wird,  der  Kreis.  Nun  ist  der  Inhalt  des  elliptischen  Kegels  gleich 

l  0  T .  abn  =  |«fV  •  9>  z\  «od  der  Inhalt  der  Calotte,  welche  offenbar  in 
ein  olliptisches  Paraboloid  übergeht,  gleich 

7ijab.dz~27$y^J*zdz^ny^g.tK 

0  0 
Das  Verhältniss  beider  Volumina  ergiebt  sich  als 

3)  %  Kegel :  CaloUe  =  4:3. 

Wenn  man  andererseits  wiederum  alle  möglichen  Sehnon  von  der  Durch* 
sebnittscurve  ABCÄ  nach  dem  Scheitel  S  zieht,  so  entsteht  ein  zweiter 
innerer  elliptischer  Kegel,  für  welohe  die  Gleichung  besteht 

4)  CaloUe  :  Kegel  =  3:2. 
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Hierin  sind  nun  merkwürdige  Analogien  zu  den  Formeln  1)  und  2)  ausge- 
sprochen, sofern  nach  den  beiden  letzten  die  Producte  aus  den  numerischen 
Verhältnissen  der  gleichen  begrifflichen  Verhältnisse  dieselben  Werthe 
haben,  nämlich  \  .  f  =  f  -  \. 

Jever,  im  December  1859.  Ludwig  Matthiesbbn. 


XV.  Ueber  die  Lichtempfindlichkeit  des  Asphaltes  von  A.  R.  v.  Perger. 
(Ber.  d.  Wien.  Acad.  d.  W.,  Bd.  35,  S.  489.)  Durch  Wollaston  wurde  zu 
erst  (1803)  die  Eigenschaft  der  Lichtempfindlichkeit  an  einem  Harze,  dem 
Guajac-Harze  nachgewiesen.  Hierauf  lernte  Jos.  Nicephore  Nie*pce  von 
Chalons  (1814)  die  lichtempfindlichen  Eigenschaften  des  Asphaltes  keimen 
and  versuchte  wiederholt,  dieselben  zur  Herstellung  metallener  Druckplat- 
ten mit  Hülfe  der  Camera  obscura  zu  benutzen.  Zu  diesem  Zwecke  wendete 
•r  eine  Auflösung  von  gepulvertem  Asphalt  in  Lavendelöl  an,  von  welcher 
eine  dünne  Schicht  auf  eine  vessilberte  Platte  aufgetragen  wurde ,  worauf 
die  Platte  —  nach  dem  Trocknen  der  Schicht  —  acht  Stunden  lang  in  der 
Camera  obscura  ezponirt  wurde.  Durch  eine  Mischung  von  Lavendelöl  und 
Naphta  wurde  nun  der  durch  das  Licht  nicht  veränderte  Asphalt  hinweg- 
genommen und  die  Platte  höchst  vorsichtig  geätzt.  Diese  Versuche  wur- 
den mit  grosser  Ausdauer  von  Nie*pce  und  später  von  Lemaitre  fortge- 
führt, lieferten  aber  doch  kein  Resultat,  mit  dem  man  hätte  ganz  zufrieden 
sein  können.  Im  Jahre  1856  gab  Robert  Macpherson  Vorschriften  Über 
die  Herstellung  einer  Druckplatte  auf  lithographischem  Stein,  wobei  eben- 
falls die  Lichtempfindlichkeit  des  Asphaltes  benutzt  wurde.  Während 
Nidpcc  eine  vorzüglich  geeignete  Asphaltlösung  durch  Anwendung  beson- 
ders geeigneter  Asphaltsorten  und  durch  Anwendung  besonders  qualificir- 
ter Lösungsmittel  herstellte,  suchte  Macpherson  den  lichtempfindlichsten 
Theil  zu  gewinnen,  indem  er  Judenpech  mit  Aether  auszog,  diesen  hieranf 
entfernte  und  dann  durch  nochmalige  Extraction  des  Rückstandes  eine  für 
seinen  Zweck  genügende  ätherische  Lösung  erzielte.  Nach  Macpherson 
hat  sich  der  unermüdliche  Ni«5pce  ebenfalls  mit  der  Herstellung  lithogra- 
phischer Druckplatten  beschäftigt,  wobei  er  in  der  oben  angegebenen  Weise 
zu  einer  tauglichen  Asphaltlösung  gelangte;  die  auf  dem  Steine  getrocknete 
Schicht  wurde  hierauf  mit  einem  photographischen  Glasbilde  bedeckt  den 
Lichtstrahlen  ausgesetzt  oder  in  einer  Camera  exponirt.  Der  oben  genannte 
A.  R.  v.  Perger  hat  nnn  über  den  besprochenen  Gegenstand  seit  1857  Ver- 
suche angestellt  und  ist  zunächst  bemüht  gewesen,  den  lichtempfindlichen 
Theil  des  Asphaltes  auszuscheiden.  Er  findet,  dass,  wenn  man  Asphalt 
trocken  destillirt,  zuerst  ein  weissliches  Harz  als  Destillationsprodukt  er- 
scheint, hierauf  setzt  sich  ein  braunrothes  Harz  an  den  Wänden  der  Retorte 
ab,  worauf  noch  zwei  Destillationsprodukte  von  verschiedenem  Aussehen 
erscheinen.    Das  braunrothe  Harz  im  zweiten  Stadium  enthält  nun  nach 
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A.  R.  v.  Perger  den  lichtempfindlichen  Theil  des  Asphaltes  nnd  ist  selbi- 
ger von  ihm  benatzt  worden,  nm  sehr  schöne  reine  Bilder  auf  lithographi- 
schen Stein  hervorzubringen,  die  nach  seiner  Angabe  auch  die  Aetzung  gnt 
vertragen.  Desgleichen  berichtet  der  Genannte,  dass  die  Herstellung  von 
Asphaltbildern  anf  Papier  sehr  einfach  und  bequem  sei,  wie  wohl  selbige 
keine  recht  weissen  Lichter  auf  den  Bildern  liefert.  Bei  der  Herstellung 
von  dergleichen  Bildern  (Asphaltogrammen)  braucht  nämlich  des  Tages- 
licht nicht  abgehalten  zu  werden ,  die  Lösung  des  lichtempfindlichen  Thei- 
les  vom  Asphalt  wird  mit  einem  langhaarigen  Pinsel  auf  das  Papier  aufge- 
tragen und  hierauf  selbiges  getrocknet.  Nach  der  Exposition  braucht  das 
Papier  nur  mit  Wasser  abgewaschen  zn  werden ,  um  den  durch  das  Licht 
nicht  veränderten  harzigen  Ueberzug  fortzuschaffen.  E.  Kahl. 


XVL  Dove's  Vorschlag  zur  Schwächung  des  Lichtes  intensiver  Licht- 
quellen. (Monatsber.  d.  Königl.  Preuss.  Acad.  d.  Wissensch. ,  April  1850.) 
Diese  geschieht  gewöhnlich  durch  Anwendung  von  gefärbten  Gläsern ,  wo- 
durch allerdings  der  Uebelstand  herbeigeführt  wird,  dass  das  Bild  der  be- 
trachteten Lichtquelle  gefärbt  erscheint.  Es  sind  zu  diesem  Zwecke  auch 
polarisirende  Vorrichtungen  vorgeschlagen  worden,  bei  denen  man  das  ein- 
fallende Licht  beliebig  schwächen  kann,  ohne  dass  dasselbe  gefärbt  er- 
scheint. Dove  empfiehlt  nun  dünne  Metallüberzüge  auf  Glas,  insbeson- 
dere den  des  Silbers,  mit  dem  er  sich  speciell  beschäftigt  hat,  au  diesem 
Zwecke.  Man  kann  diese  Ueberzüge  beliebig  dick  herstellen  und  daher 
beliebig  verdunkeln,  die  blaue  Färbung,  die  die  Silbergläser,  die  sich  auch 
als  Spiegel  benutzen  lassen,  den  Gegenständen  ertheilen,  stört  wenigstens 
bei  weissen  Objecten  nicht.  E.  Kahl. 


XVL  Bemerkung  zur  Theorie  der  elektrischen  Ströme.  In  einem 
früheren  Aufsatze  habe  ich  nachgewiesen,  dass  es  keine  Potentialfunction 
giebt  für  die  Anziehung  zweier  Stromelemente  und  ich  will  jetzt  aus  diesem 
Satze  eine  wichtige  Folgerung  ziehen. 

Die  Anziehung  zweier  Stromeleroente  ist  durch  Weber  bis  jetzt  auf 
die  principiell  einfachste  Form  gebracht,  man  hat  aber  immer  geglaubt,  auf 
ein  noch  einfacheres  Princip  kommen  zu  können.  Es  wäre  gewiss  sehr 
interessant,  wenn  man  die  Ampere'sche  Formel  in  der  Weise  entwickeln 
könnte,  dass  man  eine  gewisse  Bewegung  der  elektrischen  Fluids  im  In- 
nern des  Elementes  annähme  und  die  Anziehung  oder  Abstossung  dieser 
Fluida  unabhängig  von  den  Bewegungszuständen  gedacht  werden  dürfte. 
In  der  Form,  die  Weber  für  die  Ansiehung  der  Stromelemente  gegeben 


Digitized  by  Google 


152  Kleinere  Mittheilungen. 

hat,  kommen  noch  Grössen  vor,  die  von  den  Bewegungszuständen  der  riel- 
leicht  nur  gedachten  Flnida  herrühren.  Nun  weiss  man  aber,  dass  far  jede 

Anziehung  nach  der  Forniel  m  J^1  ^  wenn  m  unä*  m{  die  Massen,  r  die  Ent- 
fernung, die  Componenten  der  Anziehung  als  Difterentialquotienten  ge- 
schrieben werden  können,  und  es  mUsste  daher,  wäre  die  angeführte  Hy- 
pothese richtig,  für  jedes  Zeitmoment  die  Anziehung  zweier  Stromeleraeote 
dieselbe  Eigenthümlichkeit  haben.  Die  mittlere  Anziehung  nun  während 
einer  Zeit  /  würde  man  erhalten  durch  Multipliciren  mit  dt,  Integriren 
nach  t  und  Dividiren  mit  f;  es  raüssten  also  nach  dieser  Hypothese  die 
Componenten  der  elektro-dynamischen  Anziehung  als  Differentialquotienten 
des  Potentials  geschrieben  werden  können  und  da  dies  nicht  geht,  so  ist 
die  angedeutete  Transformation  der  Ampe re'schen  Formel  nicht  möglich. 
Diese  Transformation  hat  schon  Ampere  angedeutet  und  für  möglich  ge- 
halten. Ihre  Unmöglichkeit  würde,  wie  ich  glaube,  auf  einem  andern  Wege 
nur  mit  »ehr  grossen  Anstrengungen  darzulegen  sein ,  weshalb  ich  diese 
Bemerkung  nicht  für  überflüssig  gehalten  habe,  zumal  sie  einen  Gegenstand 
betrifft,  der  für  die  Elektrodynamik  «nsserst  wichtig  ist.  Es  ist  nach  die 
ser  Bemerkung  wahrscheinlich,  dass  die  Formel  Weber's  der  wahrhafte 
Ausdruck  der  Wechselwirkung  bewegter  elektrischer  Moleküle  ist. 

Gustav  Roch. 
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VII. 

Ueber  einige  merkwürdige  Beziehungen,  in  denen  die 
Flächen  zweiter  Ordnung  zu  einander  stehen. 

Von  Dr.  phil.  H.  Schönherr  in  Dresden. 


Die  nächstfolgende  kurze  Abhandlung  soll  einen  kleinen  Beitrug  zu 
den  merkwürdigen  Eigenschaften  der  Flachen  zweiter  Ordnung  geben.  Ich 
habe  mich  in  derselben  der  Ermittelung  einiger  Beziehungen  zugewendet, 
welche  zwischen  diesen  Flächen  und  ihren  Durchschnittscurven  stattfinden. 
Dergleichen  Curven  sind  schon  in  mehrfacher  Hinsicht  behandelt  worden, 
und  besonders  hat  das  Florentiner  Problem  zur  Entdeckung  einer  grossen 
Reihe  von  höchst  interessanten  Eigenschaften  derselben  Veranlassung  ge- 
geben. Diese  Untersuchungen  beziehen  sich  aber  hauptsächlich  nur  auf 
die  Kegel :  und  Cylinderflächen  in  ihren  Durchschnitten  mit  der  Kugel, 
and  hierbei  wiederum  vorzugsweise  auf  den  Inhalt  der  Figuren,  welche  sie 
auf  diesen  Flächen  begrenzen,  oder  auf  den  Inhalt  der  Körper,  welche  von 
jenen  Flächen  umschlossen  werden,  sowie  auf  die  Gestalt  und  auf  die  ver- 
schiedenen Arten  der  Erzeugung  der  Curve  selbst.  In  den  nächstfolgen- 
den Betrachtungen  sollen  einige  von  denjenigen  Eigenschaften  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  abgeleitet  werden,  durch  welche  sie  in  ihrer  Qesammtheit 
als  ein  harmonisches  Ganzes  sich  darstellen. 

Ich  habe  mich  dabei  der  Rechnung  möglichst  zu  enthalten ,  und ,  so 
weit  es  anging,  auf  Grund  der  allgemein  bekannten  Eigenschaften  der  Flä- 
chen und  Curven  zweiter  Ordnung  durch  rein  geometrische  Betrachtungen 
weiter  vorwärts  zu  schreiten  gesucht.  Doch  konnte  ich  es  nicht  umgehen, 
einige  Hilfssätze  aus  der  Lehre  von  den  Curven  und  Flächen  zweiter  Ord- 
nung besonders  namhaft  zu  machen  und  einige  Erklärungen  einzuschalten, 
welche  nicht  allgemein  sanetionirt  sein  dürften.  Die  Hilfssätze  habe  ich, 
soweit  sie  als  allgemein  bekannt  vorausgesetzt  werden  konnten ,  ohne  Be- 
weis beigefügt. 

I. 

a)  Alle  Linien  zweiter  Ordnung  werden  von  einer  in  ihrer  Ebene  lie- 
genden Geraden  entweder  in  zwei  Punkten,  oder  in  keinem  getroffen.  Diese 
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zwei  Punkte  können  auch  in  einen  zusammenfallen,  in  welchem  Falle  die 
Curve  von  der  Geraden  berührt  wird,  oder  ea  kann  einer  derselben,  oder 
beide,  im  Unendlichen  liegen. 

b)  Wenn  zwei  parallele  Sehnen  einer  Curve  zweiter  Ordnung  von  einer 
dritten  halbirt  werden,  so  halbirt  diese  auch  alle  übrigen  mit  jenen  parallele 
Sehnen.  Eine  Gerade,  welche  ein  System  paralleler  Sehnen  halbirt,  wird 
ein  Durchmesser  genannt. 

c)  Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  schneiden  sich  alle  Durchmesser  in 
einem  Punkte,  welcher  der  Mittelpunkt  der  Curve  genannt  wird.  Die 
Durchmesser  der  Parabel  sind  sämmtlich  parallel,  und  ihr  Durchschnitts- 
punkt liegt  daher  im  Unendlichen.  Eine  Parabel  kann  somit  als  eine  solche 
Curve  zweiter  Ordnung  aufgefasst  werden,  deren  Mittelpunkt  im  Unend- 
lichen liegt. 

d)  Eine  Ellipse  oder  Hyperbel  hat  stets  zwei  senkrecht  auf  einander 
stehende  Durchmesser,  gegen  welche  dieselbe  symmetrisch  liegt.  Diese 
Durchmesser  heissen  die  Achsen  der  Curve.  Eine  Parabel  hat  somit 
eigentlich  nur  eine  Achse.  Allein  wenn  im  Folgenden  schlechthin  von  den 
Achsen  einer  Curve  gesprochen  werden  wird ,  so  soll  eine  auf  der  Achse 
der  Parabel  senkrechte  und  in  ihrer  Ebene  gelegene  Gerade  ihrer  Richtung 
nach  als  zweite  Achse  der  Parabel  betrachtet  werden. 

e)  Sind  zwei  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  einander  gleich,  so 
sind  die  Achsen  desselben  die  Halbirungsliuien  der  Winkel,  welche  von 
jenen  Durchmessern  gebildet  werden. 

IL 

a)  Zwei  ähnliche  Figuren  heissen  ähnlich  gelegen,  wenn  die  Geraden 
welche  zwei  entsprechende  Punkte  derselben  verbinden,  sich  sämmtlich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Zwei  ähnliche  Kegelschnitte  sind  jedenfalls  ähn- 
lich gelegen,  wenn  jede  Achse  des  einen  der  entsprechendendes  andern 
parallel  ist. 

b)  Zwei  Hyperbeln,  von  deren  Asymptoten  diejenigen  der  einen  denen 
der  andern  parallel  sind,  sind  entweder  ähnlich  und  ähnlich  gelegen ,  oder 
es  stehen  die  reellen  und  imaginären  Durchmesser  beider  Hyperbeln  im 
umgekehrtem  Verhältnisse  zu  einander.  Wir  wollen  zwei  Hyperbeln  bei 
letzter  Gestalt  und  Lage  der  Kürze  willen  supplementäre  Hyperbeln 
nennen. 

III. 

Im  Allgemeinen  haben  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  Kegelschnitte  4 
Punkte  mit  einander  gemein,  die  jedoch  auch  paarweise  zusammenfallen 
oder  imaginär  seiu  können,  oder  auch  zum  Theile  im  Unendlicheu  liegen 
können. 
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IV. 

Lehrsatz:  Zwei  ähnliche  und  in  einer  Ebene  ähnlich  gelegene  Ke- 
gelschnitte, oder  zwei  supplementäre  Hyperbeln  schneiden  einander  ent- 
weder in  zwei  Punkten,  oder  in  gar  keinem. 

Beweis:  Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  zwischen  rechtwinkligen 
Coordinaten  kann  stets  auf  die  Form 

öi1  +  h  y*  +  cx  +  dy  -f-  e  =  0 
gebracht  werden,  wobei  seine  Achsen  den  Coordinatenachsen  parallel  sind, 


und  ihrer  Grösse  nach  in  dem  Verhältnisse  ^ ~  J^T  ZU  c*nan<*er  8tcncn* 

Ein  diesem  ähnlicher  Kegelschnitt  muss  dasselbe  Verhältniss  der  Achsen 
haben,  und  soll  er  in  derselben  Ebene  mit  jenem  ähnlich  gelegen  sein ,  so 
muss  er  sich  nach  II.  a)  ausdrücken  lassen  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form 

ox*  +  by*  +  fx  +  gy  +  k  =  Q. 

Subtrahirt  man  die  eine  Gleichung  von  der  andern,  so  erhalt  man  die 
Gleichung  einer  Geraden,  da  die  zweiten  Potenzen  von  x  und  y  sich  gegen- 
seitig haben.  Diese  Gerade  muss  aber  durch  dieselben  Punkte  gehen,  in 
welchen  beide  Kegelschnitte  einander  schneiden,  und  somit  haben  (La) 
beide  Kegelschnitte  entweder  zwei  Punkte  oder  gar  keinen  gemein. 

Weil  obige  Gleichungen  auch  supplementäre  Hyperbeln  ausdrücken 
können,  so  ist  hiermit  der  Satz  vollkommen  bewiesen. 

V. 

Lehrsatz:  Liegen  die  4  Durchschnittspunkte  zweier  Kegelschnitte 
in  einem  Kreise,  so  sind  die  Achsen  des  einen  denen  des  andern  parallel. 

Beweis:  Die  Gleichungen  beider  Kegelschnitte  für  rechtwinklige  Co- 
ordinaten seien 

ax*  +  by*  +  cxy  +  dx  +  fy  +  g  =  0, 

und 

ax*  +  b'y*  +  cxy  +  (tx  +  f y  +  g'=  0. 
Sollen  die  Durchschnittspunkte  beider  in  einem  Kreise  liegen,  so  muss 
man  durch  Combination  der  Gleichungen  beider  die  Gleichung  eines  Kreises 
erhalten  können.  Da  eine  solche  Gleichung  zweiten  Grades  sein  muss,  so 
kann  diese  Combination  nur  in  einer  Addition  (oder  Subtraction)  beider 
Gleichungen  bestehen,  nachdem  zuvor  die  eine  mit  einer  leicht  zu  bestim- 
menden Grösse  z  multiplicirt  worden  ist.  Durch  eine  derartige  Combination 
erhält  man 

(az+a)xt  +  (bz+b')y*+(cz+c)xy  +  {dz+d')x+{fz+r)y+9:+9==0. 
Soll  dies  die  Gleichung  eines  Kreises  sein,  so  müssen  die  Coefficienten  von 
x*  und  y*  einander  gleich,  der  von  xy  aber  =0  sein,  daher 

a)  az  +  a'=bz  +  b\ 

b)  c*  +  c'=0. 

11» 
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Ans  den  ersten  beiden  Gleichungen  bestimmt  sich  die  Grösse  z.  Die 
zweite  spricht  die  Bedingung  ans,  welche  betreffs  der  Gleichungen  beider 
Kegelschnitte  erfüllt  sein  mnss.  Diese  Bedingung  ist  aber,  dass  für  c=0 
auch  c'=0  sein  rauss.  Sind  daher  die  Achsen  des  einen  Kegelschnittes  den 
Coordinatenachsen  pnrallel,  so  sind  es  auch  die  des  andern.  Die  Achsen 
eines  Kegelschnittes  sind  daher  in  der  That  denen  des  andern  parallel, 
wenn  ihre  4  Durchschnittspunkte  in  einem  Kreise  liegen. 

Zusatz.  Weil  die  Gleichung  a)  stets  erfüllt  werden  kann,  wenn  man 
c  =  0  nnd  c'=0  setzt,  so  gilt  dieser  Satz  auch  umgekehrt:  Sind  die  Achsen 
eines  Kegelschnittes  denen  eines  andern  parallel ,  so  liegen  ihre  4  Durch- 
schnittspunkte in  einem  Kreise. 


a)  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  entweder  in 
zwei  Punkten,  oder  in  gar  keinem  getroffen.  Jene  zwei  Punkte  können 
wiederum  zusammenfallen  oder  es  kann  der  eine  oder  beide  im  Unendli- 
chen gelegen  sein. 

b)  Für  ein  System  paralleler  Sehnen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
giebt  es  immer  eine  Ebene,  welche  jene  Sehnen  sämmtlich  halbirt.  Man 
nennt  eine  solche  Ebene  eine  Diametralebene  der  Fläche. 

c)  Alle  Diametralebenen  schneiden  sich  entweder  in  einem  Punkte, 
oder  in  einer  Geraden,  oder  sie  sind  einer  Geraden  oder  einer  Ebene  pa- 
rallel. 

Scheiden  sich  die  Diametralebenen  fn  einem  Punkte,  so  ist  die  Fläche 
entweder  ein  Ellipsoid,  oder  eins  der  beiden  Hyperboloide,  oder  ein  Kegel. 
Dieser  Punkt  wird  dann  der  Mittelpunkt  der  Fläche  genannt,  und  er 
besitzt  die  Eigenschaft,  dass  alle  durch  ihn  gelegten  Sehnen  in  ihm  halbirt 
•werden. 

Schneiden  sich  die  Diametralebenen  in  einer  Geraden,  so  ist  die  Fläche 
entweder  ein  elliptischer  oder  hyperbolischer  Cylinder,  und  die  Gerade 
heisst  die  Achse  des  Cylinders.  Man  sieht  aber  sofort,  dass  alle  mit  die- 
ser Achse  parallelen  Geraden  gleichfalls  als  Sehnen  der  Fläche  betrachtet 
werden  können  aber  als  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  grosse,  und  dass 
somit  jeder  Punkt  einer  solchen  Ebene  als  Halbirungspunkt  angesehen  wer- 
den darf.  Man  kann  daher  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Achse  eines 
solchen  Cylinders  als  Mittelpunkt  desselben  betrachten,  und  demnach  den 
elliptischen  und  hyperbolischen  Cylinder  den  vorhin  genannten  Mittel- 
punktsflächen beizählen. 

Sind  die  Diametralebenen  sämmtlich  einer  Geraden  parallel,  so  ist  die 
Fläche  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Der  gemein- 
same Durclischnittspunkt  jener  Ebenen  liegt  alsdann  in  der  Richtung  die- 
ser Goraden  im  Unendlichen,  und  es  lassen  sich  somit  die  beiden  Parabo- 
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loide  als  solche  Flächen  «weiter  Ordnung  betrachten,  deren  Mittelpunkt  im 
Unendlichen  liegt. 

Sind  endlich  sämratliche  Dianietraiebenen  einer  und  derselben  Ebene 
parallel,  wie  es  bei  dem  parabolischen  Cylinder  der  Fall  ist,  so  ist  die  im 
Unendlichen  gelegene  und  mit  den  Seiten  des  Cyliuders  parallele  Gerade, 
in  welcher  man  annehmen  kann,  dass  sämmtliche  Diametralebenen  einan- 
der scheiden ,  als  Achse  des  Cylinders ,  und  wiederum ,  wie  bei  dem  ellipti- 
schen und  hyperbolischen  Cylinder,  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Achse  als 
Mittelpunkt  zu  betrachten.  Der  parabolische  Cylinder  ist  somit  gleichfalls 
als  eine  Fläche  anzusehen,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  lassen  sich  somit  in  zwei  Gruppen  tren- 
nen. Zur  einen  nämlich  gehören  diejenigen ,  deren  Mittelpunkt  im  End- 
lichen liegt  und  entweder  ein  bestimmter  Punkt  oder  ein  beliebiger  Punkt 
in  einer  bestimmten  Geraden  ist,  zur  andern  diejenigen ,  deren  Mittelpunkt 
im  Unendlichen  liegt. 

VII. 

a)  Für  eine  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  giebt  es  wenigstens  drei  in 
ihrem  Mittelpunkte  sich  rechtwinklig  schneideude  Diametralebenen ,  gegen 
welche  die  Fläche  symmetrisch  liegt  und  welche  die  Hauptebeneu  der 
Fläche  genannt  werden  mögen.  Bei  einer  Fläche ,  deren  Mittelpunkt  im 
Unendlichen  liegt,  ist  auch  eine  dieser  Hauptebenen  im  Unendlichen  gele- 
goo.  Bei  einer  Rotationsfläche  kann  jede  durch  die  Rotationsachse  gelegte 
Ebene  als  eine  Hauptebene  betrachtet  werden. 

b)  Die  drei  Geraden,  in  welchen  die  drei  Hauptebenen  einander  recht- 
winklig schneiden,  werden  die  Achsen  der  Fläche  genannt.  Bei  einer 
Fläche,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt,  sind  auch  zwei  Achsen  im 
Unendlichengelegen.  Es  können  somit  dieselben  als  einachsige,  die 
Übrigen  als  dreiachsige  Flächen  bezeichnet  werden. 

VIII. 

a)  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  zwei  parallelen  Ebenen 
entweder  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  oder  in  supp- 
lementären Hyperbeln  geschnitten.  Der  letzte  Fall  kann  nur  bei  dem  hy- 
perbolischen Hyperboloid  und  dem  hyperbolischen  Paraboloid  stattfinden. 
Bei  allen  übrigen  Flächen  tritt  immer  der  erste  Fall  ein.  Doch  ist  zu  be- 
merken, dass  ein  System  von  zwei  einander  schneidenden  Geraden  hierbei 
als  eine  Hyperbel  anzusehen  ist,  welche  mit  ihren  Asymptoten  zusammenfällt. 

b)  Ein  elliptisches  Hyperboloid  und  ein  hyperbolisches,  welche  dem- 
selben Asymptotenkegel  zugehören ,  werden  von  einer  Ebene  stets  in  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten ,  oder  in  supplementären  Hy- 
perbeln geschnitten.  Dasselbe  findet  statt  in  Bezug  auf  jedes  der  beiden 
Hyperboloide  und  dem  zugehörigen  Asymptotenkegel. 
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IX. 

Für  eine  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  giebt  es  zwei  Systeme  paralle- 
ler Ebenen,  von  denen  jede  die  Fläche  entweder  in  einein  Kreise,  der  auch 
imaginär  sein  kann,  oder  in  einer  einzigen  Geraden  schneidet.  Der  erste 
Fall  findet  statt  hei  dem  EUipsoide,  den  beiden  Hyperboloiden,  dem  Kegel, 
dem  elliptischen  Paraboloid  und  dem  elliptischen  Cylinder;  der  zweite  Fall 
tritt  bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  und  dem  hyperbolischen  Cylinder 
ein.  Diese  beiden  Ebenensysteirie  können  auch  unter  sich  parallel  sein, 
und  somit  in  ein  einziges  zusammenfallen,  wie  dies  bei  den  Rotationsflächen 
und  dem  parabolischen  Cylinder  der  Fall  ist.  Im  Folgenden  mögen  ntui 
diese  Systeme  paralleler  Ebenen  die  Kreisscbnitte  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  heissen ,  auch  wenn  sie  die  Fläche  nicht  in  Kreiseu,  sondern 
in  Geraden  schneiden. 

X. 

Bei  dem  Ellipsoid,  dem  hyperbolischen  Hyperboloid  und  dem  ellipti- 
schen Cylinder  kann  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  zwei  Ebenen 
legen,  welche  dieselbe  in  reellen  Kreisen  schneiden.  Diese  zwei  Kreise 
sind  congruent,  und  fallen  mit  ihrem  Mittelpunkte  in  den  der  Fläche.  Eine 
jede  andere  durch  den  Mittelpunkt  einer  solchen  Fläche  gelegte  Ebene  wird 
dieselbe  in  einer  Curve  K  schneiden,  deren  Mittelpunkt  gleichfalls  mit  dem 
der  Fläche,  also  auch  mit  dem  der  beiden  Kreise  zusammenfällt,  und  welche 
daher  mit  jedem  der  beiden  Kreise  einen  Durchmesser  gemein  hat.  Da 
diese  Durchmesser  wegen  dor  Congrucnz  der  beiden  Kreise  gleich  gross 
sind,  so  sind  durch  sie  die  Richtungen  der  Achsen  der  Curve  K  unzweideu- 
tig bestimmt  (I.  e).    Hieraus  folgt  also  der  Satz: 

Wird  eine  der  vorhin  genannten  Flächen  von  einer  Ebene  geschnitten, 
so  sind  die  Richtungen  der  Achsen  des  Schnittes  durch  die  Lage  seiner 
Ebene  gegen  die  Kreisschnitte  der  Fläche  vollkommen  bestimmt. 

Dieser  Satz  gilt  auch  fitr  den  hyperbolischen  Cylinder,  bei  welchem 
unter  den  durch  seinen  Mittelpunkt  gehenden  Kreisschnitten  seine  Asymp- 
totenebenen zu  verstehen  sind.  Die  beiden  Gernden,  in  welchen  diese  Ebe- 
nen von  einander  geschnitten  weiden,  sind  nämlich  die  Asymptoten  der 
Hyperbel,  iu  welchen  die  letztere  Ebene  den  Cylinder  schneidet.  Die 
Achsen  einer  Hyperbel  halbiren  aber  die  Winkel ,  welche  ihre  Asymptoten 
mit  einander  bilden.  Somit  ist  der  obige  Satz  in  der  That  auch  für  den 
hyperbolischen  Cylinder  bewiesen. 

XI. 

a)  Weil  zwei  parallclo  Ebenen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  ähnli- 
chen und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  oder  in  supplementären  Hyper- 
beln schneiden  (VIII.  «),  die  Achsen  des  einen  zweier  solcher  Kegelschnitte, 
aber  immer  denen  des  andern  parallel  sind,  so  schliessen  wir,  mit  Bezug  - 
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nahine  auf  den  vorigen  Paragraphen,  dass,  wenn  eine  der  Flächen,  die  in 
diesem  Paragraphen  genannt  sind,  von  einer  he  liebigen  Ebene  geschnit- 
ten wird,  die  Richtungen  der  Achsen  des  Schnittes  durch  die  Lage  seiner 
Ebene  gegen  die  Kreisschnitte  der  Fläche  unzweideutig  bestimmt  sind. 

b)  Wegen  VIII.  b)  gilt  aber  dieser  Satz  auch  von  dem  Kegel  und  dem 
elliptischen  Hyperboloid ,  also  von  allen  dreichsigen  oder  solchen  Flächen, 
deren  Mittelpunkt  im  Endlichen  liegt. 

XII. 

Da  ferner  einachsige  Flächen  als  solche  zu  betrachten  sind ,  deren 
Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt ,  so  gilt  der  letzte  für  die  dreiachsigen 
Flächen  aufgestellte  Satz  allgemein  für  alle  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Wird  also  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  von  einer  beliebi- 
gen Ebene  geschnitten,  so  sind  die  Richtungen  der  Achsen 
dieses  Schnittes  durch  die  Lage  seiner  Ebene  gegen  die 
Kreisschnitte  der  Fläche  unzweideutig  bestimmt. 

• 

xin. 

Sind  demnach  die  Kreisschnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit 
denen  einer  andern  solchen  Fläche  parallel,  und  werden  beide  Flächen  von 
einer  Ebene  in  den  Curven  p  und  q  geschnitten,  so  sind  die  Achsen  von  p 
denen  von  q  parallel.  Die  vier  Durchschnittspunkte  beider  Curven  liegen 
somit  nach  V.  in  einem  Kreise. 

XIV. 

Lehrsatz.  Die  Dnrchschnittscurve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
kann  von  einer  Ebene  höchstens  in  4,  von  einer  dritten  Fläche  zweiter  Ord- 
nung höchstens  iu  8  Punkten  geschnitten  werden.  Hat  eine  solche  Curve 
mehr  als  4  Punkte  mit  eiuer  Ebene,  oder  mehr  als  8  mit  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  gemein,  so  fällt  sie  ganz  in  die  Ebene  oder  in  die  Fläche. 

Beweis.  Eliminirt  man  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  zweier 
Filichen  zweiter  Ordnung  und  einer  Ebene  zweiter  Coordinaten,  so  erhält 
man  für  die  dritte  (im  Allgemeinen)  eine  Gleichung  vierten  Grades;  ebenso 
erhält  man  für  die  dritte  Coordinate  eine  Gleichung  achten  Grades,  wenn 
man  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  dreier  Flächen  zweiter  Ordnung 
zwei  der  Coordinaten  eliminirt.  Hieraus  ergiebt  sich  aber  ohne  Weiteres 
der  zu  beweisende  Satz. 

XV. 

Ist  die  Dnrchschnittscurve  PQ  zweier  Flächen  zweiter  Ordnnng  P  nnd 
Q  von  doppelter  Krümmung,  so  kann  man  durch  dieselbe  immer  eine  Ebene 
legen,  welche  sie  in  4  reellen  Punkten  A,  2?,  C,  D  schneidet.  Durch  zwei 
dieser  Punkte,  A  und  ßt  wird  man  ferner  eine  zweite  Ebene  legen  können, 
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welche  die  Curve  in  zwei  anderweitigen  reellen  Punkten  E  nnd  F  schnei- 
det. Da  von  diesen  6  Punkten  keine  3  in  einer  Geraden  (VI.  a)  und  keine 
5  in  einer  Ebene  (XIV.)  gelegen  sein  können ,  so  giebt  es  nnter  ihnen  kei- 
nen ,  welcher  mit  By  GT,  E  in  einer  Ebene  gelegen  sein  könnte ,  weil  sonst, 
wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  alle  6  Punkte  in  dieser  Ebene  liegen 
mÜ8sten.  Eine  durch  B,  C,  E  gelegte  Ebene  wird  somit  die  Curve  noch  in 
einem  neuen  Punkte  G  schneiden.  Ebenso  wird  eine  durch  By  t\  F  zu  le- 
gende Ebene  die  Curve  PQ  in  einem  unter  den  übrigen  4  Punkten  noch 
nicht  vorhandenen  Punkte  //  schneiden  müssen ,  weil  keiner  dieser  Punkte 
in  der  Ebene  BCF  enthalten  sein  kann,  wenn  sie  nicht  alle  in  dieser  Ebene 
liegen.  Schliesslich  erhalt  man  noch  einen  neunten  Punkt  J  der  Curve, 
wenn  man  durch  A,  Cy  E  eine  Ebene  legt.  Es  leuchtet  ein ,  dass  die  Will- 
kür, welche  hinsichtlich  der  Lage  der  beiden  Ebenen  ABCD  und  ABEF 
stattfindet,  es  immer  möglich  macht,  diese  Ebenen  so  zu  legen,  dass  keine 
zwei  der  neun  Punkte  zusammenfallen,  in  welchem  Falle  indessen  ein  sol- 
cher Punkt  immer  als  ein  doppelter  zu  betrachten  wäre.  Von  den  neun 
Punkten  liegen  nuu  nach  dem  Vorhergehenden  folgende  5  Systeme  in  einer 
Ebene : 

1)  A,  B,C,D;  2)  A,  B,  E  F ;  3)  B,  C\  E%  C;  4)  /?,  C,  F,  B;  5)  A,  C,  £,  F. 
Jede  der  5  Ebenen  schneidet  aber  die  beiden  Flächen  /'  und  Q  in  zwei  Ke- 
gelschnitten //  und  q,  und  die  4  Punkte  welche  diese  Ebene  mit  der  Curve 
PQ  gemein  hat,  sind  natürlich  die  Durchschnittspunkto  der  Kegelschnitte  p 
und  q.  Sind  daher  die  Kreisschnitte  von  P  denen  von  Q  parallel,  nnd  folg- 
lich nach  XIII.  die  Achsen  von  p  parallel  denen  von  qt  so  liegen  die  Durch- 
schnittspunkte von  p  und  q  nach  V.  in  einem  Kreise.  Somit  liegen  in  die- 
sem Falle  von  den  obigen  ft  Punkten  je  4  in  einer  Ebene  gelegene  in  einem 
Kreise.  Der  Kreis  ABCD  hat  aber  mit  dem  Kreise  ABEF  die  Sehne  AB 
gemein,  woraus  folgt,  dass  sich  durch  beide  Kreise  eine  Kugel  legen  lässt. 
Diese  Kugel  hat  mit  den  Kreisen  BCEG}  BCFH,  ACEJ  respective  die 
Punkte  By  C,  £;  £?,  C,  F\  At  C\  E  gemein ,  nnd  es  müssen  demnach  auch  die 
Punkte  £,  Hy  J  auf  ihr  gelegen  seiu.  Demgemftss  liegen  aber  alle  0  Punkte 
auf  dieser  Kugel.  Da  nun  die  Durchschnittscurve  PQ  zweier  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  mit  einer  dritten  Fläche  zweiter  Ordnung,  und  folglich  auch 
mit  einer  Kugel  nach  XIV.  nur  8  Punkte  gemein  haben  kann,  wenn  sie 
nicht  ganz  in  die  Fläche  füllt,  so  folgt,  dass  die  Curve  PQ  ganz  auf  jener 
Kuger  gelegen  sein  rauss.    Hiernach  haben  wir  folgenden  Satz: 

Sind  die  Kreisschnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  de- 
nen einer  andern  solchen  Fläche  parallel,  so  ist  der  Durch- 
schnitt beider  eine  sphärische  Curve. 

XVI. 

Der  letzto  Satz  gilt  auch  umgekehrt:  Ist  der  Durchschnitt  zweier  Flä- 
chen zweiter  Ordnung  eine  sphärische  Curve  doppelter  Krümmung,  so  sind 
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die  Kreisschnitte  der  einen  denen  der  andern  parallel.  Denn  schneidet  man 
die  Durchschnittscurve  PQ  beider  Flächen  P  und  Q  durch  eine  Ebene  E,  so 
liegen  die  4  Durchschnittspunkte  in  einem  Kreise,  weil  sie  Punkte  auf  einer 
Kugel  sind.  Da  aber  diese  4  Punkte  zugleich  Durchschnittspunkte  der 
Curven  p  und  q  sind,  in  welchen  /»und  Q  von  einer  Ebene  E  geschnitten 
werden,  so  sind  die  Achsen  von  p  denen  von  q  parallel  (V.).  Es  werden 
daher  beide  Flachen  von  jeder  beliebigen  Ebene  in  zwei  Curven  geschnit- 
ten, von  deren  Achsen  die  der  einen  denen  der  andern  parallel  sind.  Die 
Kichtungen  dieser  Achsen  sind  aber  allein  abhangig  von  der  Lage  ihrer 
Ebene  zu  den  Kreisschnitten  der  Flächen  P  und  Q  (XII.),  und  es  ergiebt 
sich  hieraus  sehr  leicht,  dass  die  Kreisschnitte  der  eineu  Fläche  denen  der 
andern  parallel  sein  müssen. 

XVII. 

Die  Verbindung  der  beiden  letzten  Sätze  giebt  somit  den  Satz : 
Der  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  ist 
immer  nnd  nur  dann  eine  sphärische  Cu rve,  wenn  die  Kreis 
schnitte  der  einen  denen  der  andern  parallel  sind. 

XVIII. 

Folgerungen.  1)  Weil  bei  den  Rotationsflächen  und  dem  parabo- 
lischen Cylinder  jene  zwei  Systeme  paraller  Ebenen ,  welche  mit  dem  Na- 
men der  Kreisschnitte  bezeichnet  worden  sind,  unter  sich  parallel  sind,  und 
somit  in  eins  zusammenfallen,  so  folgt,  dass  solche  Flächen  sich  nur  gegen- 
seitig in  sphärischen  Curven  scheiden  können.  Ist  daher  der  Durchschnitt 
einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  mit  einer  andern  Fläche  zweiter 
Ordnung  eine  sphärische  Curve,  so  ist  letztere  entweder  gleichfalls  eine 
Rotationsfläche,  oder  ein  parabolischer  Cylinder. 

2)  Durch  zwei  Kreise,  welche  man  als  Schnitte  zweier  nicht  paralleler 
Ebenen  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  erhalten  kann,  lässt  sich  immer 
eine  Kugel  legen.  Denn  ein  System  von  zwei  solchen  Ebenen  lässt  sich 
auch  als  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  betrachten ,  deren  Kreisschnitte  der 
obigen  Erklärung  zufolge  ihnen  selbst  parallel  sind.  Hieraus  folgt  aber 
ohne  Weiteres,  dass  die  beiden  Kreise,  in  welchem  sie  die  Fläche  schnei- 
den, eine  sphärische  Curve  sein  müssen.  —  Bei  einer  Rotationsfläche  kann 
man  natürlich  durch  je  zwei  in  ihr  gelegene  Kreise  eine  Kugel  legen. 

3)  Besteht  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung,  von  de- 
ren Kreisschnitten  die  der  einen  denen  der  andern  parallel  sind ,  ans  zwei 
Theilen  p  und  qy  und  ist  bekannt,  dass  der  eine  dieser  Theile,  z.  B. p,  ein 
Kreis  ist,  so  ist  der  andere  q  auch  ein  Kreis.  Denn  gesetzt,  q  sei  kein 
Kreis,  und  A  sei  ein  nicht  in  p  gelegener  Punkt  in  qy  so  kann  man  durch  A 
immer  eine  Ebene  legen,  welche  die  eine  beider  Flächen  in  einem  Kreise 
q  schneidet,  der  mitp  eine  sphärische  Curve  bildet.    Hiernach  kann  man 
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sowohl  durch  p  und  als  auch  durch  p  und  q  eine  Kugel  legen,  und  beide 
Kugeln  haben  den  Kreis  p  und  den  Punkt  A  gemein,  können  also  nicht  von 
einander  verschieden  sein.  Somit  können  aber  auch  q  und  q  nicht  ver- 
schieden sein,  weil  die  Kugel  pA  mit  beiden  Flächen  denselben  Durch- 
schnitt haben  muss. 

4)  Weil  zwei  Kugelkreise  immer  eine  gemeinschaftliche  Chordalc  ha- 
ben, welche  die  Durchschnittslinie  ihrer  Ebenen  ist,  so  folgt  aus  2)  ferner, 
dass  auch  zwei  nicht  parallele  in  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gelegene 
Kreise  den  Durchschnitt  ihrer  Ebenen  zur  gemeinsamen  Chordale  haben. 

XIX. 

Die  allgemeinste  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  für  recht- 
winklige Coordinaten  ist  bekanntlich  von  der  Form 

F)  a.c*-{-by*-\-czt-\-fyz-\-gzx-j[-hxy-\'lx-\'my-\'nz-)r8  =  0. 
Die  La^p  der  Fläche  gegen  das  Ooordinatensystem  ist  hierbei  voll- 
kommen willkürlich;  sie  wird  es  daher  auch  gegen  eine  Kugel  sein,  tieren 
Mittelpunkt  der  Coordinatenanfang  ist.  Bezeichnet  man  aber  den  Halb- 
messer dieser  Kugel  durch  r,  so  ist  deren  Gleichung  in  Bezug  auf  dasselbe 
Coordiuatensystem 

S)  *»  +  ^ +  z«  =  r«, 

und  die  Gleichungen  F)  und  S)  drücken  somit  in  ihrer  Verbindung  alle 
Curven  aus,  in  denen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  von  einer  Kugel  ge- 
schnitten werden  kann. 

Indem  man  nun  aus  den  Gleichungen  F )  und  S)  eine  der  Variabein 
ar,  y,  z  eliminirt,  erhält  man  zwischen  den  beiden  andern  im  Allgemeinen 
eine  Gleichung  4ten  Grades,  und  die  rechtwinklige  Projection  des  Durch- 
schnittes beider  Flächen  auf  eine  beliebige  Ebene  ist  somit  im  Allgemeinen 
eine  Curve  vierter  Ordnung.  Allein  bei  gewissen  Lagen  der  Fläche  gegen 
die  Kugel  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  rechtwinklige  Projection  des 
Durchschnitts  beider  auf  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  letzteren  zu  le- 
gende Ebene  E  und  somit  auf  jede  mit  dieser  parallele  Ebene  eine  Curve 
zweiter  Ordnung  ist,  und  somit  jener  Durchschnitt  auch  als  Schnitt  eine« 
Cylinders  zweiter  Ordnung  mit  der  Kugel  oder  Fläche  erhalten  werden 
kann. 

Um  nun  zu  ermitteln ,  unter  welchen  Umständen  dieser  Fall  eintritt, 
nehmen  wir  die  Ebene  E  zur  xy-  Ebene  unseres  Coordinatensysteras,  und 
lassen  seinon  Anfang  nach  wie  vor  den  Mittelpunkt  der  Kugel  sein.  Hier- 
durch erleidet  die  Gleichung  S  der  Kugel  keine  Veränderung,  während  die 
Bedingung,  welche  betreffs  der  Gleichung  /'erfüllt  sein  muss,  offenbar  die 
ist,  dass  in  ihr  z  nur  in  der  zweiten  Potenz  vorkomme,  damit  durch  Elimi- 
nation von  z  aus  beiden  Gleichungen  die  resultirende  Gleichung  zwischen 
x  und  ,'/  wieder  vom  zweiten  Grade  sei.  Die  geometrische  Bedeutung  die- 
ser Bedingung  ist  aber,  dass  die  Fläche  gegen  die  Ebene  Asymmetrisch 
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gelegen,  also  diese  Ebene  eine  Hauptebene  (VII.)  der  Fläche  sein  muss. 
Hiernach  haben  wir  den  Satz : 

Der  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
einer  Kugel  kann  nur  dann  und  dann  immer  als  Schnitt 
eines  Cylinders  zweiter  Ordnung  mit  der  Kugel  erhalten 
werden,  wenn  eine  Hauptebene  der  Fläche  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  geht. 

XXl. 

a)  Bei  einer  Rotationsfläche  kann  ausser  der  durch  ihren  Mittelpunkt 
gehenden,  auf  der  Rotationsachse  senkrechten  Ebene  noch  jede  durch  die 
Rotationsachse  selbst  zu  legende  Ebene  als  Hauptebene  betrachtet  werden. 
Unter  diesen  Ebenen  giebt  es  daher  bei  jeder  Lnge  der  Fläche  gegen  die 
Kugel  stets  wenigstens  eine,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  der  Schnitt  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung 
mit  einer  Kugel  stets  auch  als  Schnitt  eines  Cylinders  zweiter  Ordnung  mit 
dieser  Kugel  erhalten  werden  kann. 

b)  Da  ferner  nach  XVIII.  1)  eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  nur 
von  einer  andern  Rotationsfläche  oder  von  einem  parabolischen  Cylinder 
in  einer  sphärischen  Cnrve  geschnitten  werden  kann,  so  folgt,  dass  der  Cy- 
linder zweiter  Ordnung,  welcher  sich  durch  den  Schnitt  einer  Kugel  mit 
einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  legen  lässt,  nur  ein  Rotations-  oder 
parabolischer  Cylinder  sein  kann. 

XXI. 

Werden  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  F  und  G  von  jeder  dreier  nicht 
paralleler  Ebenen  in  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  oder  in 
supplementären  Hyperbeln  geschnitten,  so  werden  sie  auch  von  jeder  andern 
Ebene  in  zwei  solchen  Curven  f  und  g  geschnitten.  Da  nun  zwei  derartige 
Curven,  weil  sie  Kegelschnitte  sind  nach  IV.,  nur  zwei  Punkte  mit  einan- 
der gemein  haben  können  wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen,  diese 
Punkte  aber  zugleich  diejenigen  sind,  in  welchen  der  Durchschnitt  FG  der 
beiden  Flächen  F  und  G  von  der  Ebene  fg  geschnitten  wird,  so  folgt,  dass 
bei  solcher  Gestalt  und  Lage  der  Flächen  F  und  G  ihr  Durchschnitt  FG  von 
einer  Ebene  nur  in  zwei  Punkten  geschnitten  werden  kann,  wenn  er  nicht 
ganz  in  dieser  Ebene  zu  liegen  kommt.  Es  ist  daher  dieser  Durchschnitt 
FG  eine  ebene  Curve. 

Zwei  Kreise  sind  in  einer  Ebene  stets  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 
Sind  daher  die  Kreisschnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  denen  einer  an- 
dern parallel  und  werden  sie  von  einer  mit  den  Kreisscbnitten  nicht  pa- 
rallelen Ebene  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curven  oder  in  supple- 
mentären Hyperbeln  geschnitten ,  so  ist  ihr  Durchschnitt  selbst  eine  ebene 
Curve. 
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Demnach  schneiden  sich  ähnliche  nnd  ähnlich  gelegene  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  immer  in  einer  ebenen  Curve.  Ebenso  wird  ein  elliptisches 
Hyperboloid  von  einem  hyperbolischen,  wenn  die  Asymptotcnkegel  beider 
congruent  sind  und  durch  parallele  Verschiebung  zur  Deckung  gebracht 
werden  können,  sowie  jedes  dieser  beiden  Hyperboloide  von  einem  Kegel, 
der  seinem  Asymptotenkegel  congruent  und  mit  ihm  Ähnlich  gelegen  ist,  in 
einer  ebenen  Curve  geschnitten. 

Anmerkung.  Da  man  die  Ebene  als  eine  Kugel  betrachten  kann, 
deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt,  so  widerspricht  dieser  Satz  durch- 
aus nicht  dem  obigen,  nach  welchem  der  Durchschnitt  zweier  solcher  Flä- 
chen eine  sphärische  Curve  sein  mttsste. 


Bestimmung  der  Trägheitsmomente,  namentlich  für  schiefe 


Um  einem  materiellen  Punkte  von  der  Masse  m  die  Beschleunigung  p 
zu  erthcilen,  bedarf  es  der  Kraft  P=mp.  Bezeichnen  wir  bei  der  Dreh- 
bewegung um  eine  feste  Achse  die  Beschleunigung  eines  Punktes  in  der 
Entfernung  1  von  der  Drehachse  als  Winkelbeschleunigung  mit  k% 
so  ist,  wenn  der  materielle  Punkt  um  r  von  der  Drehachse  absteht,  dessen 
Beschleunigung  p=skr,  also  die  Kraft  P=mkr,  und  wenn  dieselbe  an 
dem  Hebelsarme  g  wirkt,  muss  ihr  Moment  für  die  Drehung  P.o  =  mkr.r 
=  mkt*  sein.    Ebenso  mllsste  für  ein  System  materieller  Puukte 


sein,  worin  dM  das  Differential  der  Masse  bedeutet.  Dieser  Ausdruck  er- 
hält eine  mit  P  =  mp  übereinstimmende  Form,  sobald  man 
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setzt,  wobei  M  eine  Masse  im  Abstände  p  von  der  Drehachse;  denn  dann 
wäre  P .  q  =s  M .  k$ .  o.  Am  einfachsten  gestaltet  es  sich,  wenn  man  9  =  1 
and  die  für  diesen  Fall  nöthige  Masse  —  T  setzt  ;  dann  ist : 

1)  T=-.?M=fT*dM 

and  7  ist  das  als  Maas  für  die  Beharrung  an  benutzende  Trägheits-  oder 
Massenmoment;  dasselbe  ist  mithin  nichts  Anderes,  als  die  auf  Ent- 
fernung 1  von  der  Drehachse  reducirte  Masse  des  Systems  materieller 
Punkte. 

IL  Allgemeine  Formeln. 

Ist  p  die  Masse  im  Volumen  1  und  für  rechtwinklige  Cobrdinaten  d  V 
=  dx  dy  dz  das  Volumendifferential,  so  ist 

2)  T^jfJra(idxdydz==frllidV. 

Schliesst  nun  die  Drehachse  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  o,  ß,  y 
ein,  so  ist 

r*  =  x*  -r-y*  +  z*  —  (x  cos  a  + y  cosß  +  z  cos  y)*  *) 

and 

3)  TT=sintaj*x*iidV+SMtßj]fpdV+sinty Jz^dV 

—  2  (cos  ß  cosy J*yz  (i  dV+ cosa  cosy J*xzpdV  +  cosacosßfxyiidF^' 

Wühlt  man  die  Drehachse  als  Achse  der  z,  so  wird  a  =  ß  =  90°  und  y=0, 
folglich: 

4)  T=  ßx*  +  yr)pdV=ffftx>+tf)fldxdydz. 

Für  ein  gemischtes  Coordinatensystem  endlich,  nämlich  für  x  =  rsintv  und 
y  =  r  cos  w,  ist  dV  =  r  dw  dr  dz  zu  setzen  und 

5)  T= j  Jjr*tidwdrdz. 

In  XL,  C)  und  XII.,  C)  kommen  wir  nochmals  darauf  zurück.  Die  allge- 
meinen Formeln  für  ein  anderes  Coordinatensystem  folgen  später  in  VIII.  i?), 
IX.  Z>)  und  X. 

Bei  homogenen  Körpern  ist  die  Dichte  überall  gleich  gross ,  mithin  p 
constant  und  kann  vor  das  Integralzeichen  gesetzt  werden. 

HL  Reduction  der  Trägheitsmomente. 

Aus  dem  Trägheitsmomente  Tt  für  eine  Drehachse  parallel  zur  Achse 
der  z  lässt  sich  bekanntlich  das  Trägheitsmoment  Tt  für  eine  zur  ersten  pa- 
rallelen Achse  finden  nach  der  Formel 

6)  T,  =  Tt  +  2dMt  +  Ö'M, 

*)  Vergl.  Lehrbuch  der  analvtisehen  Mechanik  von  Duhamel,  deutsch  herans- 
gejreben  von  8chlömil  ch,  2.  A'nfl.,  H.  Bd.,  &  111. 
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worin  B  die  Entfernung  der  beiden  Achsen ,  £  die  Entfernung  des  Schwer- 
punktes des  Systems  von  der  ersten  Achse,  gemessen  in  Richtung  der  Nor- 
malen zu  den  beiden  Achsen,  und  M  die  gesanimte  Masse  des  Systems  be- 
deutet. 

Geht  aber  die  erste  Achse  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems,  so 
wird  £  =  0,  und  setzen  wir  in  diesem  Falle  T  anstatt  Tt,  so  wird 

7)  Tt  =  T+PM, 
also  Tx  >  T. 

Dieselbe  Formel  muss  aber  auch  gelten,  wenn  die  erste  Achse  zwar 
nicht  durch  den  Schwerpunkt  geht,  wohl  aber  der  Schwerpunkt  in  der 
Ebene  liegt,  welche  durch  die  erste  Achse  sich  normal  zu  der  gemeinschaft- 
lichen Normalen  auf  den  beiden  Achsen  legen  lässt;  denn  auch  in  diesem 
Falle  ist  £  =  0.  Der  Beweis  dafür  lXsst  sich  auch  aus  Formel  7)  geben; 
ist  nämlich  in  Fig.  1,  Taf.  III.,  S  der  Schwerpunkt,  DD  jj  DiDJj  DtDt>  Ebene 
ABC  o.  auf  der  Ebene  durch  DD  und  DtDt1  so  ist 

7,  =  T  +  Alf  •  M  =  T  +  (AB9  +  BC9) .  M, 
Tt=T+BC?  .M 

und  bezeichnen  wir  der  spätem  Anwendung  wegen  AB  mit  y,  so  wird 

8)  T^Tt  +  fM, 

und  es  gilt  diese  Formel  immer,  wenn  die  Parallele  DD  durch  den  Schwer- 
punkt die  Senkrechte  BC  auf  AB  schneidet. 

Setzeu  wir  BS=  e  und  L  BCS=  La,  so  wird  BC=BS  .  sin  a  und 

9)  J.^r-Ky« +  «);!/, 

worin  y  der  Abstand  eines  Punktes  in  Dx  Dx  von  der  Schwerebene  B  SC  und 
e  der  Abstand  des  Perpendikelfusspunktes  B  vom  Schwerpunkt  S  ist,  sowie 
a  der  Neigungswinkel  von  B S  gegen  DD,  welche  parallel  DxDt  genommen 
werden  muss. 

Legt  man  durch  denselben  Punkt  0  zwei  Paare  rechtwinkliger  Coor- 
dinatenachsen  XX  und  FF,  VV  und  UU  (s.  Taf.  III,  Fig.  2),  so  ist: 

MO*  =  ÖN*  -f  MM*  ^00*+  QM*, 
r>=a*  +  y,=vt   +  tt-1 

folglich  ist  auch : 

jr*pdV= Jx*lidV+ Jt/pdV= ßt*pdV+ Jv^dV, 

oder: 

10)  Tt  =  Tx  +  Ty^T.+  T.. 

Ferner  ist  u  =  MQz=  ML  —  LQ  =  y  cosa  — x  sina,  wenn  L  VOX=a 
ist,  somit  auch : 

J*u*n  d  V~-  sin*« j* r'ft  d  F-f-  cos'a Jy%\i  d  V—  2  sinacosa ßxypdV-, 
ist  aber  der  Körper  symmetrisch  bezüglich  der  Ebene  der  i:,  so  giebt 
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es  zu  jedem +y  ein  gleichgrosscs  —  y;  desshalb  ist  dann J*xt/fidV~0*)  und 

11)  T,  =  fiVo  T9  +  cos*a  Tt. 

In  dem  Nachfolgenden  sollen  nun  die  Trägheitsmomente  für  verschie- 
dene homogene  Körper  als  einfache  Integrale  dargestellt  werden,  und  am 
Schlüsse  nicht  homogene  Körper  eine  kurze  Berücksichtigung  finden. 

IV.  Trägheitsmoment  bei  gleicher  Entfernung  aller  Massentheilchen  von 

der  Drehachse. 

Die  Formel  Tx  —  p*M  giebt  das  Trägheitsmoment  nicht  allein  für 
einen  materiellen  Punkt  (1.),  sondern  ebenso  auch  für  eine  Masse,  welche 
auf  einem  geraden  Cylinder mantel  vertheilt  ist,  sobald  die  Drehachse 
mit  der  geometrischen  Achse  der  Cylinderfläche  zusammenfallt;  ferner  auch 
für  eine  Masse,  welche  in  einer  Linie  verthoilt  ist,  die  sich  auf  der  Cylinder- 
fläche  beschreiben  läset,  wie  z.  B.  in  einer  Kreislinie,  einer  Schrau- 
benlinie, u.  e.  w. 

Y.  Trägheitsmoment  ebener  Linien  far  eine  Achse  in  ihrer  Ebene. 

1)  Für  eine  Gerade  AB  (s.  Taf.  III,  Fig.3)  bezüglich  einer  Achse 
DD  durch  deren  Schwerpunkt  S.  Bezeichnen  wir  den  Querschnitt  der  Linie 

mit  f,  die  Länge  AB  mit  /,  also  SA=S  B=^,  SP  mit  a*,  LA  SN  mit  «,  den 

Abstand  NP  des  Punktes  P  von  der  Drehachse  DD  mit  r  und  endlich  AC 
l 

=  —  sin  a  mit  a,  so  ist : 
2 

dV*=fdx;    r  =  x  sin  a, 

folglich  M'=lpf  und 

+  4/ 

T=  fn  sin*  a  J*x%  dx  =  \  {J^j  f f*  «*• 
-4' 

12)  T=f%M{\t%n*?  =  \Mi* 
Ist  o  ~  0,  so  ist  7=  0.    Ist  a  =  90°,  so  ist 

(w)r-i#(I)' 

und  nach  7)  für  eine  Achse  durch  einen  Endpunkt  der  Linie 

2)  Für  eine  Gerade  AB  (s.  Taf.  III,  Fig.3)  bezüglich  einer  Achse 
DXDX  welche  um  SL  —  y  von  dem  Schwerpunkte  S  der  Geraden  absteht, 
wenn  die  Parallele  DD  zur  Drehachse  mit  der  Geraden  den  LASN=-a 
einschliesst,  ist  nach  7) 

13)  Tt  =  T  +  M y»  =  i  M  (|  sin  aj  +  A/y» = M  (,  a*  +  y«). 

*)  Sofern  p  dem  uicht  widerstreitet;  ist  ft  unabhängig  von  y,  so  bt  das  Integral 
hicher  r=  ü. 
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3)  Für  einen  Kreisbogen  Itf  (s.  Taf.  III ,  Fig.  4)  bezüglich  eines 
Durchmessers  als  Drehachse.  Ist  der  Halbmesser  CD  =  R,  die  erste  and 
letzte  Abscisse  des  Bogens  CA  =r0  nnd  CB  =  zif  die  Coordinaten  des  Bo- 
genolementes  P=ds  aber  CQ  =  z  und  ßP  =  r,  so  lautet  die  Gleichung 

des  Bogens :  Ä*  =    +  r*  oder  r  =       —  z*  und  es  ist 

zdz 

dr  =  , 

sowie 

Bezeichnen  wir  nun  Z.  mit  o>,  so  ist  *=Äco*  o>;  r=|/i?~:'-/l««fi 
dz  —  —  Rsinq>d<p\  mithin 

M  =  —  fifRjd<p  =  iAfR(<Po  —  <pl)  , 

Bekanntlich  ist  aber,  wenn  m  eine  ganze,  gerade  Zahl  ist, 

1 4)    /  sinm<pd<p  =  —  °0g^  (sm»- >  <p  +  ^— 1 3o>  + . . . 

(w  —  l).(m  —  3)  3  .     \       (m  —  l)  .  (w— 3)  3*1 

'  *  *  +  (m  —  2).(m-4)  2W,*V  +  m  (m  — 2)  .  (»  — 4)  4.2*' 


15)            fL-<pd<p=   (»-*>(«-»)•••••»■*  « 
J        ^  m(w  — 2)(ro — 4)  4.2  2 


und 


iP,  /*         .         (»i  — l)(m  — 3)  3.1 


0 

Es  ist  demnach : 


17)        7,  =  4*4 


, cos  a»0  *»n  y0  —  co*  o>i  sin  <p, 

Vo — <JP| 


und  für  den  Quadranten,  bei  welchem  y,  =  0  und  g»0  =  —  ist, 

2 
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18)  T^^KM. 

4)  Für  eine  Parabel,  welche  sich  um  die  Parabelachse  dreht,  ist 

r>  =  2pz;  trdr  =  2pdzy  ~  =  jr  ds  =  dzj/l  +  (^J=  i  fp^+?dr 
und 

Tt  =  ^ Jr*ytr+r>dr  =  *J  f  lpzW+2pz  £  dz 

In  ganz  Ähnlicher  Weise  lasst  sich  auch  das  Trägheitsmoment  fiir  ebene 
Linien  bestimmen  bezüglich  einer  Drehachse,  welche  gegen  die  Ebene*  der 
Linie  unter  irgend  einem  Winkel  geneigt  ist.  Auch  Linien  im  Räume  las- 
sen sich  ähnlich  behandeln ,  nur  ist  fiir  diese  ds  =  }/dxt  +  dyt+dzt  und, 
wenn  die  Drehachse  mit  der  Achse  der  z  zusammenfällt,  r*  =  x"  +  y*. 


VL  Trägheitsmoment  ebener  Flächen. 

Die  Fläche  habe  die  constante  Dicke  ö. 

Ä)  Die  Drehachse  liegt  in  der  Ebene.  Der  Abstand  eines 
Flächenclementes  dz  dr  sei  r,  also  das,  Massenclement  dM=nö  dz  dr  und 

T=pdJ'J>*dzdr. 

1)  Das  Rechteck  für  eine  Seite  als  Drehachse  (s.  Taf.  III, 
Fig.  5);  sind  die  Seiten  h  und  by  so  ist  M  ~      bh  und 

h  b 

19)  Ti  =  (i6fJrtdrdz^ltiöbh'  =  lMh*. 

0  0 

Für  eine  Achse  durch  den  Schwerpunkt  parallel  zu  einer  Seite  ergiebt 
sich  daraus: 

20)  T  =  jtfÄ«  —  =  1«  Mh*- 

2)  Das  Dreieck. 

<i)  Das  rechtwinklige  A  BC  (s.  Taf.  III,  Fig.  0)  fiir  eine  Kathete  AC  als 
Drehachse;  bezeichnen  wir  L  P4C  mit  <r,  so  ist  die  Gleichung  der  Geraden 
A  Tt,  sofern  man  die  z  von  A  aus  und  die  r,  von  DD  ans  zählt,  r,  =  z  /a«  er, 
und  wenn  AC  —  gy  CB=h  ist,  so  ist  für  den  Punkt  C  auch  h  =  g  tana;  fer- 
ner ist  iV—  \(iö  bh  und 

g  z  tan tt 

21)  Ti^(idj(r*dzdr  —  Ji(tdg4tanaa==l\(idgh*^tMh\ 

b)  das  beliebige  Dreieck  ADO  für  eine  Seite  AG  als  Drehachse;  ist 

ZriUchrift  f.  Malhrmalik  n.P»iy»ik.  V.  12 
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BC  -L  AG,  AC=g,  CG~gx  und  CB  =  h,  so  ist  M—  {pö  (</  +  gr()  A  und 
nach  21) 

22)  7,  «AfiaCsr +  *,)*•  = 

c)  Das  beliebige  Dreieck  (s.  Taf.  III,  Fig.  0)  für  eine  Achse 

durch  seine  Spitze  A\  es  schneide  die  Seite  BE  die  Achse  DD  in  G,  und  es 
sei  AG=g>  BC=h,  EF  =  hl-1  dann  ist  M  =  \ g  (A  —  A,)  uud  nach  21): 

23)  r,  =  Vi  f»  *  *  (*  -  v)  =  s1  *  x=t'ä  *  *  (**  +  h  Ä«  +  *«")• 

Wäre  EB//DD,  so  hatten  wir  A  =  A,  und  demnach 

24)  r,  =  i,l/(3A*)  =  4.V/i». 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Formel  kann  man  sich  dadurch  überzeugen,  dass 
man  das  Dreieck  in  Streifen  parallel  B E //  D D  zerlegt;  die  Länge  eines 
solchen  Streifens  sei  r,  seine  Breite  dr,  sein  Abstand  von  DD  sei  r  und  end- 
lich BE  =  b'y  dann  ist  —  =  —  und 

h  0 

A  .A 
Tt  =  tid jzr>dr=^fiöjjr3dr^  ip6jh*=lM#. 
0  0 
Wäre  A,  =  —  A,  sb  wäre  die  Achse  eine  Schwerlinie  und 

25)  7=jAfA>. 

3)  Kroisfläche  für  einen  Durchmesser  als  Achse.  Ist  in 
Fig.  4  wieder  die  Gleichung  der  Kreislinie  —  r*  +  s»,  L  =  <p,  sowie 
C.*=z0,  CB  =  zt  und  der  Abstand  des  Flächenelementes  rfarrfz  von  der 
Drehachse  =ar,  endlich  r  =  Rx  —  z*  ~  R  sinq>t  z  =  R  cos <p ,  also  d z 
=  —  R  $in<pd<py  so  ist  für  die  Fläche  ABLN: 


M  =  fiÖ J r  d  z=s  fiö  R%J sin*<p  dq> 


20  Vi 

Tt  =  ft8 jjs9dzdx  =  \n8j*i*dz=—lliöRtJsint<pd<p 

r" 

1 8m*  (p  dq> 

  . 

Mit  Benutzung  der  Formeln  15)  und  16)  ergiebt  sich  hieraus: 
für  den  Quadranten  bei  z0  ~  0  und  z,  ~  R 

26)  rt=lMR*, 
für  den  Halbkreis  und  Kreis 

27)  Tx  ^\MR*. 
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In  Fig.  7  (Taf.  III)  ist  für  den  Halbkreis  über  der  Achse  der  y  nach 
26)  und  27) : 

Jy^JiVÄ»  und  Tx=iMW 
folglich  nach  11)  für  die  Achse  />,/>,,  welche  mit  der  Symmetrieachse  XX 
den  La  einschliesst: 

28)  Tt  =  («Vi«  a  +  co*»  «)  I        =  p/  R* ; 

es  ist  ja  das  Moment  der  beiden  gleichen  ung  gleichliegenden  Sectoren  ABC 
und  EFC  gleich  gross.    Ist  nun  S  der  Schwerpunkt  des  Halbkreises,  so  ist 

4Ä 

GS=  CS .  sina  z=—sina  und  desshalb  das  Trägheitsmoment  für  die  Achse 
1)D  durch  den  Schwerpunkt : 

29)  T=  Tt  -  (i£w»«)ÄAf  =  w»»«)  ilf  JP  *) 

Für  einen  ringförmigen  Kreissector  ABCE  (s.  Taf.  III,  Fig.  8), 
in  welchem  FC=R0  und  FB  =  R  ist,  wäre  dM ~  (id  rdr  da]  ist  nun 
/.  />F<;  =     »o  wäre 

Ii  CD, 

M=fAdJjrdrdt0^\fiö(R*-R0*)  («,  —  •.) 

/<  0,  », 

7-,=  ^(r  sinv>ydMz=iiö j*Jt*  sin*  vdr  dto  =  }p*  (Ä4  —  *04) jsm'uda 

K  «b 


30)  rl^«(Ä»+/?0')^/\- 

CDt  —  o)q 


=  i  («•  +  V)  *  (i  -  g^w*»*-^». '*»»■). 

Für  den  Quadranten  ist  »0  =  qp,  =  0,  ©,  =  <p0  =  — ,  'folglich : 

31)  7,  =|  */(*'  +  /?„») 

und  wenn  R0  ~  0  ist,  so  ist  wieder  7,  =  £  M  R*. 

In  Fig.O  sei  LP  r,  LPLG  PUL  m;  LH  2R  c;  dann  ist 
r     c  Jim  m,  also  für  den  Halbkreis  bezüglich  LG  als  Drehachse 

rj*  2 

J,  Sinti)*  .  d^f  -  fid" Jjr^sinhtdrdu^^dc4^ tmtudu^fsAtc*  ^MRt 

o  u  ü 
in  Uebereinstimmung  mit  27). 

*)  Andere  Anwendungen  der  Formel  11)  finden  sich  in  Wcinbach,  Mechanik  I, 
8.  305  flg. ;  woselbst  auch  nachgewiesen  wird,  da»»  das  Trägheitsmoment  eines  regel- 
mässigen Vielecks  fiir  jede  Achse  durch  don  Mittelpunkt  gleich  gross  ist,  nämlich 

7=  ^  (A*-*.^*«),  wenn  F  der  Flächeninhalt  des  Vielecks,  *  eine  Vieleckseite  und  h 

deren  Abstand  vom  Mittelpunkte». 

12* 
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4)  Ellipsenfläche  für  eine  Ellipsenachse  als  Drehachse. 
Ist  in  Fig.  9,  Taf.  III,  CA=  b,  NP  =  xy  NQ  =  r,  CB  =  a,  CN=z,  LP.CN 
—  9>,  so  ist 

x*  b    ,  — 

—  +  —  =  1,  »  =  a  cos<p,  x  —  —  ya1  —  2*  =  b  sin <p,  dz  —  —  a$in<pd<p 
und  für  EFGH 

M=p6 jjdrdz  —  f**"^  f  l7«*—  z*  dz  -~  ba J sirf<pd<p 

r,  =  (iö  I  I  r*  dr  d z  =  |  (a  6  I x*d z  =  j  fid  b*a  I sin*  <p  dtp 
0  :u  :„  <Pt 


sin'<p  dtp 

32)  r,  =  i 


I  sin*q>  dtp 

und  für  den  Quadranten,  die  halbe  und  die  ganze  Ellipsenfläche 

33)  r,=^w, 

worin  M  beziehentlich  die  Masse  des  Quadranten,  der  halben  oder  ganzen 
Ellipse  bedeutet. 

Die  der  Formel  28)  entsprechende  Formel  würde  lauten: 

J,  =  ^  if/  (6«  ««««  +  a*  ros'o), 
wobei  die  Halbellipse  symmetrisch  gegen  b  liegt. 

5)  Pa  r ab el  fläche,  begrenzt  von  der  Parabelachse,  den  beiden  zu 
den  Abscissen  z0  und  h  gehörigen  Ordinaten  jc9  und  fr,  so  wie  dem  zwi- 
schenliegenden Parabelbogen,  dessen  Gleichung  x  =  j/'2pz  sein  möge. 

a)  Parabelachse  als  Drehachse: 
h  h 

M  =  nö  j*x  dz  =  iiSyTiJyTz  dz  =  itid/'2p~ (/h*~}/Tc') 

h  x  h 
Ti=(idjjr*dzdr=*(ld  Y^pj /~t%  dz  =  filY&fyli 

oder,  wenn  z9  =  0  ist: 

.    35)  7,1  =  }pA#  =  ».V6». 

6)  Letzte  Ordinate  als  Drehachse  und  zugleich  *0  =  0,  z  =  — : 
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b  h—z  b 

Ti  =  ixöJ*jr>dxdr  =  insJ(h  —  zydx 

0  0  0 

b  h  b       ..  „  b 

=  iti6(h*J ix  —  Zh%J :  dx  +  *hf  ?dx—fz9dx 

0  0  0  0* 

=  llid  (h'b  —  h*b  +  *  h'b  -  |/i>*)  =  in*  i*  6A> 

36)  r,  =  fw  Mh\ 

c)  Für  eine  Achse  durch  den  Schwerpunkt  parallel  zur  letzten  Ordi- 
nate ist  mit  Benutzung  von  7) 

37)  T  =  Tt  -  (f  *)»  ilf  =  (f«r  -  ,*y)  ilTA*  =       Jlf  A«. 

#)  Die  Drehachse  steht  senkrecht  auf  der  Ebene.  Der 

Abstand  des  Flächenelementes  dx  dy  von  der  Drehachse  ist  =  j/x*  -f-  y2, 
das  Massenelement  d M  =      dx  dy ,  also 

1)  Rechteck  für  eine  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt;  sind  die 
Seiten  a  und  6,  die  Diagonale  =  2,  ihre  Hälfte  —  =  d, ,  so  ist 

+±a  +{b 
j  j\x*  +  y*)dxdy 

38)  T=M  =i^zM_ _  =  A    («•  +  fr«)  =  .  *  3,.. 

—\a  —\b 

2)  Dreieck  für  eine  Achse  durch  eine  Ecke. 

%  a)  Rechtwinklig  bei  C  in  Fig.  10,  Taf.  III;  AC  =  b,  C B  —  a,  A  B  ==  c, 

£C  1/ 

Gleichung  der  Hypotenuse       in  der  Ebene  .A'F:  —  =  -  ;  fl/  =  ^ab 

39)  T,  =  ii!f(a«  +  |^)  =  t^(««+0 

6)  Beliebiges  Dreieck  EBA  (s.  Taf.  HI,  Fig.  10);  zieht  man  EA, 
so  ist,  wenn  man  AB  =  r„  EB  =  ct)  AC—  6„  EC  —  bty  BC  —  a  und  die 
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den  Dreiecken  CB  A  und  CSE  entsprechenden  Massen  mit  Mt  und  M9  be- 
zeichnet werden,  nach  3») 

Tt  -  i     („■ +  C±  )  +  i  Mt  («•  +       =  ]  M*  +  J  (Jlf,  <■,«+*,  rf») 

Tt  =  1  .V  [««  +  1  (A,     +  />,  rt«)]  =  J  AT  («» +  J  «■  + 

40)  7,  =  >  Af(A,«- •ft,A,  +  V). 

r)  Gleichschenkliges  Dreieck;  wenn  r,  =  r,  =  r  oder  =  6t  —  4 6 
und  3/,  =  Aft  =  4^/  ist,  so  liefert  40) 

41)  Tt  =  i  M  («« +  £ ]  =  4  3/  [«'  +  i  (|)] , 
und  für  eine  Achse  durch  den  Schwerpunkt: 

(41)  r-r.-d.^-^g-O-j.ß+d)']. 

Für  einen  Kreissector  wäre  a  =  c  =  R,  Tt  =  4 

J<)  Kreisriugsector  für  eine  Drehachse  durch  den  Mittelpunkt 
(Fig.  8,  Taf.  III,  vergl.  (30). 

dM^,idrdmdn  M  =  ^ftd  (R*  —  R*)  (co,  —  <o0) 

rt  a>, 

42)  Tx  =      /V r»  rf r  rfco  —  j-ftd  (co,  -w„)  (/?' — Ä04)  =  »  */(**+*.'). 


Für  den  Vollkreis  ist  Ä0  =  0,  also 

43)  r=4.VÄ*. 

4)  Ellipsen  fläche  für  eine  Drehachse  durch  den  Mittelpunkt  C  der 
Ellipse  (Fig.  0,  Taf.  III).  Es  sei  CA'=x,  CR;-.CP1^«,  CG-^x»  CH^xiy 
CJ~b,  A/'^y,,  L  P,C jV==g>,  also  .r  —  ucus<p,  und  die  Ellipscngleicliung 

dann  ist  für  die  Fläche  FGRE: 

M  ^=  ftd JJdx  dy-~  (iÖ  —  y /■/«<*  —  x*  dx  ~    &  —  J «*  sm'qp  rf<p 
•To  0  a0  Vi 

T,-—  p&  I  I  (x*  -\-  y1)  dx  dy  —     J        dx+^öj  y*dx 
x„  0  Jo 

=  fi  5  ^  «'  y  ro.v*  <p  «ii* <p  d <p  +  l«f>3  f  si»'  <p  d  q>^ 

^=  ^  6  //  «s  £y  *im*  ?  <p + ^  - 1  jy  gin*  <p  d  <p 
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Für  den  Ellipsenquadrant         ist  g>,  =0,  <p0  =  a^80: 

44)  r,  =  |  */(«'  +  6«), 

welche  Formel  auch  für  die  halbe  und  ganze  Ellipsenfläche  gilt. 
5)  Parabelfläche  vom  Scheitel  aus  bis  zur  Ordinate  6  =  j/'I/TÄ^ 

a)  Für  eine  Drehachse  durch  den  Durchschnitt  der  letzten  Ordinate 
mit  der  Parabelachse  erhalten  wir  nach  10)  aus  35)  und  30) : 

45)  r,  =  J;l/(y  +  fA«). 

b)  Für  eine  Drehachse  durch  den  Scheitel  der  Parabel,  deren  Gleich- 
ung yl~)/2px  ist,  wäre 

/•*/•  _  r 

M=pdl  §  dx  dy=nöy-2p  J}/x  dx—\^.6bh 
0  0  0 

\ y*  i  i 

T,  =  nd j*J  (x*  +  y*)  dx  dy  =  p6 j yrt*  rfx+j  (iö Jyfdx 
ou  0  0 

46)  T=ZM(}h'+  1»5-&«)  =  |iV(t»+  V*'). 

c)  Für  eine  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  der  Parabel ,  welcher 
nm  |A  vom  Scheitel  absteht,  ist 

47)  Tz=*M(b*+  V*A*)  —  (ÄÄ),^=i^(t,  +  lf 

wobei  jedoch  die  Fläche  auf  beiden  Seiten  der  Parabelachse  genommen  ist, 
weil  sonst  der  Schwerpunkt  nicht  in  der  Parabelachse  läge. 

C)  Die  Drehachse  DD  ist  uuter  dem  Winkel  «  gegen  die 
Ebene  geneigt.  In  der  Ebene  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz 
so,  dass  die  Achse  der  x,  mit  der  Drehachse  DD  den  Neigungswinkel  DAX 
=  a  einschliesstr 

o)  Zerlegen  in  Fig.  11,  Taf.  III,  die  Fläche  NN'  in  Streifen  parallel  zu 
XX'\  der  Streifen  OQ  z.  B.  gehöre  zu  der  Abscisse  AB  —  y  und  habe  die 
Länge  OQ  =  OB  +  BQ  —  x  +  x'  und  die  Breite  tfy,  also  die  Masse  dM 
=  fi6  (x  +  x)  dy;  sein  Schwerpunkt  S'  aber  liegt  in  der  Mitte,  und  von  B 

+ 0  0 

entfernt  um  tsA=e=tfv  —  su  =  x  =  ;  nun  ist  das 

2  2 

Trägheitsmoment  des  Streifens  für  eine  Achse  D'D'f/DD  durch  den  Schwer- 
punkt S'  nach  12) : 

T'=  ,»„  d  M  (x  +  x'Y  sin'  o, 
denn  es  ist  ja  auch  L  D'S'O  =  L  BS'C  =  L  DAX  =  a;  demnach  ist  das 
Trägheitsmoment  des  Streifens  für  die  Achse  DD  selbst  nach  0) 

—  [  J  «h1  a  (x*  —  .r  x'  +  x'*)  -f-  y»]  dM, 
woraus  sich  als  Trägheitsmoment  der  ganzen  Figur  NN'  ergiebt : 
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48)  Tt  =  £ 7'* '=  pdßl  sin* «  (*■  -  xx  +  **)  +  y*\  {x  +  x  )  </j, 

=  u 6 J  tf(x  +  a ')  dy  +ipd  xm9aj\x*  +  jl'*)  dy. 

a)  Sind  x  und  x'  constant,  so  wird : 

49)  jT,  =  p  <$  (ar  -j-  je')  [|  (x* —  x  x'-j-  x'*)  sin*aj*dy  +  ^ ya  dy] 

z.  B.  beim  Rechteck,  dessen  Seiteu  mit  den  Achsen  der  x  uud  y  parallel 
laufen,  scix  =  A0,  x'  —  bly  A,,-!-//,^://  und  — A0  uud  /<,  die  Integrations- 
grenzen für  y,  Ä0  +  /*,  ~  /<,  also  M  =  p  Ö  h b\  dann  ist 

r,  =  ,«  *  ^  [(»,» -  M,  +  V)      +  £±£]. 

Geht  die  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  des  Rechtecks,  so  ist 
/i,=ä0=-|-  und  bl  =  b0=^  mithin 

50)  7,  =      [(I  m  «)V  (^J]  =  /,  Jf  (Ä'««*«  +  Ä»), 

welche  Formel  in  38)  Ubergeht,  sobald  a  =  W°,  und  a  für  Ä,  dagegen  in  20), 
sobald  «  =  0  gesetzt  wird. 

b)  Ist  die  Fläche  symmetrisch  bezüglich  TY\  so  ist  x'=x  und 

51)  Tt^iii'zjilsm'a.x'  +  rtxdy. 

1)  Beim  gleich  schenkeligcn  Dreiecke  für  eine  Achse  durch  de*- 
seu  Spitze,  wenn  dessen  Grundlinie  b  parallel  zu  X A",  also  die  Höhe  a  in 

Fl-' liegt,  i*x=±, 

/•  ~  7 

itf  =  2/4$  I  jc  dy~  ±  (iö  ba 

52)    r,  ^^/(^/''s'"' «  + 

welche  Formel  in  41)  übergeht,  sobald  a~00°  wird,  dagegen  in  24),  wenn 
u  =  0  uud  /<  für  «  gesetzt  wird. 

2)  Bi'im  Halbkreis,  dessen  Durchmesser  mit  .VA*'  zusammenfallt, 
für  eine  Achse  durch  den  Mittelpunkt.    Hier  ist 

x  -=  j/ä*  —  y*  =  R  xm<p  ;  y  =  R  vustp;  dy  =  —  R  sin  q>dq> 

o 

Tl  =  —  2p  dJ{&  Ä1  sin'qt  sm*  a  +  R*  cos*q>)  R*  sin'<p  dq> 


•2 

7T 


=  2  «d  RXJ  [(i  sin*  «-!)  «"« V  +  «'«VI  dtp^fiölPn  (-^  -  +  j) 


53)   7\^=i  .l/A'^iVu  +  l), 
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welche  Formel  für  o  =  0<l0  in  42)  (für  R0~  0),  und  für  «  =  0  in  27)  über- 
geht. 

3)  Bei  der  Parabel  fläche  zu  beiden  Seiten  der  Parabelachse, 
welche  mit  der  Achse  der  y  zusammenfällt,  für  eine  Drehachse  durch  den 

Scheitel  der  Parabel.    Iiier  ist  x  =  Y'lpy,  mithin 

h 

Tx  =  2p6  j (J  Ipysm*.«  +  y*)  /Tpl/dy 
0 

h  h 
=  2  fi  ö  }/2p  [f  p  sin9  nJyYydy  + Jy%  }'y  dy] 

=  '>pd  yTp  \&p  s»? «  Ä"  /~h  +  f  h *}/h ) 
M=t  u6 //i7>  A  j/A  =  J  uÄ  A6 

54)  ri  =  3JI/[l\pA*tM'«  + J  A^iJ/ [6»  *>!««  +  V*  *1. 
woraus  für  a  =  Ü0°  sich  40)  ergiebt. 

Für  eine  parallele  Achse  durch  den  Schwerpunkt  wäre 

55)  T  =  Tt  —  ( J  A)«    =  *  *  (6»  «V «  +  1 1  A*), 

iu  Ucbereinstimmung  mit  47)  und  37). 

c)  Die  Figur  ist  unsymmetrisch  gegen  YY\ 
J)  Parabel  fläche  auf  der  »'inen  Seite  der  mit  der  Achse  der  y  zu- 
sammenfallenden Parabelachsc  für  eine  Drehachse  durch  den  Scheitel  der 
Parabel.    Hier  ist  x '=  0,  x  =  }/2py1  b  =  }^lph,  M  =  J  &A, 

-  /i 

r,  =  fioV'ip ^ (4  *py  »in9a  +  y»)  j/y  rfy  =  3  M       6«  mm*  a  +  |  A«) 
o 

56)  Tx  =  .«■     (6«  mm«  a  +  «/  A*). 

2)  Für  ein  beliebiges  Dreieck  für  eine  Achse  durch  eine  Ecke 
B  (g.  Taf.  III,  Fig.  13),  wenn  die  gegenüberliegende  Seite  CE  parallel  zur 
Achse  der  x  liegt.    Hier  sei  in  Uebereinstimmung  mit  VI.  B,  2.0): 

bt         ,  bt 

x  =  -  y,   x  ~  —  y, 
a*  a  * 

u 

57)  r,  =  4  ,w  K  +  J  (V  —  6,  ft,  +  V)  ««'  «*], 
übereinstimmend  mit  10),  24)  und  52). 

3)  Beim  Halbkreis,  dessen  Durchmesser  mit  YY'  zusammenfällt,  ist 

a'~  0,  u —  JÄ*  —  y*  =z  R  sin<p,  y  z~z  R  cosq>,  M—  ^uö  ti  K*,  also  für  eine 
Drehachse  durch  den  Mittelpunkt 
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o 

Tt  =  —  nöl?j*(l  Ä»  sin'a  sin'y  +     cos*q>)  sin'tp  d<p 

n 
ar 

—  pd  RJ  [( j  ««•  <r  —  1)  sin  *<p  +  sin2  tp)<i<p, 
0 

was  mit  Benutzung  von  10)  giebt : 

58)  7-f  =  i  JITÄ«  l)t 

gleichlautend  mit  53) ,  wie  sich  von  selbst  versteht. 

ß)  Zerlegen  wir  in  Fig.  12  die  Figur  NN'  in  Streifen  parallel  zu  FF'; 
der  Streifen  GK  gehöre  zur  Abscisso  AL  =  x  und  habe  die  Lange  GK 
=  ZÄ'+  L  G  —  y  +  y',  die  Breite  dx,  also  die  Masse  dM  =  (id  (y  +  y)  dx\ 
sein  Schwerpunkt  S'  ist  dann  von  der  X Achse  um  LS'=.LK — S'K  =  y 

!t  _.y  —  y  entfernt.  für  eine  Achse  D'D'  durch  S'  parallel  zu  DD  ist 


2  2 

dann  das  Trägheitsmoment  des  Streifens  (weil  LDA  Y=  L  D'S'K  =  9(f) 
nach  12) 

» 

ziehen  wir  nun  S'B //  LAy  so  ist  S'B  =  LA  =  xy  AB  =  L  S'=  ^JZLü-  und 
nach  9)  das  Trägheitsmoment  des  Streifens  für  die  Achse  DD 
T"==  T'  +  (Äl?  +  BS7* .  sin'a)  dM=  +  (^y^J+ 

=  [i  (y  -  y  y  +*'*)  + 

das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Figur  NN'  aber'flir  die  Achse  DD  ist: 

59)  Tt  =  £  r '=  ^  öj* J  (y*  —  y  y'+  y*)  +  *» *m«  aj  (y  +  y  )  da:  = 

=  JpÄ ^ y+y'*)  dx+  pd  sin*aj* y  +  y)  **  d*. 

a)  Sind  y  und  y'  constant,  so  wird: 

60)  r.^p* (y  +  y —  yy'+y'*) f**+ fesin'adx] 

z.B.  beim  Rechteck,  dessen  Seiten  parallel  mit  den  Achsen  der  x  und  jf 
laufen,  sei  y  =  A0,  y'=  Än  A0  +  ä,  =  A  und  60  und  bt  die  Integrationsgren- 
zen für  x;  fc0  +  6,  =  fc,  also  M  =  pd  bh',  dann  ist 

und  wenn  die  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  des  Rechtecks  geht,  wo- 
bei A,  =  h0  =  ^  und  b,  =  b0  =  ^-  ,  so  ist 

gleiclilautend  mit  50). 

b)  Ist  die  Figur  sy  mtnetrisch  gegen  X  X\  so  ist  y  =  y  und 
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61)  Tt  =  2ndJ*(l  y*  +  J  sin'a)  ydx, 


z.  B.  beim  Halbkreis,  dessen  Durchmesser  mit  ¥¥'  zusammenfällt,  für 
eine  Achse  durch  den  Mittelpunkt.    Hier  ist 

y  =  j/R*  —  x*  —  R  sin  qp,  x  =  R  costp,  dx  =  —  R  sin  <p  d<p, 
folglich  n 

T 

Tt  =  2iiöJ*(i  R*  sin*<p  +  R*  cos1  tp  sin*  a)  R*  sin*<p  dq> 

=  2^Ä«[(J-m'«)5  +  i5i;i«a]| 

M=^nSRfn 
Ti=^MRt(l+sinta\ 
was  wir  bereits  in  58)  gefunden  haben. 

c)  Die  Figur  sei  unsymmetrisch  gegen  XX'. 

1)  Parabel  fläche  auf  dereinen  Seite  der  Parabclachsc,  welche  mit 
XX'  zusammenfällt,  für  eine  Achse  durch  den  Scheitel;  hier  ist 

3/'=  0,  y  =  ^2p~xy  b  =  }/2ph,  M—$iidbh 

und 

f 

Tx=phj  (»  2px  +  x*  sm*a)  j/2j£dx  =  nö(l.*.2ph.h  +  1h*)}/2ph 
0 

62)  r)-^(i'+?A,««,«)) 
welche  Formel  fttr  a  =  0  in  35)  und  für  a  =  90°  in  40)  übergeht. 

2)  Parabelfläche  zu  beiden  Seiten  der  Parabelachse ,  welche  mit 
Y  Y'  zusammenfallt,  für  eine  Drechachse  durch  den  Scheitel  der  Parabel; 


x*  b* 
hier  ist  y  =  —  — ,  y  =  h~=  — , 
2p' J        '  2p 

M=ipibh, 

+  6  +b 

t,  =  i  ,*/(>- g)  äX  +  „  a         -  g)  rfx 

—  6  —  A 

=  J  fi  «5  6  A  (f  Ä»  +  £     5»>i« «)  =  £#(  V*  h%  +b*  sin*  o) , 
gleichlautend  mit  54). 


Vn.  Trägheitsmoment  gerader  prismatischer  Körper, 

deren  Länge  deren  Querschnitt  =  F,  und  deren  Masse  demnach 
M  =  fiFl  ist. 

A)  Die  Drehachse  sei  parallel  zur  geometrischen  Ach  sc 
des  Körpers ;  dann  ist 
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Jtf=H jdV=p JJ Jdxdydz  —  pljjdxdy, 

x*  Uo  M> 

f  i  i^i  /  f  i  Vi 

Tl       dM==  * JjJ (**+yi)  dx dy  rf*  =  fj{*+f)***y* 

•r0  y0  o  y0 


63)  r,  =  3/-0^  =  M~  =  q*M, 


jj 


dx  dy 
xoVo 

worin  Tt'=Q0tM'  das  nach  VI.  5)  für  die  Masse  M'  eines  Querschnittes  (parallel 
zu  den  Grundflächen)  in  Bezug  auf  eine  Drehachse,  welche  mit  der  obigen 
zusammenfällt,  zu  bestimmende  Trägheitsmoment  bedeutet.  Verstehen  wir 
aber  in  den  in  VI.  P)  gefundenen  Formeln  unter  M  die  Masse  eines  gera- 
den Prismas  von  der  Länge  /  über  der  betreffenden  Figur  als  Querschnitt, 
so  geben  die  dort  gefundenen  Trägheitsmomente  [38)  bis  47)]  zugleich  das 
Trägheitsmoment  des  Prismas.    Also  z.  13. : 

Kreiscylinder,  Drehachse  durch  den  Mittelpunkt  der  Grundfläche 
•  64)  T—^^in*', 

Hohler  Kreiscylinder,  Drehachse  durch  den  Mittelpunkt  der 
Grundfläche 

65)  T=  ±M{B*  +  R*); 

Elliptischer  Cyliudor,  Drehachse  durch  den  Mittelpuukt  der 
Grundfläche 

66)  r=±  M  («'  +  &'); 

Parallelepiped,  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  der  Grund- 
fläche 

67)  r=|tf<Y; 

Dreiseitiges  Prisma,  eine  Kante  als  Drehachse 

68)  r,=  j„(a.+  ^L±V); 

Prisma  mit  regelmässiger  Figur  als  Grundfläche,  Dreh- 
achse durch  deren  Mittelpunkt 

69)  J^l.v(««+|); 

Prisma,  dessen  Grundfläche  von  zwei  congruenten  Pa- 
rabeln begrenzt  ist,  die  mit  ihren  letzten  Coordinaten  an  einander 
stossen,  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  der  Grundfläche 

(69)  T~^M{bx~\-$  hl). 

Ii)  Die  Drehachse  DD  (s.  Taf.  IIJ,  Fig.  14)  gehe  durch  den 
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Schwerpunkt  S  des  Prismas  und  liege  parallel  zur  Grund- 
fläche. Zerlegen  wir  das  Prisma  in  Elemente  durch  Schnitte  parallel  zu 
den  Grundflächen,  so  ist  dV~Fdz\  für  das  Element  MN  in  der  Entfernung 
SSt  =  2  von  S  lässt  sich  nach  VI.  Ä)  das  Trägheitsmoment  T'=  tfdM  in 
Bezug  auf  eine  Drehachse  Dt  Dx  parallel  zu  DD  durch  den  Schwerpunkt  St 
des  Elementes  bestimmen ;  dann  ist  das  Trägheitsmoment  des  Elementes  in 
Bezug  auf  DD  nach  7) 

r  =  T'+t'dM^tfdM  +  z*dMy 
and  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Prismas  in  Bezug  auf  DD : 

T=2  T"= j fcf  dM+j z%dM; 

weil  aber  alle  Querschnitte  des  Prismas  gleich  gross  sind  und  jeder  dersel- 
ben auch  genau  gleiche  Lage  gegen  die  zu  ihm  gehörige  Achse  Dx  0,  hat, 
so  sind  F  und  q9  constant,  mithin 

+*/ 

t=  9*f tM+pFf *dz  =  *y  ir + |m 

-i' 

70)  T^to+iV)". 

Die  Werthe  für  q0*  sind  aus  VI.  Ä)  zu  entnehmen,  indem  man  die  dort 
gefundenen  Trägheitsmomente  mit  der  dort  betrachteten  Masse  dividirt; 

T' 

denn  es  ist  o0*  —  -— ~ . 
,  dM 

Z.B.  1)  K rei sc y linder;  für  eine  Drehachse  durch  den  Schwer- 
punkt; nach  27)  ist      =  also 

71)  T^uip+^nM-^nv+mM. 

Für  eine  Achse  durch  den  Mittelpunkt  einer  Grundfläche  ist 

72)  =  [  i  iP  +     /  ■  +  ($]  M  =  (i  Ä«+  i  n  -V. 

Wäre  Ä  =0,  so  würde  T ^=  j^PM  und  Tt  =  ^.V,  in  Uebereinstiinmung 
mit  V.  l),  wenn  daselbst  a  =  90°  genommen  wird. 

2)  Parallelepiped;  nach  20)  ist  q0*  =  <^f  h*  (s.  Taf.  III,  Fig.  15), 
folglich  bezüglich  DD: 

73)  r=A  (*•  +  *■)*• 

Wählt  man  eine  Kante  Dt  D,  als  Drehachse,  so  ist 

74)  Tx  =  A  (*»  +  P)M  +  ^(1)  +  ({)'•     =  i  V  (*  +  ^ 

3)  Dreiseitiges  Prisma,  dessen  Querschnitte  gleichschenklige  Drei 
ecke  sind;  die  Drehachse  DD  (s.  Taf.  III,  Fig.  10)  durch  den  Schwerpunkt 
laufe  parallel  zu  der  Linie,  welche  in  einer  Endfläche  sich  durch  die  Spitze 
und  die  Mitte  der  Grundlinie'legen  lässt;  dann  ist  nach  25): 

und 
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75)  T=^  +  P)M. 

Für  eine  parallele  Achse  DtDt  durch  die  Spitze  einer  Grundfläche  wäre 

76)  r,  =  v2  ( J  +  >')  Jr +({)'  * = i  *  ( b~  +/«) . 

Läuft  die  Drehachse  (s.  Taf.  III,  Fig.  16)  durch  die  Spitze  l  des 

mittelsten  Querschnittes  und  zwar  parallel  zu  dessen  Grundlinie  MN,  so  i*t 
nach  24) :  p0*  =  4  «f  =  J  Z  £>',  folglich 

77)  2T.  =  1  + 

und  für  eine  parallele  Achse  durch  den  Schwerpunkt  5: 

78)  T  =  (i  ««  +  T»a  0        (?  «)« Jf  =  J  (4  «« +  i  /')  Jlf. 

C)  Die  Drehachso  2)  Z>  (s.  Taf.  III,  Fig.  17)  gehe  durch  den 
Schwerpunkts  des  Prismas  und  sei  gegen  eine  Grund fl ach* 
unter  dem  La  geneigt.  Ist  das  Element  MN~Fdz  parallel  zur  Grund 
fläche,  so  ist  sein  Trägheitsmoment  für  die  zu  DD  parallele  Drehachse  Dt  0, 
durch  den  Schwerpunkt  S,  des  Elementes  T'—qJdM,  worin  q0*  nach  VI. C) 
zu  bestimmen  ist;  ziehen  wir  nun  SxR-i-DD  durch  S,,  so  ist  LRStS=  er,  weil 
die  geometrische  Achse  AA  auch  senkrecht  auf  den  Querschnitten  (Elemen- 
ten) parallel  zur  Grundfläche  steht;  demnach  ist  das  Trägheitsmoment  des 
Elementes  MN  bezüglich  der  Achse  DD,  wenn  SS,  =  z  gesetzt  wird, 

T"=  Q*dM+RS*.  dM  =  (p0f  +  z*  co*a)  dMy 
folglich  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Prismas  für  DD: 

+  «' 

79)  T  =  £T"=QotJ*dM+  Fco* afi*dz  =  (o0'+  T«s/'co*««)  M, 

z.  B.  1)  Kreiscylindcr;  nach  33)  ist  Po«  ^=  1  +       "  folglich 

4 

80)  T  --^  |  [(1  +  sin'a)  /?'  +  £/«  coita]  M\ 
für  o  =  0, 

r=i(Ä*+>/«)^, 

wie  71) ;  für  «  =  iXf , 

r=  4  /?«3f,  wie  04). 
2)  Parabolischer  Cy  linder;  fällt  die  Achse  der  Parabel  mit  IT' 
(in  Fig.  U  und  12)  zusammen,  so  ist  nach  55)  fot==i(*Ä*,,,,,w  +  lS*Ä)i  mithin 

81)  T  =  ( J  b'  sin*  a  +  ^Vff  Ä*  +  1*1  f  co«1  o)  ; 
für  a  =  0, 

82)  7=  tfft  *«  +  ,>,/■)  IT, 
für  a  t=  W°, 

83)  7      (J  6«  +  ^  *f)  *  =  {:  (*'  +  i?  M. 

Geht  die  Drehachse  nicht  durch  den  Schwerpunkt,  sondern  im  mittelsten 
Querschnitte  durch  den  Durchschnitt  der  letzten  Ordinate  mit  der  Para- 
belachse, so  ist  Po' =  &  a  4°  }f  A*)  +  iV  A1,  denn  die  Parabelachse 
steht  senkrecht  auf  der  Drehachse;  folglich 
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84)  Tt  =  (|    *m«a  +  T\  A»  +  T»,  /«co«»«)  M, 
für  o  =  00°, 

wie  (69). 

3)  Dreiseitiges  Prisma,  dessen  Querschnitte  gleichschenklige 
Dreiecke  sind;  ist  die  Mittelllinie  der  Querschnitte  senkrecht  zur  Dreh- 
achse (wie  in  VI.  C,  «,  b,  1),  so  ist  nach  52)  und  7): 

fca  =  *  «'  +  A  6*  «»• «  -  (f  «)*  =  18  «'  +  A    **»* «» 

also 

85)  J=  |  (1  a«  +  |  6«  5i/i» a  +  »  /«  ro**a)  J/; 
für  tr  =  0, 

wie  78) ;  für  a  =  90°, 

86)  T=ma'  +  i»)M. 

Liegt  dagegen  die  Mittellinie  des  mittelsten  Querschnittes  in  XX',  so  wäre 

nach  61)  und  7),  weil  y  =         und  dM  —  P&ba __. 

2a  2  2 

7"=  2/u  6  fl^Jl!L+sin*a^  x»dx  —  ($a  sin  «)«  JAT 

=  |  (Vf  *Ä  +  «*      «)  -  }  a«      a  dM 

2 

87)  r=  £  (4  6«  +  i  «*        +  K 
für  o  =  0, 

wie  75);  für  «  =  90°, 

68)  T=}{\b*+\*)M, 
und  wenn  hier  die  Drehachse  noch  in  die  Kante  durch  die  Spitze  gelegt 
wird, 

r.  =  ( A  *  +  A  *  +  J    *  =  i  [«'  +  *  (7)']  • 

wie  68,  wenn  //,  =  o,  =  — . 

VIIL  Trägheitsmoment  schiefer  prismatischer  Körper, 

deren  Querschnitte  parallel  zu  den  Grundflächen  =  Fy  deren  Achsen-  oder 
Kantcnlänge  =  /,  deren  geometrische  Achse  gegen  die  Querschnitte  untor 
den  Winkel  DLX—  a  geneigt  ist,  deren  Höhe  also  h  =  l$ina,  und  deren 
Masse  M  =  pFl  sin  a  ist. 

Ä)  Die  Drehachse  liege  parallel  zur  geometrischen  Achse. 
Das  Element  MN  (s.  Taf.  III,  Fig.  18)  parallel  zur  Grundfläche  hat  die  Masse 
dM  =  fiFsina  dz-,  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Drehachse 
sei  T'=q0*dM  und  kann  nach  VI.  C)  bestimmt  werden;  da  nuu  qc  für  alle 
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zur  Grundfläche  parallele  Querschnitte  dasselbe  sein  muss,  weil  alle  gleich 
gross  und  gegen  DD  glcichliegend  sind ,  so  muss  das  Trägheitsmoment  iles 
ganzen  Prismas  sein : 

59)  Tt  -=ZT'=j<!*  dM=Q*J IM=  q*M. 

Verstehen  wir  aber  in  den  in  VI.  C)  gefundenen  Formeln  unter  M  die  Masse 
des  schiefen  Prismas,  so  geben  die  dortigen  Formeln  zugleich  das  Trag 
heitsmoment  desselben;  z.B. 

schiefes  Prisma  mit  rechteckigem  Querschnitt,  Drehachse  durch 
den  Schwerpunkt  (nach  50), 

90)  r=^;V(&«5i>i«a  +  A«); 

schiefer  Krciseylinder,  geometrische  Achse  als  Drehachse  (nach  53), 

91)  T= 

parabolischer  Gy  lind  er,  Drehachse  durch  den  Scheitel  (nach  54) 
und  50) 

92)  Tx  =  i  M  {b*  sin*  a  +  V  A'); 

dreiseitiges  Prisma,  Q  uerschnitte  g  le  ichsc  h  en  k  el  i  g,  Kante 
durch  die  Spitze  der  gleichschenkligen  Dreiecke  als  Drehachse  (nach  52), 

93 )  Tt  =  J  M       />«  ««'  a  +  ««); 

beliebiges  dreiseitiges  Prisma,  eine  Kante  als  Drehachse  (nach  57) 

94)  Tt  =  i  M  U  (V  -  bt  bt  +  V)  sin9  a  +  «»]. 

Für  o  =—  90"  erhält  man  aus  89)  die  entsprechenden  Formeln  in  VIT.  A). 

Ii)  Die  Drehachse  DD  (s.  Taf.  III,  Fig.  10)  gehe  durch  den 
Schwerpunkt  S  desPrismas  und  liege  parallel  zu  einer  Grund- 
fläche. Das  Element  MW,  dessen  Schwerpunkt  St  um  ÄS,  =  r  von  S  ent- 
fernt ist,  hat  das  Trägheitsmoment  T'=  Q0'dM ,  bezüglich  der  Achse  Dx  Dt, 
welche  sich  durch  Sx  parallel  zu  DD  legen  lässt;  dieses  Trägheitsmoment 
kann  nach  VI.  A)  bestimmt  werden.  Ist  nun  LSLX  =  LSSt  Ax  der  Neig- 
ungswinkel a  der  geometrischen  Achse  gegen  die  Grundfläche,  LSAL 
=  LSAX  S,  =  00°,  At  C  J-  Dx  Dx  und  L  At  Sx  Dx  =  0,  so  ist  nach  0)  das  Träg- 
heitsmoment des  Elementes  MN  bezüglich  der  Achse  DD: 

T"z^  7"+  (SÄ*  +  V^Sm^)  dM 

=  (<?o*  +  **  «»*«  +  2*  t*0**«  sif,tß) ilM 

=       +  sf  (1  —  cos*tt  cos*ß)]  dM. 
Bezeichnen  wir  aber  mit  0  den  L  SSX  Dx ,  welchen  die  geometrische  Achse 
mit  der  Drehachse  einschliesst,  so  ist  bekanntlich  cos&  =  cosa  cos  ß}  und 
sin*&  =  1  —  ro5*o  ros'jS;  ferner  ist 

d  M  =  fi  /'(/  (SA^^fiF  sin  adz] 

demnach 

T (q*  +  z«  «n«  fypFsinadz, 
und  weil  p0  wieder  constaut  ist,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Pris 
mas  für  die  Drehachse  DD: 
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*  / 

"***' 

T=Q*j  dM+fiFsinasin** j*z*dz  =  q*M  +  i(ijsin^  M 

95)  T=  (o0«  +     /* nVd)  M  =  [g*  +  Vs'*  (1  —  «w* •  * 
z.  B.  1)  Geht  bei  einem  schie  fen  dreiseitigen  Prisma,  dessen  Quer- 
schnitte (s.  Taf.  III,  Fig.  20)  gleichschenklige  Dreiecke  sind,  die  Achse 
IX  durch  das  eine  Ende  der  Grundlinie,  während  die  Drehachse  DD  durch 
die  Mitte  der  Grundlinie  und  die  Spitze  gelegt  ist,  so  ist  (vergl.  VII.  By  3) 

i 

tanß=— ;  cos* ß  = — ■  —  =— —  . 


nach  25),  folglich 

,t       »<•)  96«  +  4ö«  <7* 

> 

'  Für  eine  gleichliegende  Achse  in  der  Endfläche  wäre 

97)  ■7l.,+  (^#)V-i(J  +  !^*L-,)A 

Für  a  ==  00°  wird 

wie  bereits  in  76)  gefunden  wurde. 

2)  Für  den  schie  fen  Kreis  cy  linder  ist     =  i  Ä*»  Äls° 

98)  T  =  }  [B*  +  J  /»  (1  —  cos*  a  co*1 0)]  i»f . 

Wenn  man  in  Formel  05)  «=00°  oder  0=00°  setzt,  so  wird  sin* 0  =  1, 
9  =  00°,  und  man  erhält 

99)  T=(Qo*  +  ^l>)M> 

welche  mit  70)  übereinstimmt.  Wäre  dagegen  ß  =  0 ,  d.  h.  träfe  das  Per- 
pendikel SJt  das  Element  in  DtDif  oder  läge  DD  in  der  Ebene  des 
Neigungswinkels  SStJt  der  geometrischen  Achse,  so  wäre 
$in&=:  sina  und 

1 00)  T  =       +  TV  1*      «)  iV. 

C)  Die  Drehachse  i>Z)  (s.  Taf.  III,  Fig.  21)  geht  durch  den 
Schwerpunkt  5  des  Prismas  und  steht  senkrecht  auf  einer 
Endfläche.  Der  Schwerpunkt  £,  des  Elementes  MN  parallel  zur  End- 
fläche sei  um  SSt  =z  von  5  entfernt;  das  Trägheitsmoment  T'=Q0*dM 
des  Elementes  in  Bezug  auf  eine  Achse  DtDl//DD  durch  5,  sei  nach  VI.  /?) 
bestimmt;  der  Winkel  SStL  ist  der  Neigungswinkel  a  der  geometrischen 
Achse  gegen  die  Endfläche;  folglich  ist  das  Trägheitsmoment  des  Elemen- 
tes bezüglich  der  Achse  DD: 

T"=  r  +  LS*  .  dM  =  (e0»+  z*  co*«a)  dM 
und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Prismas  für  DD  ist 
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£*' 

T  =  £  T"=      IdM  +  cot? a  sin  a  F(i  I  z*dz 

10t)  T  =  (p0»  +  ^  /»  ro*a a) 

Wenn  sich  die  geometrische  Achse  auf  einer  Kegelfläche  um  DD  als  Kegel- 
achse herumbewegt,  ändert  sich  also  T  keineswegs,  was  ganz  natürlich  ist, 
weil  der  Trägheitshalbmesser  nie  einen  Punkt,  sondern  eine  Cylinder- 
fläche  als  Trägheitsmittelpunkt  bestimmt.  Es  ist  also  im  vorliegenden  Falle 
die  Grösse  von  T  nur  von  der  Grösse  der  Neigung,  nicht  von  der 
Lage  der  Achse  gegen  die  Drehachse  abhängig. 

Für  o  =  90°  liefert  101)  die  Formeln  in  VII.  Ä),  nämlich  allgemein 
T  —  q*M,  und  für  /  —  0  die  damit  gleichlautenden  Formeln  in  VI.  B). 

1)  Kreiscylinder;  p0»=  \  Ä*,  folglich 

102)  7=  4  (Ä*  +  J-  /«  cos'a)  M. 

Wird  Ä  =  0,  so  wird  der  Cylinder  zur  geraden  Linie,  welche  mit  der  Dreh- 
achse den  La{~ 90°  —  a  eiuschliesst;  dann  ist  aber  übereinstimmend  mit  12) 

T=Jfl*  cos*  a  .Mz=^lt  «»•  er,  .  M. 

2)  Parabolischer  Cylinder;  nach  47)  ist  p0»  =  £  (b*  +  ;*A«), 
daher 

1 03)  T  =  (]  6«  +  tfs  A*  +  T>*  i*  cos"  a)  * ; 

für  eine  parallele  Achse  durch  den  Scheitel  des  mittelsten  Querschnittes  ist: 

104)  Tx  =  T+  (|  A)«  M  =  (J  6»  +  |  A«  +  T'2  f  cos*«)  M, 

was  man  auch  aus  101)  erhalten  hätte,  wenn  man  =  y  +  f  **  »os  46) 
genommen  hätte;  für  eine  Achse  durch  den  Schwerpunkt  einer  Grundfläche 
endlich  wäre 

1 05)  7,  =  J+  (-^  co*  o^iV  =  (i  6*  +  +  K       «)  -V, 
welche  Formel  auch  aus 


r  =        iM+Fp  cos*  a  tin  *j:*d 


z 

0" 

hergeleitet  werden  konnte. 

3)  Für  ein  schiefes  Prisma  mit  rechteckigem  Querschnitte 
ist  nach  38)  9*  =  ^  («•  +  6«),  folglich 

106)  7*  =  j'j  (««  +  &»  +  /•  co*»a)  J»f. 

Lässt  man  aber  das  Rechteck  zur  geraden  Linie  (senkrecht  zur  geometri- 
schen Achse)  werden,  indem  man  a~h  und  6  =  0  setzt,  oder  indem  man 
q*  =  i1!  A*  aus  (12)  entnimmt,  wobei  h  für  /  gesotzt  wurde,  so  wird 

T=  I*i{ht  +  Itcosta)M, 
was  das  Trägheitsmoment  für  ein  Rechteck  bezüglich  einer  Drehachse 
sein  müsste,  welche  mit  der  Rechtecktsfläche  einen  L«,  =90°  —  a  ein- 
schliesst ;  schreibt  man  aber  b  für  /,  so  wird  in  der  That  7*c=T'9  (tf+b'sih^M, 
übereinstimmend  mit  50). 
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D)  Die  uoter  VIII.  J.,B.  und  C.  und  unter  VII. -4.,  B.  und  C.  entwickel- 
ten Formeln  sind  sämmtlich  in  einer  allgemeinen  Formel  enthalten,  welche 
sich  ergiebt,  wenn  man  das  Trägheitsmoment  eines  Prismas  be- 
stimmt, dessen  geometrische  Achse  SSt  (s.  Taf.  III,  Fig.  22)  unter 
dem  LSSiR=a  gegen  eine  Grundfläche  geneigt  ist,  bezüg- 
lich einerDrehachse  DD  durch  denSchwerpunktSdes  Pris- 
mas, welche  mit  der  Grundfläche  den  LDtS,  V  =  *l  ein  sc  h  lies  st. 
Bezeichnen  wir  den  LDSSty  welchen  die  Drehachse  DD  mit  der  geometri- 
schen Achse  SSt  einschliesat ,  mit  #  und  den  Z.ÄS,(),  welchen  die  Nor- 
malebenen  SStR  und  DtS{ij  durch  die  beiden  Achsen  auf  die  Grundfläche 
mit  einander  einschliessen,  mit  0;  zerlegen  wir  ferner  wieder  in  Elemente 
parallel  zu  den  Grundflächen,  und  sei  5,  der  Schwerpunkt  eines  solchen 
Elementes  in  der  Entfernung  SSX  =  z  von  5;  legen  wir  endlich  durch  5, 
die  Drehachse  Dt  Dt  //  DD,  machen  SL  -i.  DlDi  und  bestimmen  nach  VI.  A., 
B.  oder  C.y  wie  es  o,  erfordert,  das  Trägheitsmoment  T'=  g02  d  M  des  Ele- 
mentes für  Dt  Dx ,  so  ist  das  Trägheitsmoment  desselben  für  D  D 

T"—  T'  +  SL9.dM  =  (o09  4-  z9  sin9»)  d  M, 
mithin  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Prismas  für  DD 

4-4' 

T  =  £T"=Qo*j  dM+nFsin*&sina j:9dz. 

Der  Winkel  #  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise;  legen  wir  SR  und  LQ 
senkrecht  auf  die  Ebene  RSXQ  des  Elementes,  LU-i-SR  und  RV-i-SxQy 
so  ist: 

SL  =  SSi  sin  SSt  L  =  zsin&\ 

S/9  =  S~Ü*  +~ÜT  =  (SR  —  L  Q)9  +  Ä0*  =  (SR  —  L  Q)9  +RV9+  VQ9 
z9  sin9»  =  (z  sinet—z  cos»  si/ia,  )*+  z9  cos*a  sin9ß-\-  (z  cos& cos  at—z  cos  a  cosß)9 
sin9»  =  sin9*— 2  cos  &  (sin  a  sin  or, +cos  *  cos  <*,  cos  ß)  +  (sin*at  +  cos*«,)  cos9» 

+  cos*  *  (cos*ß  +  sin9ß) 
1  —  cos*  »  =  1  —  2  cos  »  (sin  a  sin  «,  4>  cos  a  cos  a,  cos  ff)  4>  cos9» 
•  cos  »  =  sin  a  sin  a,  +  c°s  *  cos  a,  cos  ß 

und 

1 07)  T  =z  (09  +  T»,  2*  5iV  0)  Jlf. 

Setzen  wir  in  dieser  Formel : 

- 

j)  «,  =  90°,  so  wird 

cos  »  =  sin  a,  sin9  »  =  cos9  *  und  T  =  (q0*  +  -j1,  P  cos*  *)  M, 
wie  101)  in  VIII.  C); 

2)  er,  =  0,  so  wird 

cos  »=cos*  cos  0,  sin9»  =  1  —  cos9*  cos9ß  und  T—  \o9  +•  T!a/*  (1 —cos9*  cos9ß)]  M, 
wie  95)  in  VIII.  B) ; 

3)  |9==0,  a=a,,  so  wird 

co*  »  =  «ii*  a  +  cos9  a  =  1,  s»'/i*  »  —  0  und  jT  =  o0*  /V, 
wie  89)  in  VIII.  ^); 

13* 
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4)  a  =  90°,  so  wird 

co8&  =  sin  «„  siw'd  =  cot*  er,  und  T  =  (^0*  +     /*  co**  o,)  Af, 
wie  70)  in  VII.  C); 

5)  o  =  00°,  a,  —  0,  so  wird 

co*O  =  0,  riw'ä^l  und  r=  (Po«  +  ^  r)  M, 
wie  70)  iu  VII.  B)\ 

0)  «  =  00°  =  o„  so  wird 

cot  &  =  1 ,  «Vi1^  =  0  und  T  ==  Qn*  M, 

wie  63)  in  VII.  A). 


IX.  Trägheitsmomente  pyramidaler  Körper, 


uFI 

deren  Grundfläche  =  F,  deren  Höhe  =  /,  und  deren  Masse  M  =  - —  sein 

3 

möge.  Zerlegen  wir  die  Pyramide  in  Elemente  parallel  zur  Grundfläche, 
so  sind  dieselben  ähnliche  Figuren,  und  die  Fläche  f  des  Schnittes  in  der 
Entfernung  z  von  der  Spitze  bestimmt  sich  aus  f  :  F=  z* :  /';  daher  ist  die 

uF 

Masse  dieses  Elementes  dM  =     dz  =  -r  z* dz.  Wegen  der  Aehnlichkeit 

der  Schnitte  wachsen  auch  die  Trägheitshalbmesser  der  Schnitte  für  ähn- 
lich liegende  Achsen  wie  irgend  eine  andere  lineare  Strecke  in  dem  Schnitte, 
und  da  die  letztere  der  Entfernung  des  Schnittes  oder  Elementes  von  der 
Spitze  proportional  ist,  so  muss  es  auch  der  Trägheitshalbmesscr  sein;  ist 
also  der  Trägheitshalbraesser  des  Elementes  in  der  Entfernung  z  von  der 
Spitze  =<f}  und  der  Träghcitshalbmesser  der  Grundfläche  =?,,  so  ist  auch 

Q'Qx  =  *:/;  Q=jz- 

A)  Die  Drehachse  gehe  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
und  stehe  senkrecht  au f  d  er  G rund  f  1  äche.  Nach  VI.  Ii)  ermittelt 
man  das  Trägheitsmoment  T=.Q*dM  des  Elementes  im  Abstände  z  von 
der  Spitze  und  findet  daraus  das  der  ganzen  Pyramide 

T^ZT'^^Ifz'dz 

0 

oder 

108)  Tt  =  *Mo^ 

z.  B.  1)  Querschnitt  ein  gleichschenkliges  Dreieck;  die  Dreh- 
achse treffe  die  Grundfläche  in  in  deren  Schwerpunkt.  Nach  (41 )  ist 

«'=<(i-i> 

folglich 

109)  fWj 

Trifft  die  Drohachse  die  Gruudfläche  in  dereu  Spitze,  so  ist  nach  41) 
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?,'=i(«-+|), 

folglich 

110)  .jl  =  jjr(a»+0. 

Diese  Formel  110)  gilt  zugleich  für  alle  geraden  Pyramiden,  weil  bei 
diesen  alle  Querschnitte  regelmässige  Figuren  sind  und  das  Perpendikel 
(Drehachse)  von  der  Spitze  auf  die  Grundfläche  die  letztere  in  ihrem  Mittel- 
und  Schwerpunkte  trifft,  also: 

2)  Querschnitte  Quadrate,  die  Drehachse  gehe  durch  den  Mittel- 

c* 

punkt  derselben;  hier  ist  a'  =  —  ,  folglich 

in) 

oder  q*  =  4  c*  nach  38),  folglich  J=  }  Mcx%. 

3)  Gerader  Kreiskegel,  geometrische  Achse  als  Drehachse 

ä  =  c=Ä,  oder  f,*  =\Rl 

nach  43),  folglich 

112)  T=fifMK\ 

4)  Elliptischer  Kegel,  Drehachse  durch  den  Mittelpunkt;  nach 
44)  ist      =        +  folglich 

113)  T=&M(*  +  P). 

5)  Parabolischer  Kegel.  Geht  die  Drehachse  durch  den  Scheitel 
der  Grundfläche,  so  ist  nach  40)      =        +  »y5  Äl),  folglich 

114)  T,  =  ,35  M  {b*  +  y  A») ; 

geht  die  Drehachse  durch  den  Durchschnitt  der  Parabelachse  mit  der  letz- 
ten Ordinate,  so  ist  nach  45)  q*  =  J  (&»  +  £  A«),  folglich 

geht  endlich  die  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  der  Grundfläche,  so  ist 
nach  47)  9t*  =        +  *f  folglich 

116)  T==&*  (*+iJ**)- 

J?)  Die  Drehachse  stehe  senkrecht  auf  der  Grundfläche 
and  gehe  durch  den  Schwerpunkt  der  Pyramide,  welcher  uicht 
senkrecht  unter  der  Spitze  liegt.  Der  Schwerpunkt  der  Pyramide  liegt  in 
}  der  Höhe  auf  der  Linie  von  der  Spitze  nach  dem  Schwerpunkte  der 
Grundfläche;  ist  nun  der  letztere  um  e  von  dem  Fusspunkte  des  Perpen- 
dikels durch  die  Spitze  auf  die  Grundfläche  entfernt,  so  ist  die  Achse  durch 
den  Schwerpunkt  um  Je  von  jenem  Perpendikel  entfernt  und  mithin: 

117)  T  =  $  M p,'  -  (  » ey  M  =  |  m  M  -  U  O ; 

z.B.  bei  gleichschenklig  dreieckigem  Querschnitte  treffe  das 
Perpendikel  durch  die  Spitze  der  Pyramide  die  Grundfläche  in  der  Spitze  des 

gleichschenkligen  Dreiecks;  dann  ist  und  p,*  nach4l)^l(««+0, 

also 
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1 08)       T  =  l  M  («» +  £  -  $  {  ««)  =  A  Af  (<••  -  4  ««»). 

6)  Die  Drehachse  Z> />  (s.  Taf.  III,  Fig.  23)  gehe  durch  die 
Spitze  E  parallel  zur  Grundfläche  ABC.  Das  Perpendikel  EL  =  l 
von  der  Spitze  auf  die  Grundfläche  trifft  das  Element  MN  in  Lx ,  und  es  sei 
ELX  =  z.  Legen  wir  nun  durch  Lx  eine  Achse  Z>,  Z>,  //  DD  und  bestimmen 
für  diese  nach  VI.  Ä)  das  Trägheitsmoment  T'  =  QtdM^de.9  Elementes  MV, 
so  ist  nach  8)  (oder,  wenn  i,  der  Schwerpunkt  des  Elementes  wäre,  nach 
7)  das  Trägheitsmoment  des  Elementes  bezüglich  der  Achse  DD: 

rt  /      f  \ 

r  =  r+sMJir  =      rf)       7r(7r  +  1)J<d2 

und  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Pyramide  in  Bezug  auf  DD: 

J 

119)  T,  =  (<>,«  +  !■) J'zMr  =  |  AT  (<>,«  +  0, 

o 

wobei  p,  der  Trägheitshalbmesser  der  Grundfläche  für  eine  parallele  Achse 
durch  den  Fusspunkt  des  Perpendikels  von  der  Spitze  auf  die  Grundfläche 
.  bedeutet;  z.  B. 

1)  (Querschnitte  Ellipsen;  das  Perpendikel  durch  die  Spitze  treffe 
die  Grundfläche  in  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse,  die  Drehachse  liege  parallel 
zur  Halbachse  CD  ~  a  (in  Fig.  9,  Taf.  III);  dann  ist  nach  33)  :  —  *  t>\ 
folglich  : 

120)  T,  =  f*(J  + 

und  für  eine  parallele  Achse  durch  den  Schwerpunkt: 

121)  T     T,  —  (f  0Ä  N  =  A  *     +  i  0- 

2)  Parabolischer  Kegel;  Drehachse  parallel  zur  Parabelachse  der 
Grundfläche,  das  Perpendikel  durch  die  Spitze  treffe  die  Grundfläche  in  deren 
Schwerpunkte;  dann  ist  nach  35)  :      =  }  b\y 

122)  !■,  =  {.¥(£  +  <•)• 

Ist  die  Drehachse  normal  zur  Parabelachse  und  trifft  das  Perpendikel  von 
der  Spitze  die  Grundfläche  in  dem  Durchschnitt  der  letzten  Ordinate  und 
der  Parabelachse,  so  ist      =  fg  k*  nach  30),  folglich : 

123)  T1==|^/(ÄÄ«+/a). 

3)  Bei  gleichschenklig  dreieckigem  Querschnitte  treffe  das 
Perpendikel  durch  die  Spitze  die  Grundfläche  in  deren  Spitze,  die  Dreb 
achse  laufe  der  Grundlinie  der  Dreiecke  parallel;  dann  ist  p,*  =  JA*  nach 
24),  folglich : 

124)  T,  =  + 

Ist  der  Schwerpunkt  S  der  Grundfläche  um  LS—e  von  dem  Fusspmikte 

*)  Bei  kreisförmigem  Querschnitte  :  (120)  7", *  M  (j  II*  +  /»). 
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L  des  Perpendikels  durch  die  Spitze  auf  die  Grundfläche  entfernt,  so  ist  sein 

Abstand  SE  von  der  Spitze  l  =      +       ist  ferner  ^0  der  Trägheitshalb- 
mcsser  der  Grundfläche  für  eine  parallele  Achse  />,  Dt  durch  den  Schwer- 
punkt der  Grundflache,  L  LSDt  =  ß  und  L  ESL  =  *,  so  ist  nach  7) : 
Q09  =  gt9  —  e*        ;      =  o0*  +  c*  sin*  ß  =  g*  +  e*  —  e*  cos*  ß, 
P,*  +  /•  =      +  *  sin*  ß  +  /*  =  o0«  +  *■  ( 1  —  co,«  «  co j«  0), 
weil  ja  c  =  ico»o  ist;  folglich  ist  auch 

1 25)  Tt~lM  (q*  +  I»)  =  }  J«f  [q0*  +  lf  (1  —  cos*a  cos»  /*)]. 
Schliesst  nun  S£  mit  DD  den  Winkel  SEF—&  ein,  so  ist  das  Trägheits- 
moment der  Pyramide  für  die  parallele  Achse  durch  den  Schwerpunkt  der 
Pyramide 

T=  T,  —  FC* .  M  (})*        M  [q0*  -f-  (l  -  jj)  iWtfj; 

wobei  wir  wie  in  VIII.  B)  wieder  cos&  =  co,a  cosß  setzen  müssen,  also : 

1 26)  T=\M  [ff*  +      1*  (1  —  cos*a  cos*ß)). 

Fällt  aber  der  Schwerpunkt  S  nach  £,  so  ist  a  =  90°  und  k  =  /,  daher 
(126)  T=f 

D)  Die  Drehachse  gehe  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
und  treffe  die  Grundfläche  unter  dem  Winkel  or,.  Für  ein  Ele- 
ment parallel  zur  Grundfläche  ist  nach  VI.  C) 

T'=Q*dM=ii-^  z4dz, 

mithin  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Pyramide 

127)  Tt  =  ZT=^*jz*dz==tM0l*. 

0 

1)  Schiefer  Kreiskegel,  Drehachse  durch  den  Mittelpunkt  der 
Grundfläche ;  qx*  =  J  ff  (sin*et  +  l) ; 

1 28)  Tx  =         (sin*  a,  +  l)  ff. 

2)  Querschnitte  gleichschenkelige  Dreiecke;  die  Dreh- 
achse treffe  die  Grundfläche  in  ihrer  Spitze  und  die  Normalebene  durch  die 
Achse  auf  die  Grundfläche  laufe  mit  der  Grundlinie  parallel;  dann  ist  nach 
52) :  P|«  =  i  (a*  +      6»  siti*  «,),  folglich 

129)  T,  =  A  M  («r*  +  T«,  6«  «V  at). 

Wird  90P,  so  geht  127)  in  108)  über;  für  o,=0  ist  die  Formel  nicht  zu 
gebrauchen,  weil  da  die  Drehachse  die  Querschnitte  erst  in  unendlicher 
Ferne  schneidet,  und  nicht  in  ähnlich  liegenden  Punkten. 

Ist  in  Fig.  24,  Taf.  III,  die  Drehachse  DD  durch  die  Spitze  0  unter 
dem  Winkel  D  EQ  =  Dx  Sx  Qx  =o,  gegen  die  Grundfläche  geneigt,  während 
die  Schwerachse  SO  durch  die  Spitze  den  Winkel  ÖSR  —  OSxRx  =  a  mit 
der  Grundfläche  einschliesst,  und  legt  man  durch  den  Schwerpunkt  Sx  des 
Elementes  MN  eine  Achse  Dx  Dx  //  DD,  so  lässt  sich  für  diese  nach  VI.  C) 
das  Trägheitsmoment  des  Elementes:  T'~Q*dM  bestimmen  und,  wenn 
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L  SO  E=9  und  L  IilSlQ=L(RS1  EQ)=ß  gesetzt  wird,  so  ist  wieder  wie 
in  VIII.  D.  (Fig.  22) : 

cos  9  =  sin  a  sin  et,  +  cos  a  cos  er,  cus  ß, 
und  das  Trägheitsmoment  des  Elementes  für  die  Drohachse  Dl)  ist: 
T  '=  T'+  (OS,  *t>i0)8  dtf  =  (v«+  {■  «in»*)   Jf ; 

da  aber 

£  =  ()  S,  =  —  und  A  =  -— 
a  si«  a 

ist,  so  haben  wir: 

und  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Pyramide  für  die  Drehachse  />/)  ist: 
Tt  =  ZT"=  fo»  + A«  «V  fr) df, 

0 

130)  T,  —  ■*■  M(qJ+V  sin' 9), 

wobei  90  den  Trägheitshalbmosser  der  Grundfläche  für  eine  parallele  Dreh- 
achse durch  ihren  Schwerpunkt  5  bedeutet. 

A  sin  0  ist  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  der  Grundfläche  von 
der  Drehachse;  nach  7)  muss  daher  (>,*  —  q*  -f-  k*  sin'ö  sein,  und  es  sind 
demnach  die  beiden  Formeln  130)  und  127)  nicht  wesentlich  von  einander 
verschieden.  Setzt  man  er,— 0,  so  wird  cos&~  cosa  cosß  und  Formel  130) 
geht  in  125)  über.  Setzt  man  et,  —  90°,  so  wird  cos  9  =  si«er  und  k  cosa  ist 
der  Abstaud  des  Schwerpunktes  S  der  Grundfläche  von  dem  Fusspuukte 
der  Perpendikels  durch  die  Spitze  auf  die  Grundfläche,  folglich 

q0*  +  k*  cos*a  =  Qt* 
und  übereinstiinmoud  mit  108)  wird 

T=  *  M  (9*  +  **  cos* «)  =  |  M  gf. 

X.  Trägheitsmomente  abgestutzter  Pyramiden, 

deren  Höhe  =A  sein  möge  und  welche  entstanden  sind  aus  Pyramiden  von 
der  Höhe  /  durch  Wegschneiden  eines  Stückes  von  der  Höhe  l  —  h.  Da 
sich  liier  gegen  IX.  ausser  der  geänderten  unteren  Integrationsgrenze  kein 
Unterschied  findet,  so  haben  wir  ohne  Weiteres: 

K~e£  /;.^^^^(/.A-«.  +  i*•)  =  i,FA[3-4+(i),] 

l-h 

•  / 

Tt  -  +  A«  sin' 9)fz*dz--=l      (?0'+A  W»)[/>-(/-A)>l 

t—h 

'>  -  10«  +  10«*—  bn*  +  n* 

131)  T,  =  j-  .V<e-»  +  A*   3^3,,  +  ,,«    T"  * 
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wobei  «  =  j  das  Abstutzungsverhältniss,  #  der  Neigungswinkel  der  Dreh- 
achse durch  die  Spitze  gegen  die  Schwerachso  dnreh  die  Spitze,  a  der  Neig- 
ungswinkel der  letzteren,  o,  der  Neigungswinkel  der  ersteren  gegen  die 
Grundfläche,  g  der  Neigungswinkel  der  Normalcbencn  durch  die  beiden 

Achsen  auf  die  Grundfläche  und  X  =  — —  ist. 

sin  a 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  abgestutzten  Pyramide  von  der 
Grundfläche  ist  bekanntlich 

/»+2(/-A)/+3(/-Ä)»__«/  l+2(l-w)-h3(l-«)'_  /  Gn-Hn*+3n* 
^  — *'/«4.(/_Ä)/+(/_A)«— 4'  i+^.^  +  ^.^t  — 4'  3-3/1+/1»  ' 

der  von  der  Spitze  aber  ist: 

rj   l—rj_    3/     4-0/1  +  4n'-it,__     3A     4-fl/i  +  4n* -w» 

sin  a  sin'ct  4sin  a  3  —  3«  -f-  «*  4«  sin  a  3 —  3  n  -f-  »*  1 
daher  ist  das  Trägheitsmoment  der  abgestutzten  Pyramide  für  eine  Dreh- 
achse durch  den  Schwerpunkt: 

T=  T,  —  (rjt  sinOyM, 

fv  tu \(  Ii* *\ 5-10;i  +  10*'-5n'  +  n« 

132)  T_  tM\[g0  +^-F-J  3-3/,+«« 

ft  /3  A   4  —  «  «  +  4  n*  —  n»Y 
~ ¥  \4n  '      3  —  3w  -f  w*     /  sin*  <v  J  ' 
z.B.  1)  Gerader  Kreiskegel,  Drehachse  durch  die  Spitze  und 
den  Schwerpunkt: 

1 33)  r  =  A  AT*  «  :  }  =  A/Ä». 

2)  Gerader  Kreiskegel,  Drehachse  durch  den  Schwer- 
punkt und  parallel  zu  einem  Durchmesser  der  Grundfläche; 

«==90°,  «,  =0,  sin*&=lt  9o*  =  l&t  n  =  i    =  U  A 

1 34)    T  =  f  A/  [(?  +  f)  H  -  |  (||  A)*j      * | „  ilf  (31 Ä»  +  y  A«) ; 

und  für  eine  parallele  Achse  durch  den  Mittelpunkt  der  Abstutzungsflächc : 

135)  Tt  =  T+{h  —  t^Af^Vo  A/(|  Ä»  +  2Ä"). 

3)  Schiefer  Kreiskegcl,  Schwerachse  durch  die  Spitze 
als  Drehachse,  p0*  =  i  (««*«+  1),  «  —  «i,  0  =  0,  sin9&  =  0,  n=  ^ 
uud 

136)  T=  yVff        («"'«  +  1). 

4)  Halber  gerader   Kreiskegcl,   Drohachse  durch  den 
Schwerpunkt,  senkrecht  zur  Grundfläche;  a,=90°,  da  der  Schwer- 
te 

punkt  der  Gruudfläche  von  dereu  Mittelpunkte  um  c  ■=  --—  absteht,  so  ist 

3  71 


folglich : 


3«/  AR 
tan  a  —  -  -,  cot  a  =  -  „—  ,,  cos  9  —  sin  er,  n  -  -  i, 
\R  Znl 
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'-l-l[*'  +  (S>-*(«*>-0» 

nun  ist  aber       +  (^j  =  (>,"  =  4  Ä»,  folglich: 

XL  Trägheitsmomente  Ton  Sectoren  der  Rotationsflächen. 

Der  Ccntriwinkel  des  Sectors  sei  co,  und  die  geometrische  (Rotations-) 
Achse  falle  mit  der  Achse  der  r  zusammen,  welche  von  0  (s.  Taf.  III,  Fig. 
25)  aus  gerechnet  werden,  wobei  ()C=z>  OA  =  z0,  OB=zt  und  r, — zQ~AB=I 
sein  möge.  Zerlegen  wir  nun  die  Rotationsfläche  in  Elemente  durch  Ebenen 
jl  zur  Achse  der  2,  so  lasst  sich  jedes  derselben,  z.  B.  EFy  betrachten  als 
ein  kleines  Rechteck,  dessen  eine  Seite  ein  Kreisbogen,  beschrieben  mit 
dem  zugehörigen  Halbmesser  CE  =  ry  ist,  während  die  andere  Seite  das 
Bogendifferential  ds  der  (die  Rotationsfläche  erzeugenden)  Linie  GH  ist, 
in  welcher  die  Ebene  AB  GEH  die  Rotationsfläche  schneidet;  lautet  die 

Gleichung  von  HEG :  r=f(z),  so  ist  ds  =  }/dr*  +  dz*  =  dz  l/l  + 

die  Masse  des  Elementes  ist  daher  d  M  =  p,dV  =■  pd  .  r  .  a> ,  ds;  die  Dicke 
ö  der  Fläche  und  der  Ceutriwinkel  co  ist  für  alle  Elemente  gleich  gross, 
daher  ist  die  Masse  des  Sectors : 

p 

M. 


—  fidcü J'r  ds. 


*0 


A)  Wählen  wir  die  Rotationsachse  als  Drehachse,  so  hat  das 
Massenelement  dM  von  dieser  den  Abstand  r,  folglich  ist  sein  Trägheits- 
moment 7'=  r*  dM  =  fiöca  .  r*ds  und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen 
Sectors : 

'r*ds 


138)  T,  =  ir=Ä^ 


1 

r  ds 


-0 


1)  Cylinderfläche;  r  =  R  constant,  </r  =  0;  d$  =  d2,  M—fidaRl 

z 


'J 


ds 


139)  T^M        ^  =  MR%\ 


n/äs 

vergl.  IV. 
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2)  Kegelf läche;  die  Spitze  liego  in  0,  z0  sei  —0,  z{  =  /,  der  Halb- 
messer der  Grundfläche  =  Ä,  mithin 


l 

z*dz 


hü)  — ^ — =p«  -v^4^^- 

0 

3)  Kugel  fläche,  deren  Mittelpunkt  0,  deren  Gleichung  —  zt 

sein  möge; 


dr  =  —  ,  t/5  — 


/  R  dz 

M^(,öaJy^—zt^=t^=tAda>R(zi~.zQ) 


und 


/(JP  — 2f)rf* 

^  =  ^  0  .  =  Jf(if-|.^—  /) 

zo 

Ist  der  erzeugende  Kreisbogen  ein  Quadrant,  so  ist  z0  —  0,  zx  =  Ä, 
mithin 

142)  T,  =  M{Rt  —  iÄ*)  — 

Setzen  wir  dagegen  z,  =  20=r,  so  wird  Tl—{R* —  :*)  M=  Mt*f  in  Ucber- 
einstimmung  mit  IV. 

4)  Paraboloidfläche,  deren  Scheitel  in  0  liegt;  die  Gleichung  der 

erzeugenden  Parabel  sei:  r*  =2pz>  rdr  —  pdz,  rds  —  dzy^r*  +  p*,  folg- 
lich bei  z0  =  0  und     =  /,  2pl~b* 

t 

Jlpz  yp*  +  '*p:  dz 


Setzen  wir  }/>ip  z  +  p*  —    2pz  =  ?  -  p\  p  dz  =  £  rff,  so  wird 
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*-^-»  ■■■■  „-  ,-  -,  -  „-,.-,.-,.-.-  „.  _,_  {J-  r  rr_r_-  -u-jtji,  ^  _rj-.-_  . 


J ipz  /p*  +  2pzdz  =  ±J (f— p»)  f  «  rff  =  I  (i  /^T?5-i/>» 

P 


und 

143)      T  =  •  ff8^'  +  /  +  _  3p»  -  5p» 

1  j/b'  +  p'-p' 


V  Vb'+p^—p'/ 


5)  Die  Drehachse (s.Taf.III, Fig.  20)  ge  h e  durch  den  Co 
ordinatenanfang  ß  und  stehe  senkrecht  auf  der  geometrischen 
Achse  02,    Der  Schwerpunkt  Sx  des  Elementes  EF=dM  liegt  auf  der 
Linie        durch  die  Mitte  des  Elementes  und  zwar  in  der  Entfernung 

CS*  s==2rsinlurS=Z shiYtt  **  V°U  °'  Lege°  wir  aber  durch  C  ein0  Achse 
Dx  Dt  //  DD  und  bestimmen  für  diese  nach  17)  das  Trägheitsmoment  des 

Elementes  T=  \  r-  4M  (l  -  gl«.»*«.- ™*  *■»),  wobei  L.ECD,=<p* 

FC D,  =  <p,  und  »To —  <*>i~  w,  so  ist  nach  8)  das  Trägheitsmoment  des  Ele- 
mentes für  die  Achse  DD: 

r'=  r  +  (je* .<*<»/=  r+  2*rf.if; 

das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Sectors  ist  demnach: 

144)  r,  =  2:r' 

= rfI 

Ist  aber  tfJ'ein  Quadrant  von  DXDX  aus,  also  ^,  =  0  und  g>0r=      so  ist: 

2 

145)  r,  =  ttmfr  (J  r«+  =•)  r/,  +  (±Jdl. 

ist  dagegen  <p,  =  —  <p0,  also  A'^  symmetrisch  gegen  Dx  Dx ,  so  ist 

ist  endlich  BF  ein  voller  Kreis,  d.  h.  <jpt  =  0,  <p0~  'In  «  o>,  so  ist 
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147)  Tx  =  trfnfr  (J r«  +  *■)  j/^{^jdz. 


z.  B.  Kugel  fläche,  deren  Mittelpunkt  0  ist; 

rfr 
Tz 


F=  2 ^  6  rt  fi r  1  (TP  +  *•)  -Ä  ^  =n  ön  R  f  [&+  z>)  d:     I  pdnR\ 
H 

M  =  2p6n  f}/Ht—z*d$  =  4iiÖ7zKt, 
-II 

US)  T=IMIP, 
wie  142). 

C)  Die  unter  ^)  und  B)  entwickelten  Formeln  lassen  sich  auch  aus  der 
allgemeinen  Formol  2)  herleiten.    Setzen  wir  nämlich  in 


2)  T^rnJJJrfdxdydz'. 

x  =  r  sinco,  y  =  r<*o*a>,  r  =  f(z),  dr=d^,  d  V  =.  d  r  dco  dz 
so  wird  nach  3) 

149)  Tt==Hd[sintaffr*sintaduds  +  sin*ßJ*j* **  cos9  o>  d co  d  s 

+  sin*y J jz'rdods  —  2  cos ß  cos y j*J r*  z  cos  w  d  co  ds 

—  2eos  a  cos  y J^J^*2  sinw  <*ö)  ds—2cosa  cosß£j*r*sin  mcostadm  <&J . 
Ist  die  geometrische  Achse  die  Drehachse,  so  wird  a  =  0  =  00^,  y  =  0  und 

Tt  =  Jr*  sinttodtods  + J*J r*  cos*mda>ds'^ 

=  pöj  j*r*  dads  =  fiöm  j^d* 

iü  Uebcreinstimraung  mit  138). 

Steht  die  geometrische  Achse  senkrecht  auf  der  Drehachse,  ist  =o=:ytt00, 
ß  ~  0,  so  wird 

Tt  =  fiö  [Jj^sirtaduds  + Jj z*r  duds] 

CT.    (       coswnsinwn  —  C08W.  sinw.\  „~| 

~**v  LKl  —      .        ) + rz  J "» 

in  Uebereinstimmung  mit  144). 

Setzen  wir  die  Elemente  als  Vollkreise  voraus,  so  wird  in  149) 
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2«  2*  2* 

J*$in*a»  du  ~^j*coaPa>  dm  =  it\ ^jd<o=2ifi 

0  0  0 

2ä  2»  2« 


0 

folglich  allgemein : 


j*cosv  da>  = j sintadw— j* :osai  *i'«a>rf«  =  0; 


-1  *( 

150)      Ti  =  pdn[{sin1a  +  sin'ß)j*r*ds  +  2smtyjrz*ds]. 


XII.  Trägheitsmomente  von  Sectoren  der  Rotationskörper. 

Der  Centriwinkel  des  Sectors  sei  wieder  w,  auch  werde  die  Übrige  Be- 
zeichnung aus  XI.  beibehalten  und  die  geometrische  Achse  als  Achse  der  z 
genommen;  setzen  wir  nuu  nicht  volle,  sondern  ringförmige  Sectoren 
(im  Querschnitte  wie  ABCK'xn  Fig. 8)  voraus,  und  sei  bei  dem  Elemente 
F KLEy  Fig.  25,  (senkrecht  «ur  geometrischen  Achse)  der  äussere  Radius 
G'A==  r,  der  innere  CL  —  r0,  so  ist  die  Masse  des  Elementes: 

dM  =  fi  £  (r*  —  r0')  w .  dz 
'  und  die  Masse  des  ganzen  Sectors: 

zt 

M=\p*j  (r>-  r0»)  r/z;  r  =  fl«),     =  /*o  (*). 

^)  Ist  die  geometrische  Achse  die  Drehachse,  so  ist  nach  42) 
das  Trägheitsmoment  des  Elementes  7"=  \dM  (/J+r0*)  uud  das  Trägheits- 
moment des  ganzen  Sectors: 

151)        T,~ifMHr*  —  r.')  ,1  z  =  i  I»' 


ftrS-r^d: 


wäre  der  Sector  voll,  so  wÄrc  r0==0  zu  setzen. 

1)  Oylinder;  r0  =  0,  r  =  Ä, 

wie  Ol). 

2)  Kegel;  r0  =  0,  Halbmesser  der  Grundfläche  =  /?,  r=y  z 


wi«  112). 
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.3)  Kugel;  r0  =  0,  r  =  j/ü*—  z* 


,  dz 

Ist  aber  die  erzeugende  Kreisfläche  ein  Quadrant,  und  zwar  z0 
r,  =  Ry  so  ist 

152)  T>==l*^£^iU*. 

b 


4)  Rotationsellipsoid;  r0  =  0,  r  =  -  /ä*^? 


(i 


dz 


r, = i  *  *  *  = i  ^;  (^»" + 5=81 


oder  wenn  dio  erzeugende  Fläche  ein  Ellipsenquadrant,  r0  =  0 
c,  =  a  ist,  so  ist 

153)  r,  =  ^£.y^=fi/6'. 


5)  Rotationshyperboloid,  Drehung  um  dio  grosse  Achse, 


o 
a  ' 

Ist  aber  r,  =  2a,  so  ist: 

6)  Rotationsparaboloid;  r«  =  2pz,  b*  =  2pA,  r0  =  0 

h 

J  Aptztdz 

155)  'f.  =  i 31 °-~h  =  f  if^A=  J  »fr«. 

Jlpzdz 
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7)  Ringstück  mit  rechtwinkelig  dreieckigem  Querschnitt 
ABC  (s.  Taf.  III,  Fig.  27),  dessen  eine  Kathete  AB  =  l  parallel  zur  Dreh- 
achse DD  in  der  Entfernung  EA  =  a;  ist  D C  =  6,  so  ist 

*>  2ab  • 

r0  =  a,  FC  =  r,=a  +  y:,  r,»  —  r0«  =  —  z  +  ^-  z«, 

und 

loö)  T,  —  i  Jlf  . 

Für  a  =  0  wird  7,  =  ^  IHb\  wie  hereits  112). 

8)  Ringstück,  dessen  Querschnitt  FHG  (s.  Taf.  III,  Fig.  28) 
im  Innern  einen  Kreisquadrant  (r*=r=K* — z9)  und  nach  aussen 

/>* 

einen  damitconccntrischenEllipscnquadrant  r,*  =  —  (Ä*  —  z*) 
zur  Grenze  hat. 

fi*    Dt  1,1  D4 

ri* ~ rot = —py (*  ~ r,i ~  r°4  =  v*-*? 

und 

H 

J{B*—lB}z*+z*)dt 

157)   r,«»**!*.!!  ?  =  j*ä». 

ßtP-z*) 
0 

9)  Ringstück  mit  elliptischem  Querschnitte:  der  Mittel- 
punkt der  Ellipse  ^y==  ^-j/ä^T«^,  stehe  um  r  von  der  Drehachse  ab,  welche 
mit  der  Halbachse  «  parallel  sein  möge ;  dann  ist 

r0  =  r—tjJ  rt  =  c  +  yt  r.«  —  r*  =  4 cy  =  4 ^ j/fl»  —  2», 


dz 


r,4  —  r04  =  8  c  y  (<•'  +  y«)  =  —  j/a*  —  z«  [r*  a*  +  6«  (««  —  r*)] 

+  a  a 
ßr,'-r,')dt  f(r,4-r,*)dz 


firf-rfid:  firt'-r*)dz 
oder,  wenn  2=acosa>,  dz  =  —  asimpdyrfu* —  z*  =  a  .«r/19  gesetzt  «wird : 
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2 

 ;  

2 

u 

1 58)  r,  =  Ä    (Ct  + 1  fe«) . 

18  2 

nach  der  Guldin'scheu  Regel  ist  M=fi.abit  .wc. 

B)  Die  Drehachse  gehe  dorch  den  Coordinatenanfang 
und  stehe  senkrecht  auf  der  geometrischen  Achse.  (Vergl. 
XI.  B.)  Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  des  sectorförmigen  Elementes 
eine  Drehachse  parallel  zu  der  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden ,  so 

tat  Ar  erster«  nach  30)  I"=  i  4M  (r»  +  r„«)  (l  _  £2JM*!S=£!i**!»), 

wobei  w  =  w,  —  a»0=  To  —      unu*  nacü  8)  das  Trägheitsmoment  des  Ele- 
mentes für  die  Drehachse  durch  den  Coordinatenanfang  7/"=  7"-f  *f 
und  das  Trägheitsmoment  des  Sectors  für  diese  Achse : 


±pL  (,  _      0.«ta Tb- <-* '^-j+^-r^dz 

159)  r,  =  jf>  


ß 


I 

(r*  —  r0«)  d  * 


z.B.  1)  Quadrant  eines  Rotationsparaboloides; 


160)  r,  =  jr ?  s  =  (!^+iÄ«)if=i(Ä«+i6«)^ 


h 

Ipzdt  , 


- 
0 

2)  Abgestutzter  Kegel  mit  cylindrischer  Aushöhlung, 
ein  Durchmesser       (s.  Taf.  III,  Fig.  27)  der  Abstutzungsfläche  als  Dreh- 

ZeiiMhrifl  f.  Mtthenatik  a.  Physik.  V.  14 
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achse  und  zwar  wieder  <p0  =  0,  qp,  =  ^  =  <o ;  der  Schnitt  durch  die  geo- 
metrische  Achse  sei  MAC N  und  es  sei 

BC  c 
r0=EM=a,  r  =  EA  +  —  z  =  b  +  -  z, 

und 

—  V\b*c+      c*H  —  A «  +  -  +  -  

161)  rt  =  *r  <,w  +  6r+,c.  ; 

Ist  aber  a  =  0  und    =  c  =  4  Ä ,  so  wird : 

t,  =  «w»  +  »»»*  =  Av * (J 

wie  schon  135). 

3)  Rotationsellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  um  /  von  der  Drehachse 
entfernt  ist} 

b* 

r»=^(a«-/«H-2/r-z») 

-.^•!=i— p  =«(":'-) 

j(at  —  l*+2lz~i*)dz 

Setzt  man  a  =  b~Ry  so  wird  das  Rotationsellipsoid  aur  Kugel  und  Tür 
diese  ist: 

163)  r,  =  Jf  (}*»+/■) 
und  wenn  /  =  0  ist : 

wie  schon  152). 

C)  Auch  Formel  151)  und  159)  lassen  sich  unmittelbar  ableiten.  Setzen 
wir  nämlich  in 

(2)  T=JJJr*dxdydz 
wieder 

«  =  r«Nw,  y  —  rcosa,  r  =  /*(:),  dl'=  r  dto  dr  dz % 
so  wird  nach  3) : 

1 64)  Tt  ==  Jf  £«#ifo ffj1**™*  u<l»drdz+  sin'ß fJJ *  eofa  du  dt  d: 

+  sin*y j'J*J z'rdmdrdz-'icosßcosyjyyitzcosadvdrd: 
—  'leosacosy Jj^jrhswadmdrdz-'icosacosß J'fj  M"**1]' 
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Ist  aber  die  geometrische  Achse  die  Drehachse,  so  wird  «=0=90*,  y=0 
nnd 

«t 

^  vffj  r'dudrdz^lnujtr*  —  r0*)  dz, 

*o 

wie  151);  steht  dagegen  die  Drehachse  senkrecht  auf  der  geometrischen 
Achse,  so  wird  bei  «  =  y  =  90°,  jS  =  0: 

?,=  p  \JJJ ^sin'co  dm  dr  dz  + ffj^rdn  tfrdr] 

=  J  „  »J[^4  (l  -  (r,__  r>i)]  ^ 

wie  159). 

Setzen  wir  wieder  die  Elemente  als  Vollkreise  voraus,  so  wird  in  164): 
2n  2x  2« 

^  wi1«  dmdr  dz  = j cos*mdm  dr  dz  =  »;  f  *o>=2ä; 

0  0  0 

2  n  2  n  2n 

^j*cos  &  dm= J  sin  m  da  = J  cos  cd  sin  a  dto  =  0, 
0  0  0 

und  allgemein: 

165)  1\  =  im  [(«V«  +  Wn'jS) f^p?      +  2m«y ^ 

Ist  die  Drehachse  unter  den  Winkel  y  gegen  die  geometrische  Achse 
geneigt  und  man  legt  die  ZX- Ebene  durch  die  Drehachse,  so  ist  o=90°=y 
und  0=90°,  folglich 

Tt  s=  p  £co«*y Jr*sin* m  dm  dr  dz  -J-  j^^J r*cos*m  da  dr  dz 

-|-  s'n*yJ^J J z*r  dm  dr  dz  —  2  *wy  cosyj ^J^r*z  **n**dm  dr  dz  J 

166)  r,  =  „  {[i  - 1 itfy^^^^^y)]  *ß^** 

+  m  sin*yl  — - — -  z*dz+2sinycosy(cos<p0-coswl) J  — ^-^-sdzj. 


x0 


Für  diesen  Fall  kann  man  aber  auch  mit  Hilfe  der  Formeln  in  VI.  C.) 
einen  Ausdruck  für  das  Trägheitsmoment  erlangen.  Die  Drehachse  gehe 
z.  B.  durch  den  Coordinatenanfang;  legen  wir  aber  durch  den  Mittelpunkt 
des  Elementes  eine  parallele  Drehachse,  so  ist  für  diese  das  Trägheitsmo- 
ment des  Elementes  T  —  q*dM ,  für  die  Drehachse  aber 

14* 
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T"=  7"+  (z  stn  y)«  .  diV=  ««  ttn«y  rf  Jf, 
mithin  das  Trägheitsmoment  des  Sectors: 

1 67)  Tx  =y V  +  z«  s in*  y)  d  M.*) 

Ist  r0  =  0,  r  —  —  z  und  sind  die  Elemente  Vollkreise  »  =  2»,  so  ist 

I 

und  nach  53) : 

J  r«  (sm«n  +  1)  =  J  (finfo  +  1)^*', 

folglich : 

=  Im«  jt  [*  0  +  *»B«) ^rf«ty]/*4«'*. 

Ü 

168)  7,  z=  l  M  H  (1  +  *»»•«)  JP+  i  Wa] 

was  sich  auch  aus  160)  ergiebt,  wenn  man  nur,  wie  nöthig,  fp0  =  2n  und 
(p,  =0  setzt.    Für  o  =  0  und  «=90°  erhalt  man  wieder  (120)  und  112). 

XTTT.  Trägheitsmomente  von  Körpern,  bei  denen  sftmmtliehe  parallele 
auerschnitte  Figuren  derielben  Art  sind  und  naoh  einem  bestimmten 

Gesetze  wachsen. 

1)  Octant  des  dreiachsigen  Ellipsoides  mit  den  Halb- 
achsen a,,  6,  und  c,  für  eine  seiner  Achsen  als  Drehachse; 

das  Element  senkrecht  zur  Drehachse  hat  die  Masse  dM  =  —  abfidz  und 

4 

at  _i_  ift 

nach  44)  das  Trägheitsmoment  T'= — - —  dM,  folglich  ist  das  Trägheits- 

moment  des  Octanten,  weil 

a  =  -  j/cf  —  z*  und  b  =  -  j/^8— z«, 
c,  c, 

1t 


1  o 

169)  r,  =  i  *  («,f  +  V). 


*)  Ver&l.  107;  und  130). 
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Rotationsellipsoid: 

at===bl^b.  Tx  =  %Mb\ 

wie  153) ; 

Kugel : 

ai  =  bt  =  Cl  =  R-  r,  =  f  JfÄ«, 

wie  152). 

2)  Elliptisches  Paraboloid: 

z       b*  a« 

a)  geometrische  Achse  als  Drehachse : 


170)  r=4*.^LiA\ 

b)  Drehachse  senkrecht  zur  geometrischen  Achse  und  parallel  zu  6, 
durch  den  Scheitel ;  nach  33)  und  7)  ist : 

T'^^dMtt  +  zUM 
l 


T,=  i  M(\  «,«  +  /'). 

3)  Die  Querschnitte  seien  Quadrate,  deren  Eckpunkte 
in  zwei  congruenten  Parabeln  liegen,  deren  Ebenen  sich 
senkrecht  schneiden;  die  Drehachse  stehe  normal  auf  den  Quadra- 
ten in  deren  Schwerpunkte  und  sei  zugleich  die  geometrische  Achse.  Ist 

d  1 

die  halbe  Diagonale  #*  =  -y-  z,  so  ist 

/ 

dM  =  2dtfjLdz>,  M^=2^  Jidz^^l; 

ü 

l 

172)  r=*?i"7r Jz*dz  =  $Mdt\ 

4)  Alle  Querschnitte  seien  Kreise,  die  geometrische 
Achse  aber,  welche  die  Mittelpunkte  derselben  verbindet, 
stehe  unter  dem  Winkel  a  auf  der  Ebene  jedes  Kreises;  die 
Halbmesser  der  Kreise  mögen  proportinal  t*  wachsen,  also  r  =  Äzf;  ist 
die  geometrische  Achse  Drehachse,  so  ist 
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- 

4M zr-=  pn  f*dz  —  liTzK'z*  dz  ; 
/ 

M^HTtfflz'dz^l  pTcR*!*; 
0 

r==±r*(w«a  +  l)</.V, 

nach  53); 

173)  r  =  J  ÄV  *  {sin* a  + l)J z*dz  R1      {sin'a +1)1* 

o 

Wäre  dagegen  r*  =  Ä'z,  80  wäre 

^/ 

174)  T=  i^tiTf  (sar  u  +  i)j  z*d:~i  MB9  l  {sut*  a  +  1), 

o 

setzen  wir  aber  B'l  =  btJ  so  wird  für  a  =  90": 

T=^Mb\ 

wie  155). 

5)  Querschnitte  regelmässige  Sechsecke,  deren  Ecken 
auf  einer  Kugeloberfläche  liegen;  die  Drehachse  sei  der  Durch- 
messer der  Kugel,  welcher  die  geometrische  Achse  des  Körpers  ist  und  nor- 
mal auf  den  Querschnitten  steht;  ist  <*,  der  Radius  der  Kugelfläche,  so  lau- 
tet deren  Gleichung  r*  =  c,2 —  c*;  und  in  41)  haben  wir  6= er,  «,  =  c,— (^j 
=  Je"  zu  setzen;  es  ist  daher: 

r=  J  </;>/  (|  +  4)  r*  =  ^  rf  J/  ^  0  ,*        c  ^  *jß  u  t*  d  zt 


—  q 

4-f 


1 

175)       r,-^fijW-^)4'^-=!y^^==i  Vr,«. 


XIV.  Trägheitsmomente  von  Körpern,  welche  aus  einzelnen  homogenen 
Theilen  von  verschiedener  Dichte  bestehen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  bestimmt  man  die  Trägheitsmomente  der 
einzelnen  homogenen  Tbeile  und  addirt  dieselben,  z.  B.  Eine  homogene 
Kugel  von  Halbmesser  R  der  Gesammtraasse  ü/=  { p,  »Ä8  und  der  Masse 
ft,  in  der  Volumeinheit  befindet  sich  am  Endo  eines  ebenfalls  homogeneu 
Krciscyliwlcrs  vou  der  Länge  /,  dem  Halbinosser  r  der  Gesammtmasse 
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.}ft  =  Ttiitrsl  und  der  Masse  pt  in  der  Volumeinheit;  Drehachse  sei  ein 
Durchmesser  der  andern  Endfläche  des  Cylinders. 
Trägheitsmoment  der  Kugel 
für  eine  parallele  Achse  durch  ihren  Mittelpunkt  uach  152) : 

für  die  Drehachse: 

Tt=  r+ (/?  +  /)« M1  =  (l&  +  2lR  +  l*)Mi; 
Trägheitsmoment  des  Cylinders  nach  72) : 

r,  =  0-r*  +  i/'),vf, 

Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers : 

176)  r1=sr1  +  ri  =  |ft«jp(fÄ-+t/Ä  +  /«)  +  *f4Hi(|i-  +  j/«). 


XV.  Trägheitsmomente  von  Körpern  mit  vmriabeler  Dichte. 

Allgemein  ist  p  =        y,  2),  T=J*nr*dV=J f(xyyy  z)  r*d  V  und 

Ä)  Ist  p  von  *  und  y  unabhängig,  also  fi  =  /'(t)l  so  ist  allge- 
mein T=j*f(z)i*dV.    Sind  aber  die  Querschnitte  senkrecht  stur  Achse 

der  2  (Schwerachse)  ähnliche  'Figuren,  also  der  Querschnitt  in  der  Entfer- 
nung z  vom  Coordinatenanfang  gegeben  als  q  =  /,  (z),  so  ist  dM  —  qp  dz 
=  ft  {:)  •/*(*)  »«in  Trägheitsmoment  T'=  p'rfü/  lässt  sich  nach  VI.  für 
eine  parallele  Achse  durch  seinen  Schwerpunkt  ermitteln ;  daraus  findet  sich 
für  die  wirkliche  Drehachse  durch  den  Coordinatenanfang 

T"=  (o'  +  z1  si?t*&)dM, 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  in  VIII.  .0),  IX.  D)y  X.  und  XII.  C)  und  endlich 

177)  T=  £ T"= j (e»  +  2«  sin'  0)  rf.V; 

z.B.  für  einen  geraden  Cy  linder,  dessen  geometrische  Achse  Drehachse 
ist,  ist  q  =  Ä**,     =  J  Ä«,  sin%&  =  0,  folglich 

r=y*4  Ä« .  f(z)  ffndz^\it  Rlff{z)  dz, 
0  u 


=  nR>ff{z) 


0 

178)  T=4Äl.i»/  =  e«JV. 

Die  Formel  T==q'M  gilt  allgemein  für  alle  Prismen,  wenn  #=0  ist, 

weil  dann  7*=  o* ^ dM,  da  alle  Elemente  dasselbe  q  haben. 
Wäre  nun  <w  ~-  fi0  (1  -|-  2) ,  so  wäre  in  ITH) : 
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(1+0*— *H.  *''(»  + 1') 


r=  \n^RH  (i  +  40  =     ä«  r, 

worin  V  =  nRtl  das  Volumen  des  Cylinders  ist. 

5)  Ist  fi  unabhängig  von  also  fi  =  /*(a?,y),  und  der  Körper 
also  ein  gerades  Prisma,  mithin  9  con staut,  so  lässt  sich 

dM— jdm  —  dz         dx  dy  —  dz  j^Jf  (x>  ^  ~  rf*  *i 

setzen  nnd  es  ist  das  Trägheitsmoment  des  Elementes  für  eine  parallele 
Achse  durch  seinen  in  der  Achse  der  z  liegenden  Schwerpunkt 

T'=jr*dmz=dzfjT*f{x,y)dxdy,  =  dzF*) 
und  für  die  wirkliche  Drehachse  durch  den  Coordinatenanfang  : 

und  endlich  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Prismas  für  die  Drehachse 

179)    T  =  2T"=z  F,J*dz  +  Ftj  z*  sitfö  dz  =  Ftl  +  |  Ft  sin1 91* 

z.  B.  (Querschnitt  ein  Rechteck  —ab,  fi  =  j*0  ==/*(^i3r)»  *=0, 

d.  h.  Achse  dor  c  als  Drehachse : 

Fi  =  y  (1  +  *")  da-  rfy  =  *fr  /  (1  +  O      =  r*o<"<  (l+Vf  «■) 

—  7"  —  ^  * 

—  ia  —  iÄ  -  !  "  •  -  £  " 
==  Po«*       ««  +  ffV  «<  +  T'l  ''*  +  1*4  «'*<') 

ISO)  T=p0abl  [T'2  a«  +  bV  «4  +  i'9  6»  +  T J*  «» 
Aehnlich  ist  es  bei  schiefen  Prismen,  nur  ilass  da  z  =  J«no  zn  setzen 
wäre. 

C)  Aendert  sich  die  Dichte  nach  andern  Gesetzen ,  so  kann  man  in 
einer  Weise  verfahren,  welche  aus  folgenden  2  Beispielen  ersichtich  wird. 

1)  Trägheitsmoment  einer  hoblon  Kugel,  welche  aus 
gleich  dichten,  coucentrisch  um  den  Mittelpunkt  liegenden 
Kugelschalen  besteht;  die  Drehachse  gehe  durch  den  Mittelpunkt  und 
die  Dicbie  ändere  sich  sich  von  Schale  zu  Schale  nach  der  Gleichung 

fi  =  f(R)  =       .    Nach  152)  ist  das  Trägheitsmoment  einer  Kugel  für 


*)  Es  ist  hier  nicht  Allgemein  r  =  ^x*  +  y*  au  seUen,  sondern  r  =  $in  ^/^of'+y* 
wobei  skirp  der  mit  ,v  und  //  veränderliche  Winkel  r  und  der  Drehachse  ist;  bei  &c=z() 
int  sintp~=.  1 ;  bei  0-  Üü"  i.*t  r  =  y,  wenu  die  A'-Achse  Drehachse  ist ;  liegt  die  Dreh- 
achse in  der  'A  A'-  KIkuio,  so  ist  allgemein  sinip—j'  \ — ^j^~t  und  V y%+x*a>**9. 


Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.  209 

einen  Durchmesser  als  Drehachse  T'=  |  M  R*  =  -|85  jrjiü0;  wächst  Ä  um 
rf/?,  so  wächst  T'  am  dT'~  fs  npbR*  dR  =         R*  d R  oder  es  ist: 

das  Trägheitsmoment  einer  kugelförmigen  Schicht  von  der  Dicke  dÄ,  dem 
Halbmesser  Ä  und  der  Masse  p  —  f  (R)  in  der  Volumeneinheit.  Das  Träg- 
heitsmoment der  Hohlkugel  ist  demnach: 

m)T=finR*f{R)dR  =  $ni*1>J'RtdR==%  Jitt<>  (Ä,Ä —  7?0) 

/?©  Ä0 
und  ihre  Masse 

=  /},i7r3Ä'rfÄ  =  4,i0«(Ä1-Ä0), 


ftUo  f = J  3/  (Ä,f  +  Rt  R0  +  i?0«). 

2)  Trägheitsmoment  eines  hohlen  Würfels,  welcher  aus 
gleichdichten,  kastenartig  wUrfeligen  Schichten  besteht, 
die  mit  dem  Würfel  parallelen  Seiten  und  denselben  Mittelpunkt  besitzen ; 
die  Drehachse  />,  I)i  liego  in  einer  Kante,  und  die  veränderliche  Dichte  sei 

u  =  p0  -i-  =n=  /"(«).  Nach  63)  und  38)**)  ist  das  Trägheitsmoment  eines  Wür- 
fels von  der  Seite  a  für  eine  Achse  durch  den  Mittel-  und  Schwerpunkt 
T'=^2  J/(2«l)  =  ^a>;  wächst  rt  um  da,  so  wächst  T  um  dT'^=  ^a*^  da 
=  *^4rt*rf«,  mithin  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Würfels  für  diese 
Achse  D  l> : 

182)  T=  J  .««  / ,/3  rf«  =  &  u0  (a/  -  a0>)  =      ,V  («,'  +  «0«), 
t/ 

weil 


3/=3 y^n*  «*rt  =  3/i0^  «"«  =  J  »o  («.'  —  V);' 


«o  "0 

folglich  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Würfels  für  die  Kante  Dx  Dx 
als  Drehachse: 

T%  ^ T + (pkT v  ^  Ä  ^ (tf'4  -  a°4) + i  a* (V  ~ aot)  h° 


*)  Vergl.  Lehrbach  der  analvtisi-hcn  Mechanik  von  Duhamel,  deutsch  heraus- 
gegeben von  8  e  h  1  ff  m  i  1  c  h ,  2.  Aufl.  2.  Bd.  8.  US. 

**)  Oder  auch  nach  T.\)\  falsch  dagegen  wäre  es,  wollte  man  aus  74)  nehmen 

"i 

<l  T'  —  §  d  {Met)  ~  y  p0rt*  da  und  T'=     naj*az  da  setzen;  denn  man  hätte  dann  das 

"o 

Trägheitsmoment  jede»  Elementes  auf  eine  andere  Drehachse  bezogen. 
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XVHI.  Ueber  ein  gewisses  mathematisches  Princip.  Von  G.  Zehfüss, 
Privatdocent  in  Heidelberg.  1)  Manche  Betrachtungen  der  höheren  Ana- 
lysis  führen  zu  Gleichungen,  welche  gleichzeitig  algebraische  und  trän  sc  en- 
de nto  Functionen  enthalten,  und  somit  meist  wenig  weitere  Behandlung  an- 
lassen. In  manchen  Fällen  jedoch  kann  man  aus  derartigen  Gleichungen 
andere  einfachere  durch  Zerfällung  ableiten,  was  nachstehender  Lehrsatz, 
der  das  in  der  Ueberschrift  dieses  Aufsatzes  erwähnte  Princip  enthält,  be- 
stätigen möge. 

Wenn  F  ein  transcendentes  Fu n cti onszeic he n  bedeutet, 
und  die  Function  A  irgend  einer  Variabein  /  algebraisch 
durch  die  Function  a  von  l  ausdrückbar  ist,  so  kann  die 
Gleichung 

a)  /'  («)  =  A 

nur  bestehen,  wenn  das  Argument  « ,  mithin  auch  A  und  die 
Variable  /  nicht  mehr  enthalten,  sondern  sich  auf  Constante 
reduciren,  d.  h.  aus  der  Gleichung  er  folgt 

ß)  a  =  c,  A  =  C,  und  F (a)  =  C. 

In  der  That,  so  lange  die  Gleichungen  ß)  nicht  bestehen,  enthält  die 
Gleichung  a)  den  Widerspruch,  dass  eine  transcendente  Function  einer 
Variabein  a  einer  algebraischen  Function  derselben  Variabein  gleich  sein 
könne. 

Unser  Lehrsatz  findet  unter  anderen  bei  allen  solchen  Aufgaben  An- 
wendung, wo  mehrere  Transcendenten  sich  mit  Zuziehung,  algebraischer 
Functionen  durch  eine  einzige  Transcendente  ausdrücken  lassen,  wie  dies 
z.  B.  bei  der  Gleichung 

*■(«,)  ±  *•(«.)  =  4 
statthat,  wenn  F  ein  elliptisches  oder  ultraelliptisches  Integral  bedeutet,  in 

welchem  Falle  sich  dieselbe  auf  die  Form  a)  zurückführen  lässt. 

Eine  geometrische  Aufgabe  von  einiger  Allgemeinheit  ist  nachstehende: 
Um  eine  Curve  wird  ein  sich  zurücklaufender,  also  ge- 
schlossener Faden  geschlungen,  dessen  Länge  den  Umfang 
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jener  Curve  übertrifft,  und  ausserhalb  mittelst  eines  Stif- 
tes angespannt,  den  man  um  die  Curve  herumführt.  Welche 
krumme  Linie  beschreibt  der  Stift? 

Es  sei  M  irgend  eine  Lage  des  Stiftes,  P,  und  Pt  seien  die  Berührungs- 
punkte der  von  ihm  auslaufenden  geraden  Fadenstücke  mit  der  Curve,  de- 
ren Längen  MPt  und  MPt  algebraische  Wurzelausdrücke  Ax  und  At  der  Co- 
ordinaten  der  Punkte  M,  Pt  sind,  welche  mau  überdies  mittelst  der  bei- 
den Gleichungen  der  Tangenten  MPt  und  MPt  nach  Elimination  der  Coor- 
dinaten  von  M  als  blose  Functionen  der  Coordinaten  von  Px  und  P9  aus« 
drücken  kann.  Alsdann  liefert  die  Bedingung,  dass  der  Faden  immer 
einerlei  Länge  /  behalten  solle,  die  Gleichuug 

y)  jd8-jds  =  L~l  +  A,+Ait 

wo  die  Grössen  a„  o,  von  der  Art  des  Coordinatensysteras  abhängen,  L  den 
Umfang  der  Curve  bezeichnet,  und  Ax ,  A%  algebraische  Functionen  von  a„ 
at  sein  sollen. 

So  oft  nun  die  durch  j*dsy  Jds  dargestellten,  im  Allgemeinen  trans- 

cendenten  Functionen  /"(«,),  /*(«,)  sich  auf  eine  einzige  Transcendente  zu- 
rückführen lassen,  z.  B.  wenn 

6)  /"(«,)  + 

ist,  wo  a  und  «,  algebraisch  von  er,  und  «t  abhängen,  so  geht  die  Gleichung 
y)  in  die  Form  «)  über,  und 

a  =  Consf. 

giebt,  wenn  ^  durch  a  algebraisch  ausdr Uckbar  ist,  die  algebraische 
Bedingung,  welche  zwischen  den  Coordinaten  at  und  a,  stattfindet.  Um 
die  Gleichung  der  von  dem  Stifte  beschriebenen  Curve  zu  finden ,  genügt 
es,  o,  und  at  zwischen  der  vorigen  Gleichung  und  denjenigen  der  Tangen- 
ten MPX  und  MPt  zu  eliminiren.  —  Zwar  drückt  schon  die  Gleichung  y) 
dieselbe  Relation,  wie  die  in  der  letzten  Gleichung  ausgesprochene,  zwi- 
schen o,  und  at  aus ,  allein  die  Elimination  würde  mit  ihrer  Hülfe  auf  eine 
transcendente  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  M  führen. 
Unser  Princip  lehrt  also,  an  die  Stelle  einer  transcendenten  Relation  eine 
algebraische  zu  setzen. 

Diese  aus  F{a)  =  A  abgeleitete  algebraische  Gleichung  a  =  con*t 
könnte  auch  durch  die  zweite  algebraische  Gleichung  A  =  F  (const)  ersetzt 
werden.  Beide  drücken  das  Additionstheorem  der  Functionen  f{<t*) 
aus,  und  ergänzen  einander,  indem  aus  der  Gleichung  A~F{const)  deren 
linke  Seite  sich  nach  Substitution  von  a  —  const  von  selbst  auf  eine  Con- 
stante  reduciren  muss,  die  in  die  Auflösung  eingeführte  willkührliche  Con- 
stante  bestimmbar  ist. 
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2)  AU  erste  Anwendung  unserem  Lehrsatzes  wollen  wir  den  Fall  eines 
um  die  Leinniscate  geschlungenen  Fadens  betrachten,  wobei,  wenn  at  und 
at  die  Radiivectores  der  auf  Polarcoordinaten  bezogenen  Berührungspunkte 
der  tangirenden  Fadenstücke  mit  der  Lemniscate  vorstellen,  die  Integrale 

fM=fds,  f{«t)=fds 

elliptische  Integrale  der  ersten  Art  sind ,  und  sich  mithin  auf  ein  einzige« 
elliptisches  Integral  derselben  Art  zurückführen  lassen,  so  dass  aus 

Are  («„  a9)  =f(at)-f  (at)  =/*(«)  =  A 
folgt  «  =  consty  also  auch  f(a)  =  Consl  und  Are  («,,  <if)  =  Consta  d.  h.  Wird 
um  die  Lemniscate  ein  geschlossener  ausserhalb  mittelst 
eines  Stiftes  gespannter  Faden  geschlungen,  so  ist  zwischen 
den  Berührungspunkten  der  gerade  angespannten  Faden- 
stücke in  jeder  Lage  des  Stiftes  dieselbe  Bogenlänge  der 
Lemniscate  enthalten,  woraus  zugleich  folgt,  dass  alle  gleichen  Lem- 
niscatenbögen  auch  für  die  Summe  der  an  ihren  Endpunkten  gezogenen 
Tangeutenstücke,  vom  Berührungspunkte  bis  zum  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnittspunkte gezahlt,  gleiche  Werthe  liefern.  —  Dieselben  Eigenschaften 
gelten  nicht  allein  für  die  Lemniscate,  sondern  für  alle  algebraischen  Cur- 
ven,  deren  Bögen  transcendente ,  der  Gleichung  d)  gehorchende  Functionen 
sind,  weun  darin  «s  =  0  ist. 

3)  Eine  andere  Anwendung  bietet  unser  Theorem  dar,  wenn  man  als 
ursprüngliche  Curve  einen  Kegelschnitt  nnwendet,  in  welchem  Falle  die 
Rechnung  eine  sehr  elegante  Durchführung  gestattet.  Im  11.  Bande  von 
Liouville's  Jmtrn.  de  malh.  beweist  Chasl es,  angeregt  durch  die  Vor- 
theile, welche  Liouville  und  Roberts  aus  einer  Transformation  der 
Differentialgleichung  gezogen  hatten,  (Compi.  rend.  T.XlX.p.  1261)  die  von 
Jacobi  für  die  geodätische  Linie  auf  dem  Ellipsoide  aufgestellt  worden 
ist,  folgenden  Lehrsatz  (V.  Sur  ies  lign.  ge'od.  et  les  lign.  de  cottrb.  des  surf,  du 
II  degre) : 

Wenn  um  eine  Krümmungslinie  des  Ellipsoides  ein  geschlossener,  aus- 
serhalb mittelst  eines  Stiftes  auf  das  Ellipsoid  festgespannter  Faden  ge- 
schlungen wird,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Stiftes  gleichfalls  eine 
Krümmungslinie  des  Ellipsoides.  —  Lassen  wir  die  kleinste  Achse  des 
Ellipsoides  in  Null  übergehen,  so  entsteht  ein  Satz  für  die  ebene  Ellipse, 
den  man  übrigens  auch  auch  auf  die  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  ausdeh- 
nen kann: 

Wird  um  einen  Kegelschnitt  ein  ausserhalb  desselben 
mittelst  eines  Stiftes  straff  gespannter  Faden  gelegt,  so  be- 
schreibt der  Stift  in  allen  seinen  möglichen  Lagen  gleich- 
falls einen  Kegelschnitt,  der  überdies  dem  gegebenen  con- 
focal  ist. 
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Es  seien  (xty  y,),  (xt,yt)  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Berührungs- 
punkte der  geraden  Fadenstücke,  and  es  sei 

die  Gleichung  des  Kegelschnittes.    Man  setze 

xi  =  asm  <p,  also  y,  ~  b  cos  q> 

xt  =  a  sin        „    yt     b  cos  ; 
alsdann  sind  die  geraden  Fadenstücke  ^,  und  A2  gleich 

j/(x -*,)«  +  (y-y,)'»    y{x  -  x,)«  +  (y  —  y7)«t 
d.  h.  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe,  denen  man  noch  aus  den  Gleich- 
ungen der  tangirenden  Fadenstücke 

.  a%  (yt  —  yt)  (*i — 

a:  —   ,  y  =  

*t  v% — x%  y i        * i  & — a*t  i/i 

beifügen  kann : 

1  —  CO*  (q>  —  1  —  <-os.(y  — tj,) 

>4,  =  a  .  — ,  --./t<py  Jt  =  a  .  —  — Aty^ 

stn  (<p  —  ^/)  «in  (9  —  ^)  ^ 

wo 


gesetzt  worden.  Die  Bedingnngsgleichnng,  welche  direct  den  Sinn  der 
Aufgabe  ausdrückt,  ist  nun ,  wenn  wir  uns  den  Kegelschnitt  im  normalen 
Falle  als  eine  Ellipse  denken,  und 

t 


f/l—  k*sin*tdt  =  Et 


gesetzt  wird,  augenscheinlich  nach  (y) 

-  £V  =  i     -  l  +  Ax  +  At\. 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist  aber 

E(p  —  Eq,  =  Eft  —    sin  9  sin  tp  sin  , 
wobei,  wenn  c  eine  Hilfsgrösse  vorstellt,  und 

cp  =  am  (w  -f-  r,  K),    y  =  am  («  —  c,  A') 

gesetzt  wird,  6  bekanntlich  den  Werth  hat 

i  =•  am  [{u  -f-  c)  —  (m  — c)]  =  am  2r. 

Also  entsteht: 

Unserem  Princip  zufolge  muss  nun  $=am2c  constant  sein,  d.  h.  c  ist 
gleichfalls  constant.  Um  die  Gleichung  der  resultirenden  Curve  zu 
finden,  und  c  zu  bestimmen,  müssen  nun  die  nöthigen  Eliminationen  vor- 
genommen werden.  Die  aus  den  Tangentengleichungen  gefundenen  Werth© 
von  x  und  y,  nämlich 
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* 

sintp  -  siny  cosv  —  cos<p 

x~a. — ; — -  -,  y  =  o  .      —  — 

s*n(<p—y) 

verwandeln  sich ,  da  sin  <p  =  sin  am  (u  +  c) ,  *i  ji  tf;  =      am  («  —  c) ,  unter 

Berücksichtigung  der  Formel 

.  2  sin  am  r  cos  am  c  d  am  u 

SVt  1  —     «i'/t*  <im  c  sin1  am  u  ' 

welche  sich  nebst  anderen  hierhergehörigen  Formeln  ans  den  /Wirf.  nov.  pag% 

32  —  34  entnehmen  lässt,  in 

d am  c  ,  1 

x  ~  a  .   .  stn  am  u ;  y  =  b  .   .  cu5  am  «, 

cos  am  c  cos  am  c 

woraus  durch  Elimination  von  u  folgt 

die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  durch 
c\  >  d  amc  i 


cos  am  c  cos  am  c 

gegeben  sind.    Aus  diesen  Werthen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  c: 

V)  A*-B*  =  a*-b\ 

die  Curve  ist  also  der  ursprünglichen  confocal. 

Ein  bemerkenswertherUrastand  ist,  dass  der  Schnittpunkt  (xyy)  zweier 
Tangenten  immer  den  Gleichungen  t) ,  £),  tj)  gentigt,  nur  ist  c,  also  auch 
A  und  B  im  Allgemeinen  variabel. 

Um  die  Constante  c  zu  bestimmen,  müssen  die  Werthe  <p  und  y  in  die 
letzte  transcendente  Gleichung  eingesetzt  werden,  deren  rechte  Seite  dann 
sich  bezüglich  der  Variabein  w  als  constant  herausstellen  und  auf  eine 
Function  von  c  reduciren  muss.  Diese  Forderung  unseres  Principes  wird 
in  der  That  erfüllt.  Setzt  man  nämlich  daselbst  {vidi.  c). 

iV  ~  1  —  k*  sin*  am  c  sin*  am  u , 
cos  (tp  — -  ty)  ~  (cos*  amc  —  sin*  amc  d*  am  u)  :  N 
sin  (q>  —  tf )  =  (2  sin  am  c  cos  am  c  d  am  u)  :  A' 
dq>  +  d    ~  (2  d  am  c  d  am  u)  :  Ar 
sintp  siny  =  (sin*  am  tt  —  sin*  am  c)  :  N 

sin  d  =  2  sin  am  c  cos  am  c  d  am  c:  JV 
so  entsteht  nach  einigen  Reductionen  die  von  u  unabhängige  Gleichung 

L  —  /        d*  amc  sin  amc 

l^am'lc)  —  T  2  .    • 

a  cos  am  c 

Die  Form  der  Rechnung  bleibt  dieselbe,  wenn  die  ursprüngliche  Curve  eine 
Hyperbel  ist,  in  welchem  Falle  nämlich  B*  mit  6*  nach  Formel  £)  gleich- 
zeitig negativ  ausfällt,  da  cos  am  c  auch  für  A  >  1  nach  den  Formeln 

dep  =  l/l  —  k*  sin*~<p~,      k*  =  ^-7—, 

a 

wenigstens  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  <p  una  reel  aus- 
fallt. —  Im  Uebergangsfalle  von  Ellipse  zu  Hyperbel  gilt  also  der  Satz, 
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dass  die  von  dem  Stifte  beschriebene  Curve  ein  confocaler  Kegelschnitt  sei, 
auch  noch  für  die  Parabel,  wenn  man  eine  leicht  zu  errathende  Modification 
in  der  Art,  den  Faden  anzulegen,  anbringt,  wie  dies  auch  schon  für  die  Hy- 
perbel erfordert  wird.  Der  Faden  muss  nämlich'  an  zwei  Punkten  des  Ke- 
gelschnittes befestigt  werden,  jedoch  von  hinreichender  Kürze  sein,  damit 
nach  dem  Anspannen  die  geraden  Theile  noch  tangiren. 


XIX.  Beurtheilung  der  bis  jetzt  üblichen  Auflösungen  der  Aufgaben 
über  Verlegung  der  Zahlungstermine,  mittlere  Zahlungstermine  und  Ge- 
»ellschaftsrechnungeiL  Von  Dr.  Schlechter.  Ist  man  ein  Kapital  k 
nach  n  Jahren  unverzinslich  zu  zahlen  schuldig  und  es  wird  die  jährliche 
Vergütung  fürs  Hundert  zu  p  %  und  der  gegenwärtige  Werth  zu  x  ange- 
nommen ,  so  ist  k  zu  zerschlagen  in  den  baaren  gegenwärtigen  Werth  x 
und  den  Abzug,  Rabatt,  Disconto  D ;  somit  k  =  x  +  D.    D  drückt  offenbar 

die  Benutzung  des  Kapitals  x  zu  p%  für  n  Jahre  aus,  so  dass  dann  D  =  ^ 

gesetzt  werden  kann: 

i\  i         ,  Pn* 


folglich 

2) 
100  k 


100 
I00A- 

K-~ioo  +  />/T 

wird  zum  Zinsfusse  p  in  n  Jahren  zu  Ar  wieder  anwachsen.  Be- 


100  +  pn 
deutet  n  Tage,  so  erhält  man : 

36500 k 
*~lbo+7«' 

100* 

Der  Disconto  beträgt :  D  =  k  —  7——  • 

100  +pn 

pnk 


4)  D  — 


100  +  />* 

Sind  also  k„  kt1  kr  ,  kr  Kapitalien  nach  0,  0,  cy . . .  ,  y  Jahren  unver- 
zinslich zu  entrichten,  so  ist  ihr  gegenwärtiger  Werth  W 

100*.  100*,  100*r 


100  +  a/>  100  +  0/?     '  * '  100+py' 

Sind  a,  0,  <*,...  y  Tage,  so  ist : 

ß.        w        36500*,     ,  36500*,  30500*, 

o)        W  =  -  -      .  r  . — r  •  •  •  T* 


3Ö500  +  a/>     36500  +  0/*  36500  +  />y 

der  Disconto 

100  Ar,  100  k%  100*r 


/)  =  *1  +  A;t  +  ...  +  *r  — 


100  +  ap     100  +  0/»  100+py' 
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somit : 


100  +  «/>     1C0+6/I  ^  '  '  ^  100  +  py* 
Die  Gleichaugen,  wenn  «,  6,  <*  etc.  Monate  oder  Tage  bezeichnen,  sind  leicht 
aus  7)  abzuleiten. 

Wird  nun  die  Aufgabe  so  gestellt,  dass  die  Kapitalien  Ar, ,  kt , . . .  Arr, 
welche  man  unverzinslich  nach  a,  ft,  c  .  . .  y  Jahren  schuldig  ist,  an  einem 
und  demselben  Tage  bezahlt  werden  sollen ,  so  wird  also  der  Nutzniesscr 
bei  baarer  Zahlung  aller  Kapitalien  den  Werth 

7,  ir        100  Ar,  100  Ar,  100  Arr 


100+ a/»      100  +  6/>  '      *  '  100+|>y 
entrichten ;  der  Minderbetrag,  Disconto  D  wäre 

8)         *=r^^+^-  +  .--+  yMr 


100  +  «/»     100  +  6p  '  100  +  />y 

Es  muss  daher  dem  Schuldner  der  Werth  W  so  lange  in  Händen  gelassen 
werden ,  bis  durch  Verzinsung  desselben  zu  p  %  der  Disconto  D  erzielt 
worden  ist.    Nennt  man  diese  Zeit  x,  so  ist 

9)  Z>=^LX; 
1  100  ' 


oder 

10) 


100  D 
p  W  ' 

ll)        *      W  Vl()0  +  a/,  +  100  +  6p  +  *--  +  100  +  py/ 
Oder  was  offenbar  dasselbe  ist;  der  baare  Werth  fTund  der  Zins  von  ^Fzurn 
Zinsfusse  p  muss  gleich  sein  der  Summe  der  in  den  einzelnen  Terminen  zu 
zahlenden  Kapitalien.  Somit 

was  wiederum 

100 /«Ar,  bkt  ykr  \ 

W  Vl00  +  a/>"r  100+  bp^        "r  100  +  py/ 
giebt.    Es  kann  somit  dieser  Auflösungsweise  die  Richtigkeit  nicht  wider- 
sprochen werden;  um  so  mehr,  wenn  man  sich  tiberzeugt,  dass  wenn  der 
Werth  von  x  in  llt)  eingesetzt  Ar,  +  Ar,  +  . . .  +  kr  =  Ar,  +  Ar,  +  Ar,  +  . . .  +  kr 
giebt. 

Bei  Betrachtung  der  Gleichung  11)  wird  in  die  Augen  fallen,  dass  jeder 
einzelne  Posten  in  der  Klammer  im  Nenner  p  hat,  somit  wird  die  ganze 
Summe  um  so  grösser  sein,  je  kleiner  />  ist  und  so  umgekehrt;  dasselbe  gilt 
für  die  Zeit  x.  Die  gemeinschaftliche  Verfallaeit  aller  Kapitalien  wird 
also  um  so  früher  fallen,  je  grösser  der  Zinsfuss  p  angenommen  wird  und 
umgekehrt. 

Man  erkennt  aus  dieser  Entwickelung,  dass  der  mittlere  Zahlungster- 
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min  nicht  allein  von  der  Zeit,  nach  welcher  die  Kapitalien  zn  entrichten 
sind  und  von  Ihrer  Grösse,  sondern  auch  vom  Zinsfusse  abhängt.  Die  ge- 
stellte Aufgabe  ist  daher  so  lange  eine  völlig  unbestimmte ,  so  lange  nicht 
der  Werth  p  gegeben  und  durch  Vereinbarung  festgestellt  ist.  Die  Rich- 
tigkeit dieser  Behauptung  kann  unmöglich  bestritten  werden.  Gegen  diese 
Wahrheit  werden  in  allen  mir  bekannten  Lehrbüchern  Verstösse  gemacht. 
Es  soll  nun  der  innere  Grnnd,  wie  man  zu  dieser  falschen  Aufgabenstellung 
and  natürlich  dann  auch  zur  falschen  Lösung  kam,  näher  erläutert  werden. 
Wir  stellen  zu  diesem  Behufe  dio  Aufgabe,  wie  sie  gewöhnlich  gestellt  und 
gelöst  wird.  ' 

Man  habe  kt ,  *t, .  . .  kr  nach  a,  b,  c  etc.  Jahren  unverzinslich  zu  be- 
zahlen, welches  ist  die  mittlere  Verfallzeit? 

A  u  flösung  1.  Zahlt  der  Schuldner  alle  Kapitalien  statt  nach  seinem 
vorgeschriebenen  Termine  baar  und  man  nimmt  den  Zinsfuss,  zu  welchem 
die  Verzinsung  geschehen  könne,  zu  p  an,  so  sind  die  Verluste  des  Nutz- 

* 

niessers 

12)  B=a^h  +  iEh+...+^s. 

'  100   T    100  100 

Die  Kapitalien  (Ar, ,  Äf , . .  ,kr)  müssen  dem  Schuldner  so  lange  gelassen 
werden,  bis  er  zum  Zinsfusse  p  den  Disconto  D  gewonnen  hat.    Es  ist  also 
-t o\    (tpkt      bpkt  ,  VPK  _(*,  +  *,  +  ...+  kr)  _ 

U)   "!öö"  +  löö"i"-"  +  l0ö  loo  p  ' 

akx  +  bkt  +  ...  +  ykr  ^ 
'  *,+*,+  .. -  +  *r  *' 

Au  flösung  2.  Entrichtet  der  Nutzniesser  diese  Kapitalien  baar,  so 
verliert  er  die  Benützung  von  /r, ,  a  Jahren,  also  akit  1  Jahr;  ebenso  von 
kt,bkt,  von  bkt  etc.  1  Jahr.  Es  müssen  ihm  also  sämmtliche  Kapitalien 
+  ••«  +  *r)  s°  lange  gelassen  werden,  bis  er  die  Benützung  von 
[akt  +  b  kt  +  . . .  +  ykr)  für  ein  Jahr  gewonnen  hat.  Nennen  wir  diese  Zeit 
x ,  so  ist 

15)  4-ft*»-K*-  +  y*r 

Ä|  "f*  Aft  -r* . . .  -f* 

Es  ist  also  nach  diesen  Auflösungen  der  mittlere  Zahlungstermin  vom  Zins- 
fuss unabhängig.  Auflösung  2  ist  jedenfalls  aus  Auflösung  1  hervorgegan- 
gen. Schon  darin  liegt  offenbar  ein  Widerspruch,  dass  man  einen  Zinsfuss 
annimmt,  durch  die  Art  und  Weise  derAuflösung  der  Aufgabe  aber  erkennt, 
dass  er  gar  nicht  in  Anschlag  gebracht  wird.  Dies  tritt  noch  greller  in  die 
Augen,  wenn  man  in  Gleichung  11)  p  =  0  setzt,  d.  h.  gar  keine  Nntznies- 
sung  für's  Hundert  jährlich  annimmt.    Es  wird  dann 

16)  ^_akx  +  bk%  +  ...  +  ykr 

man  erhält  also  aus  11)  durch  diese  Annahme  die  Gleichung  15.  Meier 
Hirsch,  S.  105,  Frage  125 — 132.    Es  soll  nun  die  Unrichtigkeit  noch  mehr 
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beleuchtet  werden.  Der  auf  <lie.se  Welse  berechnete  Disconto  bei  baarer 
Zahlung  betraft  nach  Gleichung  12) 

a  p  kt  -f  bp kt  -f  cpkr +  . . .  +  ypkr 
WJ  '  ~T<mT  ' 

daher  der  haare  Werth  ff'  aller  Kapitalien 

18)   Tr^/ll  +  Äl  +  ...  +  ^-^-^'-...^^, 

1  ICH)         100  100 

1 ..))    jr  =  ä ,  (i  -  if )  +  *,  (i  -  tl)  + . . . + ,,r (,  _ 
'  '  \     100/     *\     loo/  V  100/ 

Da  aber  a,  6,  c, . . .  y  und  p  alle  mögliche  positive  Werth e  anuehineu  kana, 
i-o  wird,  wenn  man  ap  =  100 ,      =  100 ,  yp  ==■  100  setzt, 

20)  Jf=a 
Der  Schuldner  oder  Nutzniesscr  hat  also  gar  kein  Kapital  mehr  in  Händcu, 
um  seine  Verluste  durch-  Umsetzung  zu  decken.  Dass  der  Schuldner  aus 
den  Kapitalien  (kt  +  kt  +  . ..  +  kr)  den  Verlust  in  zu  bestimmender  Zeit 
wieder  gewinne,  ist  eine  beliebige  Annahme  und  entbehrt  jeden  Grunde«, 
da  offenbar  die  Abzüge  so  beschaffen  sein  müssen,  dass  die  Keste  die  haa- 
ren Werthe  der  Kapitalien  zur  Verzinsung  ausgeliehen,  zur  ursprünglichen 

Summe  nieder  anwachsen  müssen.  Es  müsste  } V  =         —  kx  +  A-,  +  ..-Rr 

I V  "j 

und  wenn  man  den  Werth  x  aus  lü)  einsetzt  A-, .  ./rt  t=  +  .  .+*r 

sein,  was  unmöglich  ist. 

Diese  Lösungsweise  ist  durch  die  l'e ickard'sche  oder  Carpzow- 
sehe  Beiechnung  des  lnterusuriuius  hervorgerufen  worden  und  Oettiugcr 
sagt  mit  Hecht  Seite  111  seiner  politischen  und  juridischen  Arithmetik,  dass 
dieser  Methode  schon  längst  kein  Denkender  mehr  beipflichtet.  Er  selbst 
lösst  zwar  keine  Aufgabe  über  mittlere  Zahlungstermine,  welche  zwar  in 
eiueiu. solchen  Werke  nicht  fehlen  sollten,  spricht  sich  aber,  gestützt  auf  die 
Ansicht  vieler  Gelehrten,  dahin  aus,  dass  jeweils  bei  unverzinslichen  Kapi- 
talien, die  erst  später  zu  entrichten  sind,  der  Werth  der  Nutzniessung  an- 
gegeben werden  müsse,  denn  sonst  könnte  die  Mathematik  solche  Aufgaben 
uicht  lösen. 

Es  soll  nun  ein  Zahleubeispiel  gelöst  werden.  iV  soll  500  fl.  in  5  Jahren, 
nämlich  nach  jedem  Jahre  100  fl.  bezahlen;  wenn  kann  er  dieses  Geld  auf 
einmal  erlegen,  damit  es  eben  so  viel  Zins  trage,  als  wenn  es  nach  und  nach 
aiigetrageii  würde.  (Gruber  Aufgabenbuch  S.  07c;  Auflösungen  S.  187.)  — 
A  u  fl  ösnng.  Nach  Gleichung  10)  ist  nach  der  unrichtigen  Lösung  die  Zeit 
:j  Jahre.  Nach  Gleichung  11)  der  richtigen  Lösung  ist  die  Zeit  2  Jahre 
und  2d,  .  .  .  Tage;  ein  Unterschied  von  1  Monat  und  2  Tage.  So  werden 
dergleichen  Aufgaben,  wie  Gruber  sie  löst,  in  allen  Rechenbüchern  gelöst; 
Meier  Hirsch  verfühit  ebenso. 

Wird  einmal  angenommen,  dass  nach  dem  einfachen  Zins  die  Nutz- 
niessung stattfinden  soll,  ho  kann  die  Mathematik  diese  Aufgaben  nur  nach 
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der  von  mir  aufgestellten  Methode  lösen.  Schweins  verfährt  durch  An- 
wendung von  Zinseszins  ganz  analog.  S.  71,  Nr.  49,  Zinsrechnungen  für 
Geschäfts  tn  Unner. 

In  gleicher  Weise  verhält  es  sich  mit  den  meisten  sogenannten  Gesell- 
schaftsrechnungen. Dies  soll  ebenfalls  an  einem  Beispiele  gezeigt  werden. 
A  verwendet  am  Anfange  des  Jahres  zu  einem  Gesellschaftshandel  a  fl. 
Am  1.  April  desselben  Jahres  trat  B  mit  b  und  am  1.  Juni  C  mit  c  fl.  bei. 
Am  Ende  dieses  Jahres  theilen  sie  den  Gewinn  mit  d  fl. ;  wie  viel  erhält  Ay 
B  und  C  am  Gewinne,  wenn  der  landesübliche  Zinsfuss  zu  p  angenommen 
wird? 

Auflösuug.    Da  B  am  l.  April  beigetreten  ist,  so  hat  er  eigentlich 

baar  fl.  eingelegt.  Desgleichen  ist  der  baare  Einsatz  von  C=  l**00 

Nach  der  baaren  Einlage  vertheilt  sich  der  Gewinn  wie  folgt: 
A  erhält 

 a  d  (400  +  ;>)  (1200  +  5/?)  

a  (400  +  p)  (1200  +  b'p)  +  400  b  (1200  +  bc)  +  1200  c  (400  4-  />)' 

ab(4Q0  +  p)  (1200  +  5p) 


C  — 


a  (400  +  p)  (1200  +5/») +  4006  (1200  +  5c)  +  1200C  (400  +  jt>)' 

rtc(400  +  ;>)  (1200  4-5c)  

a  (400  +  p)  (1200  +  5  r)  +  400  b  (1200  -f  5  c)  +  1200  o  (400  +  p)' 
Nach  der  gewöhnlichen  Auflösung  erhält 

ad 


A  = 


12/i  +  9fc  +  7c' 
6rf 


/?=  

12a  +db  +  7c' 

und 

12a  +  06+7c 

Das  Vorgetragene  wird  beleuchten,  dass  auch  letzte  Aufgabe  unrichtig  ge- 
löst ist  • 


XX.  Zur  Theorie  paralleler  Gurren.  Bekanntlich  nennt  man  eine 
Curve  A  einer  zweiten  B  in  der  Entfernung  a  parallel,  wenn  sie  den  geo- 
metrischen Ort  derjenigen  Punkte  der  Normalen  zu  B  ist,  welche  von  letz- 
terer Curve  um  a  abstehen.  Die  Theorie  dieses  Gegenstandes  ist  von  den 
ältesten  Zeiten  der  Differentialrechnung  an  mehrfacher  Bearbeitung  unter- 
worfen worden. 

Leibnitz  entwickelte  den  Gedanken  des  Parallelisraus  aus  dem  der 
Evolution,  indem  die  au  einer  und  derselben  Evolutiou  gehörigwn  Evolven- 
ten in  dem  angegebenen  Sinne  parallel  sind.   In  dem  Aufsätze  De  novo  usu 

15» 
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centri  gravilatis  ad  iHmensioncs  (acta  eruditorum  1095)  verallgemeinerte  er  die 
Betrachtung  durch  die  Bemerkung,  dass  wenn  man  einen  Kreis  auf  irgend 
einer  Curve  rollen  lasse,  der  Mittelpunkt  de«  Kreises  eine  der  gegebenen 
Curve  parallele  Curve  beschreibe.  Derselbe  Aufsatz  wurde  in  der  Ge- 
sammtansgabe  von  Job.  Bernoulli's  Werken  I,  150  abgedruckt,  woran 
sich  alsdann  Zusätze  von  Bernoulli  anschliessen.  In  diesen  heisst  es 
(S.  158) :  Quae  insuper  habet  G.  G.  L.  de  curvis  parallelis  pro  more  ejus  ingeniöse 
exeogitata  sunt.  Omnino  mihi  placet  ejus  con st r netto  ducendarum  parallelarum 
nun  adhibila  evolutione ,  quam  etiam  contra  ae  ipsc  sentit  praefero  altero  Uli  per 
evolutionem  faetae :  tum  guod  facil.us  circulus  construalur  quam  evoluta,  tum  etiam 
quod  per  rotalionem  non  minus  quam  per  evolutionem  parallela  per  punctum  dalum 
duci  possit,  si  modo  radius  circuli  fiat  aequalis  perpendiculari  ex  puncto  dato  ad 
curram  duelae.  Der  dritte  Mathematiker,  welcher  mit  dem  genannten  Ge- 
genstande sich  beschäftigte,  war  Kästner,  welcher  seine  Untersuchungen 
zuerst  in  Woltmann's  Beiträgen  zur  hydraulischen  Architectur  (Göttingen 
1792,  Bd.  II,  S.  24,  S.  33  —  34)  dann  in  ausführlicherer  Weise  in  der  Abhand- 
lung De  curris  aequidistantibtts  (Commentationes  soc.  reg.  scient.  Gotting,  ad  a. 
1791  et  92.  Vol.  XI.)  mittheilte.  Er  beantwortete  die  Frage,  wie  man  die 
Gleichung  der  Curve  finde,  welche  einer  gegebenen  Curve  in  gleichfalls  ge 
gebener  Entfernung  parallel  laufe  und  fand  die  meisten  SHtze,  welche  da- 
bei auftreten.  So  die  Gegenseitigkeit  des  Parallelismus,  Satze  über  die 
Hectification,  sowie  über  die  Quadratur  der  Parallelcurve  u.  8.  w.  In  dem- 
selben Jahre  1792  scheinen  zwei  italienische  Mathematiker  Cagnazzi  und 
Lotte ri  den  Gegenstand  so  weit  bewältigt  zu  haben,  dass  sie  die  Gleich- 
ung der  Parallelcurve  zu  einer  Curve  derselben  Ebene  fanden.  So  citirt 
wenigstens  Bordon i  ohne  weitere  Angabe,  wo  jene  Untersuchungen  zu 
'finden  seien.  Bordoni's  Abhandlung  selbst  wäre  nun  zunächst  anzufüh- 
ren. Sie  führt  die  Ueberschrift:  Sopra  le  linee  e  le  super fteie  parallele  und 
ist  abgedruckt  im  XVI.  Bande  der  Memorie  di  matemalica  e  di  fisica  della  So- 
cieta  Italiane  delle  scienze,  Verona  1813.  Der  Titel  bezeugt  schon,  dass  in 
diesem  Aufsatze»  ein  Fortschritt  vorhanden  ist,  indem  nicht  blos  einfach 
gekrümmte  Curven  besprochen  werden,  sondern  auch  Curven  doppelter 
Krümmung,  sowie  Oberflächen.  Bei  den  Betrachtungen,  die  sich  auf  die 
Ebene  beschränken,  finden  sich  indessen  auch  zwei  Bemerkungen,  auf 
die  man  zu  wenig  Rücksicht  genommen  hat.  Die  eine,  dass  die  Paral- 
lelcurve die  Einhüllende  jenes  rollenden  Kreises  sei,  den  schon  Leibnitz 
annahm,  dass  also  die  Theorie  der  singulären  Lösungen  hier  in  Betracht 
komme  (/.  c.  pag.  73) ;  die  andere,  dass  man  von  der  Differentialgleichung 
der  Parallelcurve  zu  ihrer  Gleichung  durch  Elimination  der  Diflferential- 
quotienten  gelangen  könne,  dass  es  aber  in  jedem  gegebenen  Falle  auch 
möglich  sein  müsse,  eine.directe  Integration  eintreten  zu  lassen  (pag.lS). 
Die  chronologische  Angabe  der  einschlagenden  Literatur  führt  nun  zu  dem 
Aufsatze  von  C  r  e  1 1  c ,  Memoire  stir  le parallelisme  des  lignes  et  surfaces  courbes 
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welcher  zuerst  in  den  G e rgon n  e 'sehen  Annales  de  Mathemuliques,  Bd.  XII, 
1821  —  22  erschien  und  dann  ein  Jahr  später  in  deutscher  Uebersetzung  im 
2.  Baude  von  Crelle's  Sammlung  mathematischer  Aufsätze  und  Bemerk- 
ungen. Ein  Aufsatz,  der  indessen  nur  in  dem  französischen  Texte  lesbar 
ist,  da  in  dem  deutschen  Abdrucke  die  Crelle  eigenthiimlichen  Bezeichnung 
der  Differentialquotienten  ihn  fast  unverständlich ,  jedenfalls  ungeniessbar 
macht,  während  der  eigentliche  Inhalt  eine  recht  klare  Uebersicht  des  Ge- 
genstandes liefert.  Unabhängig  von  diesen  Schriften  ist  die  in  Göttingeu 
1826  vertheidigte  Inauguraldissertation  von  Dr.  M  i  c  h  a  e  1  R  e  i  s  s :  De  lineis 
et  superßeiebus  aequidistantibus.  Der  Verfasser,  welcher  ausserdem  durch  in- 
teressante Abhandlungen  über  Determinanten  (in  Quelelet  Corres pondance  ma- 
Üiemutique  1820)  und  in  neuester  Zeit  über  das  Solitairespiel  und  ähnliche 
Gegenstände  der  mit  Zahlentheorie  gemischten  Combinatorik  den  Mathe- 
matikern wohl  bekannt  ist,  gelangte  dabei  zu  denselben  Resultaten,  wie 
»eine  Vorgänger  durch  Anwendung  geometrischer  Methoden,  welche  den 
Exhaufitionsmethoden  der  Alten  sehr  nahe  stehen;  dadurch  wird  die  Ab- 
handlung zu  einer  höchst  lesenswerthen,  auch  für  den,  welcher  mit  den  be- 
wiesenen Sätzen  schon  bekannt  ist.  Von  noch  neueren  Arbeiten  endlich 
ist  dem  Verfasser  nur  eine  Note  sur  les  courbes  paralleles  ä  tellipse  von 
Breton  (de  Champ)  in  dem  3. Bde.  der  Nouvelles  annale*  de  mathemuliques 
and  eine  Abhandlung  von  Brenner  über  Normallinien  und  Normalcurven 
im  13.  Bde.  von  Grunert's  Archiv  bekannt  geworden,  welche  der  Vollstän- 
digkeit wegen  erwähnt  werden  müssen. 

Es  scheint  nun  auffallend,  dass  selbst  nach  der  Abhandlung  Bordoni's 
kein  Mathematiker  den  Versuch  gemacht  hat,  die  Differentialgleichung  der 
Parallelcurve  zu  einer  gegebenen  Curve  in  allgemeinster^  Form  zu  integri- 
ren,  ein  Versuch,  der  nach  eiuer  Methode,  welche  Woisard  im  15.  Bande 
der  Gergonne'schen  Annalen  gelehrt  hat,  sehr  leicht  zum  Ziele  führt. 

Es  sei  nämlich  die  Curve  N 

1)  rt*,y)*o 

bekannt  und  die  derselben  in  der  Entfernung  a  parallele  Curve  sei 

2)  F  {X%  r,  a)  =  0. 

Aus  irgend  einer  der  citirten  Abhandlungen  entnimmt  man  leicht  die 
Formeln 

wo  p=zliM .    Der  gewöhnliche  Wog,  die  Gleichung  2)  zu  finden,  ist  nun 

dx 

der  der  Elimination.  Man  sucht  nämlich  />,aus  der  Gleichung  1)  durch 
Differentiation,  suh*tituirt  diesen  Werth  in  die  Doppelgleichung  3)  und 
schafft  alsdann  aus  1)  und  der  umgewandelten  3)  die  .r,  y  weg.  Allein 
wegen  der  Reeiprocitat   des  Parallelismus  ist   bekanntlich  p  =  P ,  wo 
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d  Y 

/>=— ,  darnach  lässt  sich  aus  3)  eine  neue  Doppelglcichung  ableiten. 
dX 

aP  n. 
4)  *  =  *  —  -==,  y=  1  + 


yi  +  r*         /i  +  p* 

und  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Parallelcurve  heisst 
d.  i.  eine  Gleichung  von  der  Gestalt  ► 

i)  nx-M,  r-iV)=o, 

wo  #f,  N  Functionen  von  P  sind,  und  diese  Gleichungen  können  nach  Woi 
sard  immer  integrirt  werden,  wenn,  wie  es  hier  der  Fall  ist, 

in  —=P  — 

7)  f  7\  f 

Setzen  wir  nämlich  zur  Abkürzung  r—  — -  =  G  und  =  //, 

c  \Jl  —  al  )  o  \  Y  —  n) 

so  liefert  die  Differentiation  von  I)  die  neue  Gleichung : 


und 


III)       G.dX—G.^.  dP+H,dY—H.~.dP=0 


(wegen  II)  gesetzt,  giebt: 


oder 


G.dX -G.™t.dP+R.P.dX-  H.P.y^.dP  =  9 
(G+HP)(dX-^p.dP)  =  0- 


dieser  Gleichung  wird  aber  genügt,  wenn 

JX,     dM  jn 
dX=—.dP, 

d.  h.  wenn 

IV)  X=M+CX. 

Wird  in  III)  die  umgekehrte  Substitution  dX=  —    —  =  -  ? ?  voll*)- 

P     d  P     P  i  P 

gen,  so  geht  sie  über  in 

(?+»)(»-:;■")- 

und  dieser  wird  geniigt,  wenn 

d.  h.  wenn 

V)  r=N  +  t\. 
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Nun  kann  P  zwischen  IV)  und  V)  eliminirt  werden  and  es  entsteht  die 
Gleichung 

VI)  1^,0=0 

die  beiden  willkührlichen  Constanten,  welche  dabei  vorkommen,  repräsen- 
tiren  nur  eine  einzige,  da  zwischen  ihnen  durch  Verbindung  der  Gleichun- 
gen I),  IV),  V)  der  Zusammenhang  besteht: 

VII)  /(C„6'f)  =  ö. 

Wenden  wir  diese  allgemeinen  Betrachtungen  auf  unsere  Differential- 
gleichung 5)  an,  so  entsprechen  den  Gleichungen  IV),  V  jetzt  die  spccielle- 
ren  Formeln: 

Folglich 

x  V 

7)  %  =  —  P 

und  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  6) 


oder  endlich 

8)  a>  =  (X-Ciy  +  (V-C,)\ 
wahrend 

9)  f(C„Ct)  =  0. 

Das  allgemeine,  mit  einer  willkührlichen  Conntante  versehene  Integral  be- 
deutet folglich  einen  Kreis  und  zwar,  wie  aus  der  Bedingungsgleichung  9) 
mit  l)  zusammengehalten  hervorgeht,  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf 
der  ursprünglich  gegebenen  Curve  sich  befindet;  d.h.  es  ist  derselbe  Kreis, 
der  in  seinen  Rollen  die  wirkliebe  Parallelcurve  als  Einhüllende,  als  sin- 
guläres  Integral  erzeugt.  Cantor. 


XXI.  Einige  Bemerkungen  über  die  Bedeutung  der  Fusspunktcurven 
und  EusgpTWktfl&chen  in  der  Katoptrik.  Von  Dr.  Franz  Melde  in  Marburg. 

§.  1.  Die  ebene  Curve  L  möge  als  Basis  ein  in  der  Ebene  dersel- 
ben gelegener  Punkt  C  als  Pol  einer  Fusspunktcurve  betrachtet  werden. 
Zieht  man  demnach  in  einem  Punkt  IN  der  Basis  eine  Tangente  und  fällt 
von  C  aus  ein  Perpendikel  auf  diese,  so  erhält  man  einen  bestimmten  Fuss- 
punkt p.  Gesetzt  nun,  wir  hätten  dieses  Perpendikel  in  der  Richtung  Cp 
verlängert,  um  ein  Stück  pq=n.Cp  (wo  n  eine  constante  Grösse  bedeutet) 
und  diese  Construction  für  alle  Punkte  ausgeführt,  so  werden  die  Punkte 
q  eine  der  ursprünglichen  Fusspunktcurve  ähnliche  Curve  liefern.  Wird 
zugleich  C  als  Mittelpunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinateukreuzes  ange- 
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------   ^-^»V-»--^-^'-'-- 


uominon,  so  leuchtet  ein,  dass  man  aus  der  Gleielmug  der  eigentlichen  Fuss- 
punktcurve sofort  die  für  die  ähnliche  Fus.spunkt  curve  erhalt,  weun  man  in 

jener  statt  x  und  y  nur  —  und  —  setzt. 
J  n  n 

Für  den  Fall,  dass  die  Basis  L  eine  Gorado,  erholt  man  nur  einen 
Fuss  p  u  n  k  t  uud  auch  nur  einen  ähnlichen  Fuss  p  u  n  k  t. 

tj.  2.  Denken  wir  ferner,  es  wäre  eine  beliebige  Fläche,  C  ein  be- 
liebig im  Kaum  gelegener  Punkt ,  so  wird  ein  von  letztcrem  auf  eine  im 
Punkte  M  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene  gefälltes  Perpendikel 
diese  Tangentialebene  in  einem  bestimmten  Puukte  P  treffen.  Alle  diese 
Punkte  /'  liefern  das  der  Basis  F  und  dem  Pol  C  zugehürende  Fusspunkt- 
gebildc,  das  nach  der  Beschaffenheit  der  Fläche  F  entweder  sein  kann  eine 
Fusspunktfläche,  oder  eine  Fusspunktcurve  sowohl  eben  wie  dop- 
poltgekrümmt,  oder  auch  nur  ein  Fuss p unkt,  wenn  Feine  Ebene  ist. 
Gesetzt  wiederum  wir  hätten  sämratliche  Perpendikel  CP  verlängert,  um 
ein  Stück  PQ  =  n  .  CP,  so  werden  die  Punkte  Q  ein  zur  Fläche  -Fund  dem 
Pol  C  gehörendes  Fusspunktgebilde  liefern ,  welches  dem  ursprünglichen 
ähnlich  ist. 

§.  3.  Unter  der  bestimmten  Voraussetzung,  dass  m=1,  gewinnen 
diese  ähnlichen  Fusspunktgobilde,  eine  Bedeutung  in  der  Katoptrik,  worauf 
ich  in  der  Kürze  hinweisen  möchte.  Ich  werde  im  folgenden  demgemäss 
unter  der  Benennung  „ähnlicher  Fusspunkt,"  „ähnliche  Fusspunktcurve," 
„ähnliche  Fusspunktfläche"  also  nur  solche  Gebilde  verstehen,  für  welche 
obige  Annahme  gilt. 

Gesetzt  nämlich,  die  Curve  L  S.  1  sei  spiegelnd,  C  ein  leuchtender 
Punkt,  von  dem  aus  ein  Lichtstrahl  CM  ein  Lichtstrahl  die  spiegelnde  Linie 
im  Punkte  M  treffe,  so  ist  klar,  dass  der  im  Punkte  J/reflectirto  Strahl 
so  reflectirt  wird,  als  käme  er  von  dem  zum  Punkte  M  gehörenden  äh  n  - 
liehen  Fusspunkt  q  und  da  «lies  an  für  jeden  Punkt  M  gilt,  an  welchem  ein 
Strahl  reflectirt  wird,  so  ergiebt  sieh  der  Satz: 

„Die  von  irgend  welchen  Punkten  einer  spiegelnden  ebenen  Linie  rc- 
flectirten  Strahlen  werden  so  reflectirt,  als  kämen  sie  von  den  zugehören- 
den Punkten  der  ähnlichen  Fusspunktcurve.41 

Gehen  wir  zu  einer  spiegelnden  Fläche  über,  so  leuchtet  ebensoleicht 
ein,  dass  der  Satz  gilt: 

„Die  von  irgend  welehem  Punkte  einer  Spiegelfläche  reflectirte  Strah- 
len werden  so  reflectirt,  als  kämen  sie  von  den  zugohörenden  Punkten  des 
zur  Fläche  gehörenden  ähnlichen  Fusspnnktgebüdes." 

§.  4.  Conische  Flächen  besitzen  als  ähnliches  Fusspunktgebilde 
im  Allgemeinen  eine  doppeltgekrümmte  Curve,  cylindrische  Flä- 
chen dagegen  eine  ebene,  welche  liegt  in  der  Ebene,  die  senkrecht  zu 
irgend  einer  Lage  der  Erzeugungslinie  und  zugleich  durch  den  Pol  läuft. 
Süd  diese  Flächen  spiegelnd,  so  gewinnen  die  ähnlichen  Fusspunktcnrven 
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noch  eine  weitere  Bedeutung.  Der  Ort  nämlich ,  wo  sich  zwei  reflectirte 
Strahlen  schneiden,  ist  ein  Bildort;  liegt  dieser  Bildort  für  das  Auge  hinter 
dorn  Spiegel,  so  kann  man  ihn  einen  virtuellen,  liegt  er  vor  demselben, 
so  kann  man  ihn  einen  reellen  nennen.  Sämmtliche  Strahlen  nun,  welche 
längs  einer  und  derselben  Erzeugslinie  reflectirt  werden,  scheinen  von  dem 
au  dieser  Erzeugslinie  gehörenden  ähnlichen  Fusspunkt  zu  kommen,  schnei- 
den sich  mithin  in  diesem,  wodurch  er  zugleich  die  Eigenschaft  eines  BiltJ- 
punktes  erhält.  Betrachtet  man  die  Erzeugslinien  in  allen  ihren  Lagen, 
so  ergiebt  sich  der  Satz : 

„Die  zu  einem  conischen  und  cylindrischen  Spiegel  gehörende  ähn- 
liche Fusspunktcurve  ist  aus  lauter  Bildpunkten  zusammengesetzt  und  kann 
also  zugleich  eine  Bildcurve  genannt  werden.'1 

Ob  aber  diese  Bildcurve  lauter  virtuelle  oder  lauter  reelle  oder  beide 
Arten  von  Bildpunkten  enthält,  wird  aus  der  Beschaffenheit  der  Spiegel- 
fläche sich  ergeben  müssen.  Desgleichen  ist  in  obigem  Satze  durchaus 
nicht  gesagt,  dass  die  ähnliche  Bildcurve  alle  Bildorto,  welche  der  Spiegel 
liefert,  enthielte,  sondern  es  ist  wohl  zu  denken,  wie  gewisse  reflectirte 
Strahlen,  die  zweien  Erzeugungslinien  angehören,  sich  noch  in  anderen 
Punkten  schneiden,  als  in  den  zwei  betreffenden  ähnlichen  Fnsspunkten. 

Ich  theile  diese  Betrachtungen  hier  mit  nicht  als  das  Resultat  allge- 
meiner Untersuchungen,  sondern  nur  eine  als  Idee,  deren  weitere  Verfolg- 
ung mir  eben  nicht  gestattet  ist,  von  der  sich  aber  ohne  Zweifel  weiteres  er- 
warten läsat. 


XXTT.  Der  Distanzmesser  des  Genie  -  Oberlieutenants  Biagio  de 
Benedictis  in  Neapel.  Die  Beziehung  zwischen  der  wirklichen  linearen 
Grösse  A  eines  Gegenstandes,  welcher  sich  in  der  Entfernung  d  von  dem 
Mittelpunkte  des  Öbjectivs  eines  Fernrohrs  befindet,  und  der  linearen 
Grösse  b  des  durch  das  Objectiv  erzeugten  Bildes  lautet : 

wobei  /"die  Brennweite  des  Objectiva  ist.  Löst  man  diese  Gleichung  nach 
d  auf,  so  geht  sie  über  in : 

2)  *=r+f4 

und  kann  zur  Bestimmung  der  Entfernung  d  des  Gegenstandes  dienen,  so- 
bald man  dessen  Grösse  A  und  die  Brennweite  f  kennt  und  das  Fernrohr 
selbst  so  einrichtet,  dass  man  die  Bildhöhe  b  messen  kann.  Bei  den  ver- 
schiedenen Distanzmessern,  welche  die  Distanz  d,  nach  der  Gleichung  2) 
ormittelt,  angeben,  ist  A  entweder  ein  beliebiges  Stück  einer  Scalenlatte, 
welches  man  beim  Visiren  auf  letzterer  abliest,  oder  man  visirt  stets  die- 
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selbe,  constante  Höhe  der  Distanzlatte  au.    In  beiden  Fallen  tuuss  die 
Latte  anf  dem  Punkte  aufgestellt  werden ,  dessen  Entfernung  vom  Stand- 
punkte des  Fernrohrs  man  messen  will.     Dies  ist  aber  für  militärische 
Zwecke  hesonders  häufig  unmöglich,  oder  doch  unthunlich,  und  man  nahm 
deshalb  seine  Zuflucht  zu  mittleren  Grössen  und  bestimmte  die  Distanz  an- 
genähert aus  der  Bildgrösse  eines  auf  dem  entfernten  Punkte  befindlichen 
Gegenstandes,  z.  B.  eines  Mannes,  eines  Reiters,  eines  Hauses,  einer  Wind- 
mühle u.  dergl.*) ,  indem  man  eine  der  Erfahrung  entnommene  mittlere 
Grösse  dieser  Gegenstände  als  wirkliche  Grösse  A  des  beobachteten  Ge- 
genstandes gelten  lässt.    Wenn  man  denselben  Gegenstand  zweimal  beob- 
achtet und  zwar  von  zwei  in  gerader  Linie  mit  dem  Gegenstande  liegenden, 
hinreichend  weit  von  einander  entfernten  Punkten,  deren  gegenseitige  Ent- 
fernung bekannt  ist,  so  kann  man  aus  diesen  beiden  Beobachtungen  der 
Distanz  d  mittels  eines  Fernrohres  mit  gutem  Micrometer  bestimmen,**) 
denn  man  erhält  so  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  zwischen 
d  und  A.    Mit  einem  solchen  Distanzmesser,  deren  Biagio  de  Bencdictis  in 
seinem  Schriftchen :  di  un  nuovo  instrumenlo  per  misware  le  distanze  inarcessi- 
6i7t,  Napoli  1850,  mehrere  erwähnt  und  näher  bezeichnet,  wird  die  Distanz- 
messung  zwar  genauer  als  bei  Benutzung  von  Mittolgrössen,  aber  anch  um 
vieles  unbequemer  und  aufhältlicher;  deshalb  schlägt  Biagio  de  Benedicts 
folgenden  Ausweg  vor,  durch  welchen  man  bequem  und  ohne  die  Genauig- 
keit zu  opfern,  die  Distanzmessung  von  der  Grösse  A  des  beobachteten  Ge- 
genstandes unabhängig,  mithin  eine  Distanzlatte  entbehrlich  machen 
kann. 

Man  beobachte  denselben  Gegenstand  noch  mit  einem  zweiten  Fern- 
rohre, dessen  Objectiv  die  Brennweite  ft  hat,  von  demselben  Standpunkte 
aus ;  hat  nun  in  diesem  Fernrohre  das  Bild  die  Grösse  6, ,  so  ist  naturlich 
auch 

aus  dieser  Gleichung  und  aus  1)  lässt  sich  aber  A  eliminiren;  man  erhält 


■4)  b-J^d^f 


oder 


f  f 
i  -7  =  0  gesetzt  wurde.    Ist  f>fu  so  ist     =  «>  1,  rf—  ft><l-f* 

t\  ix 


roboi 

ft 

^   r 

b  >  i>„  und  weil  nach  4)  b  —  a  b*  ist»  80  lBt  aucn 


*)  Vergl.  u.  A.:  Le  Lautere/,  dellc  rieorptizioni  militari,  Torino  18")  »,  pay.  ">!• 
**)       pralle,  problemes  d'astronomie  nautique  et  de  tmvigation.  Brest  1839. 
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b  -  abx  =  abx  l)>0. 


Man  braucht  aber  in  Formel  5)  gar  nicht  einmal  die  absoluten  Werthe  von 
b  und  bx  einzusetzen,  sondern  es  genfigt,  wenn  man  nur  Zahlen  hat,  welche 
den  absoluten  Zahlen  proportional  sind;  denn  setzt  man  nb  anstatt  b  und 
n  bx  anstatt  bx ,  so  liefert  Formel  5)  dennoch  denselben  Werth  für  d.  Dies 
ist  gerade  von  grossem  Vortheil ,  weil  man  da  aus  den  Micrometerablesun- 
gen nicht  erst  die  absoluten  Werthe  von  b  und  bx  zu  berechnen  braucht, 
sondern  die  Ablesungen  an  einem  beliebigen  Micrometer  ohne  Weiteres 
einfuhren  kann.  Derselbe  Distanzmesser  kann  natürlich  auch,  ebenfalls 
ohne  Latte,  zur  Bestimmung  einer  unzugänglichen  Höhe  gebraucht 
werden;  denn  wenn  man  d  anstatt  A  aus  1)  und  3),  oder  aus  3)  und  5)  eli- 
minirt,  findet  man : 


Um  den  Genauigkeitsgrad  des  Distanzmessers  in  einem  bestimmten 
Falle  zu  ermitteln,  wählt  Biagio  de  Benedicts  folgendes  Beispiel :  es  sei  die 
Brennweite  f  des  einen  Fernrohres  =  1,4  palmo*)y  die  des  andern  fx  =1 
pulmo,  mithin  o=s  1,4;  es  sei  ferner  die  Bildhöhe  b  (zwischen  zwei  feststeh- 
enden Kreuzfäden  enthalten,  mithin  ganz  genau)  =0,02  Palmen  und  die 
Distanz  d  =  600  Palmen;  dann  wäre  nach  1) 

A      0,02  (500  —  1,4) 

A  —  -J—Ji  U  =  7  t22857  Palmen 

M 

und  dies  in  3)  eingesetzt,  giebt: 

bt  —  *  7»122857  =  0,014274  Palmen, 

und  dieses  bx  ist  nur  mit  einem  Fehler  behaftet,  welcher  kleiner  ist  als 

0,000001  palmo ;  setzen  wir  nun  voraus,  b  und  bx  wären  bei  der  Beobachtung 

abgelesen  worden,  so  würden  wir  nach  5)  erhalten : 

0,02  —  0,014774 

d  =  1,4  — l  .    '      AWA  =  488,8  Palmen, 

0,02  —  1,4  .  0,014274 

also  eine  Unrichtigkeit  von  11,2  Palmen,  d.  h.  2/89  oder  2,24  %  der  Distanz. 

Die  Genauigkeit  der  Ablesung  selbst  hängt  natürlich  von  der  Güte  der 

Fernröhre,  von  der  Feinheit  der  Theilung  der  Micrometer  und  der  Sorgfalt 

des  Arbeiters  ab. 

Das  Verhältniss  der  absoluten  Werthe  der  Bildhöhen  b  und  6,  nähert 
sich  aber  um  so  mehr  dem  Verhältniss  der  Brennweiten,  je  grösser  d  ist; 

denn  die  Formel  4)  —  —  4  •  geht  um  so  mehr  in  —  —  ~  =  a  über, 

°i      h  d  —  f  bx  ft 

je  grösser  d  gegen  f  und  fx  ist  und  je  weniger  f  und  fx  von  einander  ver- 
schieden sind;  im  obigen  Beispiele  war  a  —  1,4 ,  —  aber  ist  =  1,40114. 
 bt 

♦)  1  pulmo  =  0,2645  Meter,  al»o  38  palmi  nahezu  =  10  Meter. 
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Biagiu  de  Benediclis  versiebt  demnach  seinen  Distanzmesser  mit  2  Fern- 
röhren von  verschiedener  Brennweite  nnd  in  beiden  mnss  die  Bildhöhe  des- 
selben Gegenstandes  gemessen  werden;  zu  diesem  Behnfe  werden  nun  ent- 
weder in  beiden  Fernröhren  die  Fäden  des  Fadenkreuzes  beweglich  ge- 
macht, oder  blos  in  dem  einen  und  in  dem  andern  werden  sie  festgestellt; 
im  letztern  Falle  wäre  zwar  die  eine  Bildhöbe  constant  und  deshalb  frei 
von  einem  Fehler  beim  Ablesen ,  allein  man  würde  auch  eben  nur  einen 
Gegenstand  von  einer  gewissen  Grösse  anvisiren  können ,  wenn  sein  Bild 
ganz  zwischen  den  beiden  Kreuzfaden  enthalten  sein  soll;  weit  häufiger 
würde  nur  ein  Theil  des  anvisirten  Gegenstandes  zwischen  die  Kreuzfiiden 
fallen  und  denselben  Theil  müsste  man  dann  auch  zwischen  die  verstellba- 
ren Fäden  des  andern  Fernrohrs  fassen.  Damit  man  nun  in  diesem  Falle 
leichter  einen  scharf  begrenzten  Theil  des  Gegenstandes  wählen  kann,  wird 
man  am  besten  in  dem  Fernrohre  mit  den  festen  Kreuzfäden  mehrere 
Fäden  ausspannen  und  es  so  einrichten,  dass  die  äussersten  die  Bildhöhe  6, 
ein  anderes  Paar  £6,  ein  drittes  Paar  \b  u.  s.  f.  zwischen  sich  enthalten. 

Das  Micrometer  besteht  aus  zwei  Fäden,  von  denen  der  eine  im  In- 
strumente fest  liegt,  während  der  andere  durch  eine  Schraube  parallel  zu 
sich  bewegt  werden  kann.  Diese  Schraube  ist  in  dem  Fernrohre  senk- 
recht zu  dessen  Achse  angebracht,  ihr  Kopf  steht  daraus  hervor  und  es  ist 
an  ihm  ein  horizontaler  Zeiger  angebracht,  welcher  auf  einem  Theilkreise 
der  Bewegung  der  Schraube  folgt;  wenn  die  beiden  Kreuzfäden  sich  beruh- 
■  ren,  steht  der  Zeiger  auf  dem  Nullpunkte,  bei  jeder  vollen  Umdrehung  des 
Zeigers  entfernen  sich  die  beiden  Fäden  um  eine  Ganghöhe  der  Schraube; 
die  ganzen  Umdrehungen  zählt  ein  kleines  Zahnrad,  das  bei  jeder  um  1 
Zahn  fortschreitet.  Je  grösser  der  Theilkreis ,  desto  genauer  kann  man 
die  Entfernung  der  Fäden  von  einander  ablesen. 

Wenn  die  Fäden  in  beiden  Fernröhren  verstellbar  gemacht  werden, 
so  muss  man  einen  und  denselben  Theilkreis  für  beide  Micrometer  verweod- 
bar  zu  machen  suchen. 

Wenn  man  die  Bildhöhe  b  constant,  also  die  Fäden  in  dem  einen  Fern- 
rohre fest  macht,  so  kann  man  leicht  Tafeln  berechnen,  in  denen  neben  den 
Bildhöhen  bx  die  zugehörigen  Distanzen  stehen,  z.  B.  von  10  zu  10  Palmen; 
noch  einfacher  aber  schreibt  man  dann  diese  berechneten  Distanzen  gleich 
auf  den  Theilkreis.  Dr.  Zetzsche. 


XXTTT.  Ueber  einen  arithmetischen  Satl.  Bei  manchen  elementaren 
Betrachtungen  über  unendliche  Reihen  braucht  man  die  Ungleichung 

1  .2.3...n>(^n)w; 
diese  lässt  sich  am  einfachsten  auf  folgende  Weise  entwickeln. 
Für  a  >  //>  0  ist  bekanntlich 
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ma*-1  >  —  , 

a  —  o 

mithin,  wenn  a  =  m-f-l  nnd  fr=m  gesetzt  wird, 

m  (m  +  1 )  — 1  >(m  +  1 )»  —  m" 

oder 

m-Xm  +  1)--1 

und 


(m  + ,).>("_+!)-' 


Multiplicirt  man  die  für  n  =  1 ,  2  . . .  (n  —  l)  hieraus  entspringenden  Un- 
gleichungen ,  so  erhält  man 

21.  3*.  ...»•>  n",  • 
woraus  der  obige  Satz  augenblicklich  folgt. 

Als  gelegentliche  Awendung  desselben  mag  hier  der  Beweis  stehen, 
dass  die  Grösse 

log  1       log  2  logn 

m  ~  ^Fi +  /i  +~2       +  iT+Ti 

bei  unendlich  wachsenden  n  nicht  verschwindet ,  sondern  unendlich  wird. 
Setzt  man  nKmlich  statt  jedes  Nenners  den  letzten,  so  hat  man 

2w 

d.  i.  nach  dem  Vorigen 

SH>ilogn, 

mithin  SÄ  =  oo  ,  wie  behauptet  wurde.  Schlömilch. 


XV.  Dr.  Reitlinger  s  Versuohe  über  flüssige  Isolatoren  der  Elektri- 
citat  (Sitzungsber.  der  Wiener  Akademie,  13d.  35,  S.  73).  Sobald  man  einen 
festen  Körper  an  dem  einen  Ende  mit  der  Hand  anfasst  und  hierauf  sein 
anderes  Ende  an  den  Knopf  eines  geladenen  Elektroscopes  bringt,  fliesst 
die  auf  der  Oberfläche  des  Elektroscopes  befindliche  Elektricität  je  nach 
der  Beschaffenheit  des  Körpers  mehr  oder  minder  schnell  nach  der  Erde 
ab.  Erfolgt  die  Entladung  des  Elektroscopes  durch  den  Körper  hindurch 
fast  augenblicklich,  so  pflegt  man  den  Körper  unter  die  Leiter  der  Eick- 
triciWt  zu  zählen,  beträgt  die  Entladungszeit  jedoch  einige  Secunden  bis 
nahe  eine  Minute,  so  rechnet  man  ihn  zu  den  Halbleitern;  Nicht- 
leiter pflegt  man  jedoch  diejenigen  Körper  zu  nennen,  bei  welchen  die 
Entladung  erbt  nach  mehr  als  einer  Minute  erfolgt.  (Riesa,  Reibungselek- 
trizität, Th.  I.  S.  27.)  Diese  Eintheilung  der  Körper  in  Beziehung  auf  ihr 
elektrisches  Verhalten  ist  allerdings  nicht  aus  einem  tieferen  Studium  der 
elektrischen  Bewegung  in  Körpern  hervorgegangen,  genügt  jedoch  für  den 
praktischen  Zweck  elektrischer  Experimente  vollkommen.  Um  auch  flübsi- 


Digitized  by  Google 


230 


Kleinere  Mittheilungen. 


gen  Körpern  ihren  Platz  unter  einer  der  drei  Classen  anzuweisen,  pflegte 
man  dieselben  in  isolirende  Ge fasse  cinzuschliessen,  das  eine  Ende  der 
flüssigen  Schicht  mit  dem  Elektroscope ,  das  andere  Ende  jedoch  mit  dem 
Erdboden  in  leitende  Verbindung;  zu  setzen ,  oder  man  wendete  irgend  ein 
anderes  dem  genannten  Ähnliches  Verfahren  an,  wobei  Elektricität  von  ge- 
ringer Spannung  genöthigt  war,  durch  die  zu  prüfende  Flüssigkeit  hindurch 
zu  gehen.  Auf  diesem  Wege  ist  man  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  unter 
anderen  Ätherische  Oele  Nichtleiter  der  ElektricitÄt  siud ;  ein  Resultat,  wel- 
ches hier  besonders  hervorzuheben  sein  möchte,  da  sich  die  Versuche  des 
Dr.  Reitlinger  vorzugsweise  auch  auf  ein  Ätherisches  Oel,  das  Terpentin- 
öl, beziehen. 

.Das  Verhalten  der  Körper  zur  EloktricitÄt  lÄsst  sich  sicherlich  nur 
durch  genaue  messende  Versuche  mit  gewünschter SchÄrfe  ermitteln,  wo- 
zu freilich  eine  lange  Reihe  mühsamer  Experimente  erforderlich  sein  wird. 
Durch  einen  Halbleiter  von  regelmässiger  Form  z.  B.  müssten  genau  ge- 
messene Elektricitätsmengcn  nach  der  Erde  entladen  werden,  an  den  Re- 

■ 

sultaten  solcher  Versuche  wÄren  die  Hypothesen  zu  prüfen ,  die  mau  sich 
über  die  Entladung  machen  kann  etc.,  so  dass  man  endlich  zu  bestimmteren 
Vorstellungen  über  die  Vertheilung  oder  Bewegung  der  ElektricitÄt  iu  Kör- 
pern gelangt,  welche  einerseits  mit  dem  Erdboden,  andrerseits  mit  der  auf 
gut  i8olirten  Leitern  aufgehäuften  Elektricität  in  Verbindung  stehen.  Die 
messenden  Versuche,  die  bis  jetzt  in  dem  angegebenen  Sinne  angestellt 
worden  sind,  verdankt  man  hauptsächlich  Kohl  rausch  (Pogg.  Ann.  Bd.  Ol) 
welcher  in  der  citirten  Abhandlung  die  Resultate  seiner  Versuche  über  den 
elektrischen  Rückstand  der  Leydencr  Flasche  mittheilt.  Bekanntlich  sinkt 
ein  mit  einer  ebengeladenen  Leydener  Flasche  in  Verbindung  gebrachtes 
Elektrometer  zuerst  rasch,  dann  langsam,  indem  die  Spannung  der  auf 
ihrem  inneren  Belege  befindlichen  ElektricitÄt  allmälig  abnimmt.  Entladet 
man  die  Flasche  zur  Erde,  indem  man  beide  Belege  momentan  mit  den  En- 
den eines  zur  Erde  geführten  Drahtes  in  metallischen  Coutact  bringt,  so 
zeigt  sich  dennoch  hierauf  wieder  ElektricitÄt  auf  dem  inneren  Belege,  de- 
ren Spannung  allmälig  zunimmt.  Man  nennt  nach  Kohlrausch  die  Elektri- 
citÄt, welche  in  der  geladenen  Flasche  keine  Einwirkung  auf  das  Elektro- 
meter mehr  hervorbringt,  den  verborgenen  Rückstand ,  diejenige  Elektrici- 
tät jedoch ,  welche  nach  dem  Entladen  der  Flasche  aufs  Neue  zum  Vor- 
schein kommt,  den  wiederaufgetretenen  Rückstand.  Man  glaubte  früher, 
dnss  der  verborgene  Rückstand  dadurch  zu  Stande  käme,  dass  die  auf  je- 
dem Belege  vorhandene  Elektricität  ihre  eigenen  Theilo  iu  dasGlas  hinein- 
presse, während  sich  Kohlrnusch  auf  Grund  seiner  Versuche  veranlasst  fand, 
anzunehmen,  dass  durch  die  Fernewirkung  der  Elektricität  auf  den  Bele- 
gen die  neutrale  Elektricität  im  Innern  des  Glases  geschieden  werde,  so 
dass  sich  eine  eine  elektrische  Wirkung  vom  Glase  aus  auf  die  ElektricitÄt 
der  Belege  ergebe,  welche  einen  Theil  der  Ladung  festhalte.    Diese  Ver- 
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suche  von  Kohlrausch  sind  die  ersten,  welche  einen  etwas  tieferen  Blick  in 
das  Verhalten  der  Isolatoren  zur  Elektricität  gestatten.  Dr.  Reitling  er, 
welcher  leider  noch  nicht  bis  zu  messenden  Versuchen  gekommen  ist,  theilt 
in  der  Eingangs  citirten  Abhandlung  seine  Versuche  Über  den  Durchgang 
stark  gespaunter  Elektricität  durch  Terpentinöl  mit,  aus  denen  das  Re- 
sultat hervorgeht,  dass  dasselbe  und  wahrscheinlich  auch  andere  flüssige 
Isolatoren,  das  elektrische  Fluidutn  in  diesem  Falle  nicht  zu  isoliren  ver- 
mögen. 

Der  genannte  Verfasser  construirte  sich  Leydener  Flaschen,  bei  denen 
Terpentinöl,  welches  zwischen  die  die  Belege  bildenden  Metallplatten  ge- 
gossou  worden  war,  dieselben  isoliren  sollte.  Die  metallischen  Belege 
hatten  oben  isolirende  Fortsätze,  so  dass  die  Elektricität  nur  durch  das 
Terpentinöl  hindurchgehen  konnte,  welches  die  Belege  tiberragte.  Als  nun 
Dr.  Reitlinger  den  Kuopf  des  inneren  Beleges  mit  dem  Couductor  einer  in 
Thätigkeit  versetzten  Wintcr'schen  Eloktrisirmaschiue  in  Verbindung  setzte, 
während  das  äussere  Belege  leitend  mit  der  Erde  verbunden  war,  gerieth 
das  Terpentinöl  in  lebhaft  wallende  Bewegungen ,  an  dem  äusseren  Belege 
stieg  eine  scharf  geränderte  Schicht  von  Terpentinöl  empor,  welche  bei 
recht  energischer  Thätigkeit  der  Elektrisirniaschtne  sogar  zum  Ueberflies- 
sen  gebracht  werden  konnte.  Wurde  hierauf  die  Flasche  auf  ihre  Ladung 
untersucht,  so  fand  sich  keine  dergleichen  vor.  Für  die  Erklärung  der  Er- 
scheinung ist  folgender  Versuch  wichtig:  ein  Glasgefäss  ohne  Belegungen 
wurde  mit  Terpentinöl  bis  nahe  an  den  obern  Rand  gefüllt,  hierauf  eine 
Metallröhrc  in  selbiges  gestellt,  welche  mit  dem  Couductor  der  Elektrisir- 
maschine  verbunden  wurde.  Das  Terpentinöl  wurde  nun  durch  eiue  genü- 
gende Anzahl  von  Umdrehungen  der  Elektrisirmaschiue  geladen,  wobei  das- 
selbe in  lebhafte  Bewegung  gerieth  und  starkes  Bestreben  zur  Sehichtcn- 
aufsteigung  zeigte.  Die  metallene  Ladungsröhre  wurde  hierauf  herausge- 
nommen und  der  Finger  der  Oberfläche  des  Terpentinöls  allmälig  genähert. 
Das  Terpentinöl  stieg  hierbei  im  Allgemeinen  dem  genäherton  Finger  trom- 
jietiförmig  entgegen,  während,  wie  bekaunt  ist,  W asser  bei  einem  solchen 
Versuche  seine  Elektricität  durch  Funkenentladung  au  den  genäherten  Lei- 
ter abgiebt. 

Hält  man  diese  Versuche  zusammen,  so  erkennt  man,  dass  Terpentin- 
öl, welches  mit  Elektricität  geladen  worden  ist,  an  jeder  Stelle  im  Innern 
der  Flüssigkeit  mit  elektrischem  Fluidum  versehen  sein  mtiss,  und  dass  sich 
in  ihm  die  Elektricität  nur  sehr  langsam  von  einem  Körperthcilchen  zum 
auderu  hin  bewegen  kann,  denn  sonst  würde  ebenfalls  Fuukenentladung 
zwischen  gelndoneui  Terpentinöl  und  einem  Leiter  stattfinden.  Das  Ter- 
pentinöl lHsst  sich  leicht  laden,  weil  es  sehr  beweglich  ist,  die  am  Leiter 
auliegendeu  Theile  werden  elektrisch  und  von  diesen  abgestossen,  so  dass 
immer  neue  Theilchen  zu  der  Elektricitätsübei  tragung  an  den  Leiter  hin- 
geführt werden.    Terpentinöl  ist  wegen  der  lekhteu  Beweglichkeit  seiner 
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Tbeile  nicht  geeignet,  als  Isolator  bei  einer  Leydener  Flasche  zu  dienen, 
welche  stark  geladen  werden  soll,  da  in  diesem  Falle  die  stärkere  elek- 
trische Abstossung  der  gleichartig  elektrischen  Theilchen  eine,  schnelle  Hin- 
und  Herbewegung  der  flüssigen  Theile  veranlasst  und  somit  eine  schnelle 
Ausgleichung  der  entgegengesetzten  Elektrizitäten  statttiudet.  Diese  Er- 
klärung gewinnt  um  so  mehr  an  Wahrscheinlichkeit,  als  durch  Kohlrausch  s 
Versuche  bekannt  geworden  ist,  dass  die  Bildung  eines  Rückstandes  im 
Glase,  also  die  Scheidung  der  ElektricitÄten  in  demselben  durch  die  Elek- 
tricitüt  auf  den  Belegen  längere  Zeit  erfordert,  so  dass  von  der  Bildung 
eines  solchen  Rückstandes  im  Terpentinöl  und  vom  Beitrag  desselben  zur 
Ausgleichung  der  ElektricitÄten  der  Belege  Überhaupt  nicht  die  Rede  sein 
kann. 

Die  eben  gegebenen  Erklärungen  stimmen  mit  den  Ansichten  Dr. 
Reitlinger  's  überein  und  es  geben  die  aus  seinen  Versuchen  gezogenen 
Schlüsse  einen  Fingerzeig  über  die  Anstellung  von  messenden  Versuchen 
zur  Ausmittelung  des  Verhaltens  der  Elektricität  gegen  Flüssigkeiten,  wo- 
bei man  ebeufalls  Kohlrausch's  werthvolle  Versuche  über  den  elektrischen 
Rückstand  immer  im  Auge  behalten  muss.  Zunächst  erkennt  man,  dass 
man  die  Versuche  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  um  so  mehr 
unabhängig  macht,  je  schwächer  die  Spannung  der  mit  der  Flüssigkeit  in 
Berührung  gelassenen  Elektricitätsquelle  ist,  ferner  bemerkt  man,  dass  bei 
schwachen  Elektricitätsquellen  die  Bildung  eines  elektrischen  Rückstände« 
in  Flüssigkeiten  a  priori  nicht  in  Abrede  gestellt  werden  darf,  da  die  Mög- 
lichkeit nicht  fern  liegt,  dass  die  elektrischen  Kräfte  hierbei  zu  schwach 
sind,  um  eine  merkliche  elektrische  Bewegung  hervorzubringen.  Endlich 
möchte  noch  hervorzuheben  sein,  dass  sich  die  Methode,  die  Isolationsfkhig- 
keit  von  Flüssigkeiten  in  der  Eingangs  erwähnten  Weise  zu  bestimmen,  um 
so  mehr  an  diejenige  für  feste  Körper  anschliesst,  je  schwächer  die  ange- 
wendete Elektricitätsquelle  ist,  weil  daun  um  so  mehr  die  Fortbewegung 
der  Elektricität  durch  den  ponderabeln  Träger  vermieden  wird. 

Dr.  E.  Kaul. 
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IX. 

üeber  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  beliebigen 

Grenze. 

Von  Dr.  W.  Scheibner, 

Professor  an  der  Universität  zu  Leipzig. 


1. 

Die  Beantwortung  der  Frage,  wie  viele  Primzahlen  in  einer  arithmeti- 
schen Reihe  von  der  Form  a,  a+2b,  a  +  Zb  ...a-\-nb  enthalten  seien, 
—  wo  natürlich  a  und  b  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor  vorausgesetzt  wer- 
den, —  ist  von  jeher  als  eines  der  schwierigsten  Probleme  auf  dem  Gebiete 
der  höheren  Arithmetik  angesehen  worden.  Selbst  wenn  man  sich  zunächst 
zur  Verein  fachung  der  Aufgabe  speciello  Annahmen  gestattet  und  z.B.  w=oo 
oder  6  =  1  setzt,  ist  die  Lösung  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden, 
deren  Beseitigung  erst  in  neuerer  Zeit  gelungen  ist.  Nur  für  den  Fall  des 
gleichzeitigen  Stattfindens  der  beiden  erwähnten  Specialisirungen  ist  der 
betreffende  Satz  alt  und  schon  in  den  Elementen  desEuklides  enthalten, 
welcher  beweist,4')  ,,dass  es  der  Primzahlen  mehrere  gibt,  als  jede  vorge- 
legte Menge  von  Primzahlen."  In  der  unbegrenzten  Reihe  der  aufeinan- 
derfolgenden ganzen  Zahlen  gibt  es  folglich  unendlich  viele  Primzahlen. 

Den  gleichen  Satz  hat  im  Jahre  1837  mittelst  einer  „glänzenden  Ana- 
lysis"  Dirichlet  für  die  unbegrenzte  Reihe  er,  a  +  bt  a  +  2b  .  .  .  .  streng 
bewiesen,  nachdem  die  früheren  Versuche  Legendre's  **)  gescheitert 
waren.  Der  Nerv  dieses  berühmten  Beweises***)  beruhet  in  einer  kunst- 
vollen Transformation  der  unendlichen  Reihe 

£  ^  + 1  zjn  +  i  «4;  +  «*«•=*  *. 

Pt  Pt  Vi 


*)  Ol  icqibtoi  ttQt&fioi  nltiovg  tiol  navxog  tov  aporrtcVroc  Jtlij&ovs  nQ&Ttov 
d<fi#(UDVy  Etat.  ehm.  Hb.  IX  prnp.  20. 

**)  Vergl.  Theorie  des  "Snmbrea,  Turne  IT,  p.  77 
***)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  aua  dem  Jahre  1837. 
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wo  sich  die  einzelnen  Summen  resp.  auf  alle  Primzahlen  />, ,      p3. ..  er- 

* 

strecken,  deren  erste,  zweite,  dritte  .  . .  Potenzen  in  der  vorgelegten  arith- 
metischen Keine  vorkommen ,  so  dass  nach  einer  bekannten  Bczeichnnog 
allgemein 

p„"  ^3  a  mod  b 

sein  muss.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Ausdruck  <ps  eine  endliche  und 
stetige  Function  von  s  bedeutet,  so  lange  *  grösser  als  1  ist,  da  offenbar 

11  1 

Nähert  sich  s  ohne  Ende  der  Einheit,  so  bleibt  zwar  die  Summe 

Pt      *  P* 

1 

endlich,  es  muss  aber  <ps  über  alle  Grenzen  wachsen,  sobald  Z —  unendlich 

Pi 

wird  und  umgekehrt.  Durch  die  vorhin  erwähnte  Transformation  ist  von 
Dirichlct  gezeigt  worden,  dass  dieser  Fall  in  Bezug  auf  <p s  in  der  Tli&t 

eintritt,  woraus  man  schlicsst,  dass  2—  =oo,  d.  h.  dass  es  unendlich  viele 

Pi 

Primzahlen  px  =  a  gibt. 

2. 

Was  die  zweite  der  oben  angedeuteten  Annahmen  6=1  betrifft,  so  fuhrt 
dieselbe  auf  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  unter  einer  beliebigen  Grenze 
liegenden  Primzahlen.  Fragt  man  zunächst  nach  einem  approximativem 
Ausdrucke  für  diese  Anzahl,  so  hat  sich  Gauss  sehr  zeitig  die  Bemerkung 
dargeboten,  dass  das  Integral 


dx 

,  =Lt  x 

log  x 


mit  der  Anzahl  der  Primzahlen  kleiner  als  x  in  Verbindung  zu  stoben 
scheine,  und  es  hat  Bossel,*)  dadurch  veranlasst,  schon  im  Jahre  1810 die 
folgende  Tabelle  berechnet  und  an  Gauss  geschickt: 

Argument.     Integral.    Primzahlen.  Diff. 
1000  177.600055  109  +  8.01 

10000  1240.137247  1230  +16.14 

100000  9020.800041  9593  +  36.81 

200000        18036.052159  17983  +  53.05 

300000        20080.215589  25997  +  83.21 

400000        33922.621995  33859  +  63.62 

1000000        78027.540277  78493  (Legendrc.) 

Für  kleinere  Zahlen,  fügt  Besse  1  hinzu,  sind  die  Unterschiede  der  Prim- 
zahlen und  der  Logarithmcs  integraux: 


*)  0 1  b o r a  und  Bossel,  Briefwechsel,  Bd.  I,  8.  235  and  238  (1.  Septhr  1810). 
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100  200  300  400  500 

+  4.13    +3.19     +5.33    +  C.42  +5.78 
Legen dre  hat  in  seiner  Theorie  Oes  Nombrcs*)  durch  Indnction  den 
genäherten  Ausdruck 

 x  

lognatx  —  1.08366 

für  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  .t  gefunden,  und  Dirichlet  erwähnt 
in  einer  auf  dergleichen  von  ihm  genannte  asymptotische  Functio- 
nen (expressionslimites  ou  tois  finales)  sich  beziehenden  Mittheilung,**)  dass 
ihm  die  Ableitung  der  Legendre'schcn  Formel  durch  strenge  Methoden 
gelungen  sei.  Doch  findet  sich  eine  speciellere  Auslassung  darüber  weder 
in  Cr  eile's  Journal,***)  noch  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akade- 
mie für  1849.  f) 

Spätere  Untersuchungen  über  die  Genauigkeit,  mit  welcher  die  Aus- 
drücke 


' dx 


•  x  '  i 

 und  / 

logx- — 1        J  logx 
2 

die  Anzahl  der  Primzahlen ,  die  eine  gegebene  Grenze  nicht  übersteigen, 
darstellen,  sind  von  Tchebicheff  in  den  Jahren  1848  und  1850  der  Peters- 
burger Akademie  mitgetheilt  und  im  17.  Baude  des  L  i  o  u  v  i  1 1  e'schen  Journals 
abgedruckt  worden.  In  neuester  Zeit  endlich  hat  Polignactt)  den  allge- 
meineren Satz  aufgestellt,  dass  das  Integral 

fx 


f, 


dx 

logx 

eine  asymptotische  Function  für  die  Summe  der  Reihe 

/l+/*2  +  /*3  +  /"5...  +/> 
ausdrücke,   in  welcher  die  successiven  Primzahlen  die  Argumente  der 
Fnnctionen  bilden.    Was  die  Gonvergenzbedingungen  einer  solchen  ins 
Unendliche  fortgesetzten  Reihe  betrifft,  so  hat  darüber  Tchebicheff  in 
seinen  erwähnten  Arbeiten  ttt)  gehandelt. 

Eine  strenge  Auflösung  der  Aufgabe,  für  die  Häufigkeit  der  Primzah- 
len einen  analytischen  Ausdruck  abzuleiten,  hat  zuerst  Prof.  Riemann  in 
Göttingen,  im  Novemberheft  1859  der  Monatsberichte  der  Berliner  Akade- 
mie, S.  171  — 180,  gegeben.  Es  möge  mir  vergönnt  sein,  den  Lesern  dieser 
Zeitschrift  die  Hauptzüge  dieser  neuen  eben  so  wichtigen  wie  originellen 
Untersuchung  des  geistvollen  Mathematikers  im  Folgenden  vorzuführen. 


•)  Tome  II,  p.  65. 
**)  Monatsbe richte  der  Berliner  Akademie,  Februar  1838. 
***)  Bd.  18,  8.  272. 

t)  Ueber  die  Bestimmung  der  mittleren  Wertbo  in  der  Zahlentheorie,  S.  09. 
if)  Siehe  die  Campten  rendus  der  Pariser  Akademie,  1859,  2.  xci»i*ire. 
ttt)  Lx^mille,  Journal  de  muthematiques,  Tome  Xf'/f,  8.  384. 

IG* 
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3. 

Den  Ausgangspunkt  bildet  die  unendliche  Keine 

wo  jetzt  die  einzelnen  Stimulationen  in  Bezug  auf  alle  Primzahlen  p  aus- 
zuführen sind.  Die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  der  Function  <ps  leuchtet 
ein,  so  lange  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  1  genommen  wird.  Denn 
wenn  s  den  imaginären  Zuwachs  ti  erhält,  so  wird 

jr+ii = ~*  e~ti  l0ffP — icos  ('  1°op)  — «  sin  ('  lt>yp)l 

und  es  kann  die  Convergenz  durch  das  Hinzutreten  solcher  periodischen 
Experimentalfactoren  keine  Aenderung  erleiden. 

Es  kommt  zunächst  darauf  an ,  die  obige  Reihe  umzukehren ,  d.  h.  die 
Summe 

„  1 

. 

durch  die  Function  <ps  auszudrücken.  Die  Vorschriften  für  eine  derartige 
Reversion  sind  in  einer  sehr  merkwürdigen  Abhandlung  von  Möbius  ent- 
halten, der  im  O.Bande  des  Crelle'schen  Journals  für  Mathematik*)  für 
zwei  beliebige  Functionen  fx  und  Fx  die  zusammengehörigen  Formeln  auf- 
gestellt und  bewiesen  hat: 

2)  fx  ^  Fx  +  2»  F(x*)  +  3»  F(x*)  +  4*F{x*)  +  5»  F(x*)  +  .  .  . 

3)  Fx  =  />  —  2*f{x*)  -  3Y(^)  -  5»/"(*6)  +  6"/V)  —  . .  • 
Setzt  man  hier 

s~logx,  «  =  —  1,  fx  =  tps,  Fx  =  %$t 

so  wird  die  Gleichung  2)  mit  1)  identisch ,  und  die  Gleichung  3)  geht  über 
in  die  gesuchte 

4)  x  s  =  <P  *  ~  k  <P  (2  »)  —  b-  V  (3  *)  —  i  <p  (5  *)  +  i  <p  (0 s) . . , 

wo  nur  solche  Vielfachen  von  *  vorkommen,  welche  durch  eine  gerade 
oder  ungerade  Anzahl  von  lauter  ungleichen  Primfactoren  t  h  eil  bar 
sind.    Im  eisten  Falle  ist  das  Vorzeichen  positiv,  im  zweiten  negativ. 

Wir  drücken  jetzt  %  *  durch  ein  bestimmtes  Integral  aus  und  erhalten 
wegen 


OD 

/'  l 

I  r~'T  dx—  — 
J  $e" 


OD 

Z$  =  2  ——  Es  I e~"  dx. 
p*  J 


logp 

Wenn  Fx  die  Anzahl  der  Primzahlen  kleiner  als  x  bezeichnet,  so  überzeugt 
man  sich  leicht,  dass  die  Summe  von  Integralen  sich  auf  das  Integral 

*)  S.  110. 
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5)  if=yV)*-'*rf* 

o 

reducirt.    Denn  bedenkt  man,  dass  die  Werthe  0, 1,  2,  3  . . .  annimmt, 

je  nachdem  x  in  einem  der  Intervalle  von  0  bis  log  2  bis  logZ  bis  logh  bis 
log!  u.  s.  w.  entkalten  ist,  so  folgt 

<*  JPh    ,lgl  r,gl1 

lF{e*)  e—  dx=\  J  +2j  +       +  4  J+]e~"  d* 

0  lg2       lyZ       Igb  Ig! 

30  00         00  OD 

~J'+ 

lg  2    IgZ    Igö  Igp 
4. 

Es  bandelt  sich  jetzt  darum ,  auch  die  Gleichung  5)  umzukehren ,  um 
F(ex)  durch  ein  von  %s  abhängiges  Integral  auszudrücken.  Diess  geschieht 
durch  Anwendung  des  Fourier'schen  Theorems 

oo  b 

6)  fx~^fdlc*'ij fxe-*tidx, 

— *  « 

welches  auch  unter  der  Form  zweier  einander  gegenseitig  sich  bedingenden 
Gleichungen  geschrieben  werden  kann  : 

oo 

7a)  f*=~  ffptC'dt 


oo 
h 


7b)  *'=lkffxe-' 


,  "'dx. 

Auf  die  Keciprocität  dieser  Formeln  haben  Cauchy  und  Poisson  in  ihren 
Arbeiten  über  die  Theorie  der  Wellen  aufmerksam  gemacht,*)  und  diese 
Eigenschaft  zu  interessanten  Folgerungen  benutzt.    Die  hingeschriebenen  * 
Gleichungen  werden  Übrigens  nicht  specieller ,  wenn  man,  um  die  Recipro- 

b 

cität  in  der  äusseren  Form  vollständig  zu  machen,  in  7b)  statt  j*  die  Inte- 

a 

grationsgrenzen  +oo  einführt,  weil  man  Uber  die  ganz  beliebige  Function 
fx  offenbar  so  disponiren  kann,  dass  dieselbe  ausserhalb  des  Iutervalles  von 
a  bis  b  verschwindet.  Die  Gültigkeit  der  obigen  Gleichungen  ist  bekanntlich 
für  das  Argument  x  in  7  a)  auf  alle  diejenigen  (reellen)  Werthe  beschränkt, 
welche  iu  7b)  die  Integrationsvariable  x  zwischen  a  und  b  durchläuft,  um 

*)  Vergl.  zwei  Notizen  von  Cauchy  „Sur  wie  loi  de  rteiprovite  qui  exixte  entre 
certaines  funetions"  im  Bulletin  de  Ut  »ocieti  pfuloHuaigne,  1817,  p.  121  und  1818,  p.  178. 
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von  der  unteren  zur  oberen  Grenze  zu  gelangen ;  für  jeden  anderen  Werth  dp« 
Arguments  x  verschwindet  das  Fourier 'sehe  Doppelintegral.    Auch  sind 

jr 

solche  Functionen  auszuschliessen,  für  welche  das  Integral  j fxdx  unste- 

a 

tig  wird,  so  lange  x  auf  dem  gedachten  Wege  zwischen  a  und  b  variirt.*) 
Bei  eintretender  Unstetigkeit  der  Function  f x  aber  geben  die  Gleichungen 
6)  oder  7  a)  an  einer  solchen  Stell«  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Sprung 
werthen;  an  den  Grenzen  erhält  man  daher  bloss  die  halben  Werthe  \(a 
und  \fb. 

Zur  Auwendung  auf  5)  schreiben  wir  an  der  Stelle  von  s  und 

setzen 

* 

dann  folgt  aus  7  a)  der  gesuchte  Ausdruck 

00 

w-rJH+ir e"'dt- 

—  oo 

Derselbe  ist  für  alle  positiven  Werthe  von  x  gültig,  wird  unstetig,  so  oft  x 
dem. Logarithmus  einer  Primzahl  gleich  wird,  und  setzt  ausserdem  voraus, 
dass  s>l  angenommen  ist.  Schreibt  man  der  Kürze  halber  wieder  s  statt 
* -f.fi  (wodurch  5  eine  Function  von  f  mit  constantem  reellen  Theile  grösser 
als  1  wird),  so  folgt 


■$  X 


ao 

8)  H-)  =fj*i 


e'*dt. 


—  x 

Dieser  Ausdruck  ist  der  weiteren  Discussion  zu  unterwerfen. 

5. 

Da  im  Vorhergehenden  mittelst  Gleichung  4)  die  Function  jr  s  auf  li- 
neare Weise  durch  die  Function  <ps  ausgedrückt  worden  ist,  so  genügt  die 
Untersuchung  des  Integrals 

x 
s 

—  00 

Zunächst  lässt  sich  <ps  durch  den  Logarithmus  einer  bekannten  Reihe  dar 
stellen.    Denn  wie  längst  bekannt**)  besteht  die  Gleichung 

io)  t'=£h= — L~T' 


*)  Siehe  Diricklet  in  Crelle1*  Journal,  Hd.  XVII,  8.55. 
**)  Vergl.  JEuler,  inlrod.  in  anal,  infin.,  T.  1,  atp.  Xf,  §  274. 
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wo  die  Summe  auf  alle  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe,  das  Product 
auf  alle  Primzahlen  sich  erstreckt,  und  wiederum  der  reelle  Theil  von  «>l 
zu  nehmen  ist.  Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  folgt 
sogleich 

] 

11)  log£s  =  2log   —  <ps 

1  — - 
P' 

Wir  werden  im  Folgenden  versuchen,  die  Function  £s  in  Factoreu  auf- 
zulösen, und  hierzu  Ausdrücke  durch  bestimmte  Integrale  aufsuchen.  Be- 
zeichnet man  das  Eulor'sche  Integral  der  zweiten  Gattung  wie  üblich 
durch  rsy  so  wird,  wie  bekannt, 

00 

12)  ^=Je-*'x-idx 
und  folglich 

so  lange  der  reelle  Theil  von  s  die  Einheit  übersteigt.  Das  Product  nähert 
sich  gleichzeitig  mit  s  ohne  Ende  der  Einheit,  während  £s  über  alle  Gren- 
zen wächst.  Dieser  auch  sonst  bekannte*)  Satz  ergibt  sich  aus  Gleichung 
13),  wenn  man  sie  unter  der  Gestalt  schreibt 

00 

o 

oder  was  dasselbe  ist, 

OD 

14)  (.  - 1)     -  1  +  T±-if(TZ^-x  -  i)  = 

o 

Hiernach  kann  man  setzen 

'  <ps  =  log  {s  —  log  j^—^  +  log  r\s 

00»  00 

1    C       \    e"         1    /*        e"  , 

15)  fx=-Jlog-ri--Ul+-J,ogVSTäL 


— 00 

6. 

In  vorstehendem  Ausdrucke  lässt  sich  der  Werth  des  ersten  Integrals 
ohne  besondere  Schwierigkeit  finden.  Man  gelangt  am  einfachsten  zum 
Ziele,  wenn  man 


*)  Vcrgl.  Lcjcune-Dirichlet  in  den  mathematischen  Abhandlungen  der  Ber- 
liner Akademio  für  1837,  S.  50. 
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setzt,  wo  die  Reihe  convergirt,  da  »iorf(*-|-fi)  = j/«*-M*  für  jeden  Werth 
von  /  die  Einheit  übersteigen  muss.    Damit  wird 


CO 


16)    -  /%--  dl-~=£-        /  n    idt  —  ^-  llogs—dt. 

'  2nJ    *s  —  1  s  2snJi"Ti  Ott«/    *  s 

—  00  — CO  —OD 

Zur  Ausführung  der  Integration  setzen  wir  in  Gleichung  6)  des  Fou- 
rier'schen  Integrals 

wo  1  und  *  positive  Grössen  (oder  mit  positivem  reellen  Theile)  bedeuten 
mögen,  und  erhalten 

CO  x 

xl~l^^jdt jyl-icl*-J)C+«)dy. 
—  od  0 

Substituirt  man  hier  den  bekannten  Werth  des  Integrals  nach  y 

und  schreibt  zur  Abkürzung  wieder  $  statt  *  +  fi,  so  wird  für  alle  positiven 
Werthe  von  x 


co 


während  für  negative  Werthe  von  x  die  linke  Seite  der  Gleichung  ver- 
.  schwindet.*)    Differentiirt  man  die  gefundene  Formel  nach  1,  so  folgt 


CO 

—  oo 

Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  ergibt  sogleich 

oc 

0-  ßg(l--Y-^dl^-£  ■ 
Inj      \       $/  s*  •  n. 


Inj    J\        $J  '     '  n.l\n+k) 

—  x 


und  wenn  man  A  =  l  setzt 

CO 


Bezeichnet  man  endlich  für  positive  Werth  von  x  durch  das  Functionszei- 
chen  des  Integrallogarithmus  das  stets  convergirendo  Aggregat 

*)  Siehe  L  a  p  1  a  c  e ,  Theorie  de»  ProbabiUtes.  p,  1 34,  P  o  i  s  s  o  n  im  Journal  de  Cecole 
ptilyteehniqne,  cuh.  XIX,  8. 481,  und  Can  chy,  ebenda*.  S.  509,  sowie  in  seinem  Memoire 
sur  les  integrales  dtfinies,  prises  entre  des  Hmiles  imagmoires,  p.  31  und  36. 
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20)  x,-  m  =      -  r'i  +  £  , 


so  folgt  für  den  ersten  Theil  der  Fnnction  fxi 


00 


21)  fx  =  Li  (C)  +  l  J log  v*ydt.' 


— x 


7. 

» 

Weit  schwieriger  ist  die  Untersuchung  des  von  log  rjs  abhängigen  In- 
tegrals, welche  im  Wesentlichen  darauf  hinauskommt ,  den  Differentialquo- 
tienten dieses  Logarithmen  nach  den  absteigenden  Potenzen  von*  in  Reihen 
vou  der  Form 

|,**i'='+7'  +  ?  +  ?+-" 

zu  entwickeln.    Durch  Integration  folgt  hieraus  zunächst 

log  rjs  =s  c9-f- es  +  ct  log  s   — . . . , 

s       2  s 

wo  der  imaginäre  Theil  der  Constante  c0  mit  Kücksicht  auf  die  Vieldeutig- 
keit des  Logarithmen  so  zu  bestimmen  ist,  dass  der  Werth  der  Reihe  für 
f  =  0  reell  wird.  Aus  der  erwähnten  Vieldeutigkeit  entspringt  eine  schein- 
bare Indetermination,  sofern  das  der  ersten  Potenz  von  *  proportionale  Glied 
in  der  Entwickelung  von  rjs  auf  das  Integral 

lim  —  je"  dt 
In  J 

führen  würde,  dessen  Werth  mit  wachsendem  1  sich  offenbar  keiner  Grenze 
nähert.  Man  vermeidet  diese  Schwierigkeit,  wenn  man  das  vorliegende  In- 
tegral durch  partielle* Integration  transformirt.  Dann  wird 

00  00 

1    /Vx ,         ,  l     /*     7:  log  ris  . 

.  Inj    s     9  '  2 ds  s 

—  ao  —oo 

weil  das  Glied 

2  n  x  i  s 
an  den  Integrationsgrenzen  verschwindet. 
Die  Entwickelung  von  logijs  gibt 

r  logi\$  c0  5      d  log  s     2  ct  ,3c, 

r>amit  folgt  durch  Anwendung  von  17)  ähnlich  wie  in  dem  vorhergehenden 
Paragraphen,  wenn  man  bedenkt,  dass 
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cc 


—  /  c'*^—  dl  =^=  h'*z-  —  dl  =  f  l—lagx 

Inj         s  2nxJ      d$   s  J 

 00  — CO 

c  x^     c  x^ 

u  =  cc  +  c,  (r'l  —  logx)  —  ctx  —  ^  —  ^  —  etc., 

wo  die  geeignete  Bestimmung  des  imaginären  Theils  der  Constanto  c0  be- 
wirkt, dass  das  Resultat,  wie  es  seiner  Natur  nach  sein  muss,  reell  wird. 

8. 

Um  die  Ausführung  der  im  Vorigen  angedeuteten  Entwickelang  zu  be- 
werkstelligen, construirt  Kiemann  einen  neuen  Ausdruck  für  die  Function 

£s.  Setzen  wir  hierzu  in  Gleichung  12)  nnx1  statt  x  und  —  statt  s,  so  wird 


~——  I e-»****  x—*  dx 
2     ii-  0 


und  damit 


9 .2      /»  <X>        .  • 


2 

Bezeichnet  man  die  Summe  unter  dem  Integralzeichen  durch  und  re- 
ducirt  das  Integral  auf  das  Intervall  von  l  bis  00,  indem  man  zwischen  den 
Grenzen  0  und  1  den  reeiproken  Werth  von  x  als  Variable  einführt,  so  folgt 


2 «2   A        .  ,  / 1  \> dx 

F2  1 

In  dieser  Formel  lägst  sich  die  Function  mittelst  einer  merk- 

würdigen, von  Cauchy  erfundenen,*)  durch  Jacobi  und  Abel  der  Theo-' 

I 

rie  der  elliptischon  Functionen  einverleibten  Relation  zwischen  yx  und  y  — 
wegschaffen. 

Die  a.a.O.  mehr  angedeutete  als  ausgeführte  Ableitung  Cauchy's 
beruht  im  Wesentlichen  auf  folgenden  Schlüssen.  In  Gleichung  7  a)  des 
Art.  4  schreibe  man  nx  statt  x  und  bilde  die  Summe 

00 


i  r  n 

£f(nx)  =  —^=  I  <pl£e»*'idt, 


2  / 

oder  wenn  man  die  Exponcutialgrüssen  suranürt,  und  —  an  der  Stelle  von  t 

x 

einführt: 

- 

*)  Bulletin  de  Ui  sociile  philomatique,  Aout  1817,  ji.  124. 
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n 

X 


Lässt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  n  über  alle  Grenzen  wach- 
sen, so  nähert  sich  nach  den  bekannteu  und  vielfach  reproducirten  Unter- 

sncliungcn  Dirichlct's  das  Integral  dem  Werthe  der  Summe  nZ(p\^  J% 

wahrend  auf  der  linken  Seite  £f(nx)  über  alle  Argumentenwerthe  von  der 
Form  nx  auszudehnen  ist,  welche  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  der 
Gleichung  7  b) 


u 

<pt  =  l/-L  (fxe-"idx 


enthalten  sind.  Fällt  nx  mit  a  oder  h  zusammen,  so  ist  der  betreffende 
Functions werth  halb  zu  nehmen.  Setzt  man  daher  xy=.1n^  so  ergibt  sich 
die  bemerkenswerthe  symmetrische  Relation 

24)  yx  Z  f{n  x)  =  }'y  Z  <p  («  y) 

Um  zur  Function  yx  überzugehen,  setzen  wir  zunächst  etwas  allge- 
meiner als  Cauchy 

und  dehnen  das  Intervall  von  a  bis  b  über  alle  reellen  Werthe  aus,  wodurch 
tpt—         §  e-*ix+*)>*-txi  ,ix  _ f__  ehtt  ix 

wird.    Die  Substitution  dieser  Werthe  in  24)  gibt 

25)  X  £  C-*<n*+A>*  =  f  c    x  "      x«  . 

Die  hier  bewiesene  Formel  rührt  von  Jacobi  her,*)  und  spielt  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  eine  wichtige  Rolle  zur  Reduction  ima- 
ginärer Amplituden  auf  reelle.  Man  kann  sie  ohne  Schwierigkeit  auf  di- 
rectem  Wege  aus  der  Bemerkung  herleiten,  dass  die  Summe  auf  der  linken 
Seite  eine  periodische  Function  von  h  mit  dem  Modul  x  ist,  denn  eine 
Aenderung  von  h  um  x  entspricht  einer  Vermehrung  des  Summenindex  n 
um  die  Einheit.    Jedo  in  der  gedachten  Weise  periodische  Function  aber 

lässt  sich  in  eine  nach  den  Potenzen  von  c  1  fortschreitende  Fourier- 
sche  Reihe  entwickeln ,  deren  Cocfiicienten  durch  bestimmte  Integrale  ge- 
geben sind.  Die  Ausführung  dieser  Operation  ergibt  genau  die  oben  ge- 
fundene Formel. 


*)  Fundainatta  novo  th.  funet.  dl.  p.  165,  No.  9. 
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9. 

Cauchy  betrachtet  in  seiner  Untersuchung  den  speciellcn  Fall  A-O,*) 
welcher  sofort  auf  die  von  uns  anzuwendende  Kelation 

26)  *(l+2T/,x)  =  l+2y(^) 

führt.  Dieselbe  zeigt  zugleich,  das*  für  abnehmende  Werthe  vou  x  das 
Product  2.t  t);(x)  die  Einheit  zur  Grenze  hat.  Durch  Differentiation  leitet 
man  leicht  die  Gleichung 

2    ,  /  1  \ 

ab,  welche  für  x  =  1  sich  auf  die  einfachere  reducirt: 

27)  1  +  2*1-M*'1=0. 

Eliminirt  man  jetzt  if;  (J^J  in  der  Gleichung  23)  für  £*,  so  erhalt 

r— i 

2 

oder  nach  theilweiser  Ausführung  der  Integration 

£s  =  -   1-t-2s(ä  — 1)  / (x—1  +  x-')  yxdx]. 

28)  ,(s-i)r|L  •{  J 

Dieser  Ausdruck  ist  vor  Allem  dadurch*  wichtig,  das«  seine  rechte  Seite 
einen  Sinn  behält,  auch  wenn  der  reelle  Thcil  von  s  kleiner  als  1  ist,  und 
somit  eine  Definition  der  Function  £s  für  jeden  beliebigen  complexen  Werth 
von  *  liefert.  Diese  Eigenschaft  fehlte  den  früheren  Ausdrücken  13)  und 
22),  in  denen  der  reelle  Theil  von  $  die  Einheit  übersteigen  musste,  wenn 
die  Elemente  an  der  unteren  Tntegrationsgrenze  die  Werthe  der  Integrale 
nicht  unendlich  machen  sollten. 

Die  neue  Gleichung  zeigt  ferner,  dass  das  Product 


29)  #(*-J)r|»-i^  =  g(*-D 

seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  *  mit  1  — s  vertauscht,  oder  was  das- 
selbe ist,  wenn  man  das  Zeichen  von  s — \  umkehrt.**)  Die  dadurch  ein- 
geführte Function 

*)  Vergl.  auch  P  o  i  a  s  o  n  im  19.  Hefte  den  Journal  de  Cicole  polytechniqtu,  S.  420 ; 
Cauchy  im  2.  Bande  der  Exercices  de  mntMmatiques,  8. 141  — 156 ;  J  a cob  i  in  Grelle'« 
Journal,  III,  8.  307  ;  A  b  e  1  ebenda»  IV,  8.  P3 ;  u.  u.  w. 

**)  Kin  hierher  gehöriges  Beispiel  hat  8 chl ö rail  ch  gegeben;  s.  Zcitschr.  Jahrg. 
III,  S.  130,  wo  der  in  folgender  Formel  enthaltene  Satz  ausgesprochen  ist: 

1  I  1  /2\'„    .«/,      I       1        1   ,  \ 

1-5l=s+5i=:--7i=;±-=U)     sm  1j  \    3*  5*    7*  * 

Man  kann  die  analoge  Gleichung  hinzufügen: 

1  1  1  1  l   /6V_       *%(.      1      1       1        I  \ 
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00 

30)  |*  =  1+  (25»-  4)  f  [x>+x->)  ^ 

ist  folglich  eine  gerade  Function  von  5,  nnd  lässt  sich  nach  den  aufsteigen- 
den Potenzen  von  s*  entwickeln.  Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass, 
wenn  durch  die  erwähnte  Vertauschung  von  *  und  1  —  s  der  reelle  Theil 
des  Arguments  negativ  wird,  die  .T-Function  nicht  mehr  als  Euler'sches 
Integral,  sondern  nach  Gauss  und  Bossel*)  allgemeiner  als  Grenze  des 
unendlichen  Products 

31)  ri  =  «m  1.2.8. ...ii  n|_,  fftr  n^ 

2  s     s  s  s 

—    —  +  1.—  +  2...--f;j  —  1 
2     2  2  2 

definirt  werden  muss. 

10. 

Die  für  fj  und  |*  aufgestellten  Gleichungen  zeigen,  dass  beide  Func- 
tionen für  alle  endlichen  (complexen)  Werthe  des  Arguments  endlich  und 
eindeutig  bleiben;  nur  für  5=1  nähert  sich  das  Product  (5 — 1)  £5  der  Ein- 
heit (£0  =  —  l),  während  für  jede  gerade  negative  Zahl  £5  verschwindet. 

g 

Letzteres  wird  durch  den  unendlich  werdenden  Factor  V—  herbeigeführt, 

während  gleichzeitig  |(* — h)  von  tma'  Unendlich  verschieden  bleibt. 
Ausserdem  können  die  Functionen  £5  und  £(s  —  \)  nur  verschwinden,  wenn 
der  reelle  Theil  von  s  kleiner  als  1  (und  positiv)  ist,  weil  entgegengesetzten 
Falles  logts  —  tps  über  alle  Grenzen  wachsen  müsste,  was  unmöglich  ist, 
so  lange  die  Reihe  l)  convergirt.  Die  einander  entgegengesetzten  Wurzeln 
der  Gleichung  £5  =  0  müssen  daher  ihren  reellen  Theil  zwischen  +  £  ha- 
ben, und  man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass  keine  derselben  reell  sein  kann. 

Diess  folgt  z.B.  aus  dem  blossen  Anblicke  einer  von  Riemann  gege- 
benen Transformation  der  Gleichung  für  £5  durch  zweimalige  partielle  In- 
tegration.   Man  erhält  ohne  Mühe  durch  Integration  nach  dem  Factor 
dx 

(*'+*-')  yx  m  *>) 

i,  =  1  +2*  ,  -  »fix  g*  _gj)  ä,. 

Wenn  man  jetzt  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  in  die  beiden 
Factoren  * 


*)  Gaus »  in  «einer  berühmten  Abhandlung  über  die  hypergeometrifcbe  Reihe, 
vom  Januar  1812;  Hessel  beschäftigt  sich  mit  dieser  Verallgemeinerung  in  xwei  an 
Olbers  gerichteten  Briefen  vom  Mär*  1811  und  Janunr  1812,  wo  die  Bezeichnung 

Slx  für  log  -  -  und  (nach  Kramp)  T~  für  Ä.r  +  .r—  (x  -  gebraucht  wird. 

Vi*  x 
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£2tj/(x)  nnd  — —  — 


sondert,  und  nach  dem  zweiten  partiell  intogrirt,  so  wird 

| .  =  1  +  2  *  .  +  4  V 1+  tf-L  (x*  ♦'*)  (X«  +*-)  £f . 

Iiier  verschwinden  die  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Glieder 
vermöge  Gleichung  27)  des  Art.  0,  uud  man  erhält,  wenn  zur  Abkürscong 
die  zwischen  den  Grenzen  1  und  oo  beständig  positiv  bleibende  Function 

32)  Zx  ^=  4  —  (*>'*)  =  8jix2  £(2n*  nx*  —  3)  n'e— 
eingeführt  wird: 

33)  ls  =  \2x  \ 

J  2  ^or 

Zur  Entwickelung  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  von     hat  man 

34)  ls^Z  ftxloy^xp 

zu  setzen,  oder  wenn  man  die  von  n  abhängigen  Integrale  durch  /,  be- 
zeichnet, 

35)  {t  = L  ,,,+  J.,,,. ...  +  _]_,„,,.  +.„, 

eine  raach  convergironde  Reihe,  weil  ausser  den  Facultätcncoefficicnten 
auch  die  Grössen  l„  mit  wachsendem  Index  eine  abnehmende  Reihe  bilden. 
Da  nämlich  wegen  der  Exponcntialfactoren  mit  negativen  Exponenten  in 
Ax'y  die  Elemente  in  der  Nähe  der  unteren  Grenze  den  Uaupteiuflaes  auf 
den  Werth  dieser  Integrale  haben,  so  wird  die  Abnahme  derselben  durch 
das  Abnehmen  von  log*"x  für  Wertho  von  x  zwischen  1  und  e  bedingt. 

11. 

Wie  im  Art.  7  gozeigt.  worden ,  kommt  es  auf  die  Entwickelung  von 
d  logijs 

^  — —  nach  den  absteigenden  Potenzen  von  s  an.  Zufolge  des  Vorher- 
gehenden ist 


.36)  vs  =  (s~l)Ss  =  ^-i(s-i) 

folglich 

log  V*  =  ~  log*  —  logs  —  iogT^  +  %|(*  -  J) 
und  hier  darf  man  nach  31)  und  35)  setzen 
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log  r~  =  lim  [|  log  n-log^  —  lag(L  +  l)  -  log  (|  +l) . . .  —  log  (~n)] 

^  ^  G- ^)  -  ^  ^    G  ~i)  v,1/.  G  -  i)4  •  • + (^  ^G-  i)i 

oder  wenn  man  sich  das  Polynom  vom  Grade  2n  in  lineare  Factoren  aufge- 
löst denkt: 

37)       logt  (.<  _     =/,m  \l*9~  +  2log[{t-  \)>  -  *m*]\  - 

Die  Summation  bezieht  sich  auf  die  sammtliehen  Wurzeln  0«*,  welche  hier 
natürlich  Functionen  der  Zahl  n  sind,  und  eventuell  erst  mit  wachsendem 
w  in  die  Wurzeln  der  Gleichung  — 0  übergehen.  Die  Substitution  die- 
ser Werthe  ergibt 

3S)  log  ns  =  lim  %2  +  log—  +  Zlog  {7=$  -  oM*) 

und  mit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  der  Werth  des  Integrals 
39)      =  J-  /^i*    i«  —  -i-       i  ^L'rf i 

'  2*«/    s        '  InxJ      ds  s 

ermitteln. 

Wir  beginnen  mit  der  auf  a  bezüglichen  Summe  und  .setzen 

H  [(* -  D*  —  tfl  =  2       +  % (l  -  ~-)  +     0  -  ~) 


wenn  man  den  reellen  Theil  von  5  grösser  nimmt,  als  den  Modul  von  4  +  0. 
Dieser  Annahme  steht  Nichts  entgegen,  da  nur  die  Bedingung  festgehalten 
werden  muss,  dass  der  reelle  Theil  von  s>l  ist.  Im  Integral  u  entspringen 
hieraus  nach  dem  Früheren  die  Glieder 

2  (r  1  -  logx)  -  Z ~  [( \  +  C)-  +  (i  -  0)-]. 
Der  Definition  des  Integrallogarithmus  zufolge  ist  aber 

JM  c*  (4  +  •>  +  Li  e*  <■  ~  •>  =  —  2  r  1  +  log  [x*    -  o*)] 

so  dass  wir  die  Summe  schreiben  können 

(2 «) !       0  «j 
Hier  dürfen  die  beiden  ersten  Glieder  weggelassen  werden ,  weil  für  s  =  l 
aus  37)  und  30) 

log  l  (i)  =  ff«  [log  ~  +  Z0  log  (|  -  •«•)]  =  0 
gefunden  wird,  ihre  Summe  sich  also  mit  wachsendem  n  der  Null  nähert. 
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Da  nach  Art.  10  die  Wurzeln  c  nicht  reell  sein  können  ,  ao  werden 
durch  die  entwickelte  Summe  von  Integrallogarithmen  im  Ausdruck  fiir  u 
periodische  Glieder  mit  wechselnden  Vorzeichen  erzeugt,  deren  Werth« 
übrigens  reell  sein  müssen.  Diess  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich,  sobald 
die  Wurzeln  der  Gleichung  §*  =  0  die  Form  a  =  at  haben;  aber  auch  im 
Falle  o  ~  cr0-f-  tri  ist,  muss  sich  das  Imaginäre  wegheben,  weil  neben«; 
auch  a,  =  cr0 —  or  die  Gleichung  erfüllt  Kiemann  hält  es  indessen  für 
sehr  wahrscheinlich,  dass  er0  stets  verschwindet. 


12. 

Die  aus  der  Tfunction  entspringende  Summe  lässt  sich  ganz  analog 
behandeln. 

^  \       2m/  Im  n  \  s  ) 

wo  wiederum  dafür  zu  sorgen,  da.ss  der  reelle  Theil  von  j>2w  sei.  Dann 
gibt  die  Integration  die  Heiho 

40)  vm  ^  r'l  (2«)  -  £  (-  1)"  ^  ~}  ", 

i  n .  n  \ 

welches  Aggregat  als  der  negative  Werth  des  zum  Argumente  r~'tm*  gehö- 
rigen Integrallogarithmus  durch  das  bestimmte  Integral 

4  t)  Vm^fe-^'  — 

J  X 

X  . 

ausgedrückt  werden  kann.  Will  man  diesen  Satz  nicht  als  bekannt  vorans 
setzen,  so  erhält  man  den  Beweis  sofort  durch  die  Betrachtung,  dass  rm  als 
die  Grenze  angesehen  werden  kann,  welcher  sich  mit  abnehmenden  a  das 
Integral 

00  OD  XX 

x  0  U  o 

nähert.    Führt  man  die  Integration  aus,  so  folgt  der  Werth 

rr»       x<°  ,    2  m     m,t      Oimfx»**  ,  (2m),i»+3-  1 

*-  s  Um  L(ä^  "    +  =+i  *  2T  o7+-2  +  TT  i+5  +  * '  *  S 

dessen  Identität  mit  40)  durch  eine  leichte  Rechnung  erhellt. 

Es  bleibt  die  Summation  in  Bezug  auf  m  auszuführen.    Man  erhält 

..OD  00 


mz 

X  X 


wo  der  Uebergang  zur  Grenze  für  n  =  oo  von  selbst  klar  ist.  Was  endlich 
die  beiden  Glieder 
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  -    ■  '  -  ^  —  y-  ^  r-~**s  ~  * 


—  lug  loa  2 

im  Ausdrucke  für  logrjs  betrifft,  so  hat  das  erstere  nach  Art.  7  auf  den 
Werth  des  Integrals  u  keinen  Einfluss,  während  das  zweite  unverändert 
übergeht.    Fasst  man  daher  die  gefundenen  Ausdrücke  zusammen,  so  wird 


OD 


i  /V*  r  i  dT 

—  lim  £[LiexU  +  *)+  Li  ex U 

und  durch  Vereinigung  mit  dem  Resultate  des  Art.  6 : 

43)         fr  ^=  Li  (e*)  —  lim  Z  [Li  e* '  *  +  °>  +  Li  ex  -•>] 


/  fix 


.00314718 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  von  Riemann  gegebenen  überein,  wenn 
man  zufolge  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Artikels  gemachten  Bemerkung 
o  durch  oi  ersetzt,  und  ausserdem  x  statt  e*  schreibt;  dass  hier  log  \  an  die 
Stelle  von  log  £  (0)  = —  0.6981)2  bei  Riem  an  n*)  getreten  ist,  mag  seinen 
Grund  in  der  verschiedenen  Bedeutung  der  auf  die  Wurzeln  a  bezüglichen 
Summen  haben.  Man  weiss  durch  D  i  richlet,**)  dass  die  Summen  gewis- 
ser unendlichen  Reihen  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  abhängen:  nach 
dem  Vorigen  ist  £a  als  die  Grenze  zu  betrachten,  welcher  sich  die  auf  die 
Wurzeln  c„  einer  Gleichung  vom  2«ten  Grade  bezügliche  Summe  bei  wach- 
sendem n  nähert,  während,  bei  Riemann  die  Wurzeln  o  der  Gleichung 
gs  =  0  ihrer  Grösse  nach  geordnet  sind. 

13. 

Nachdem  der  Werth  des  Integrals  9) 

ao 

fx  =  -    /  —  f'dt 
'  inj  S 

—  oo 

ermittelt  worden,  bleibt  noch  der  Werth  der  Function  8) 

oo 


— 00 

oo 


1    /'  e** 
=  r-  /[**—  W(2*)  —  i*(3*)  -lq>(*')±--]— «« 


—  oo 


*)  Zur  Vermeidung  Ton  Missveratandnissen  mag  hier  bemerkt  werden,  dass 
Riemann's  Function  £(/)  nach  unserer  Bezeichnung  durch  \  \\ti)  ausgedrückt  wird. 
**)  Abhandl.  der  Berliner  Akademie  für  1837,  p.  48. 
ZeiUchrifl  f.  Nalhenulik  a.  Physik.  V.  17 
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aufzusuchen.    Dieser  ergibt  sich  infolge  der  Relation 

\nj      Inj   s  2n  J  s 

—  00  —00 

wenn  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  n  genommen  wird ,  durch  die 
Gleichung 

44)  F{e*)=fX-if  (f )  -  */<f )  -  jy(f )  +  u(f )  +  - 

Wenn  man  eine  solche  Summe  durch  S  fx  bezeichnet,  so  wird 

A$)F(e*)^SLie*—lhnSZ[Liea:(l  +  0)  +  Lica:tt-<)]+  f—S  J  ; 

o  %J    x     c "  l 

x 

das  constante  Glied  verschwindet,  weil  nach  einem  bekannten  Satxe 
Euler's*) 

46)  0  =  1  — 4  — i  — i-J-J^  — f  + 

Untersucht  man  die  Summen  der  Reihen 

S  log  x  =  logx  —  \log~  —  ±  log  -  —  i  hg  %-  +  J  log  -  . . . 

*(f)-*(f)"-*(f)"+*(f)"- 

so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  erste  verschwindet.  Denn  offenbar  ist  für 
abnehmende  Werthe  von  aj 

S  log  x  =  lim   (1  —  J  —  J . .)  logx  ■+•  log  \         —  >  log  j— ^  —  Jfoff  A^l?..  1 

oder  was  wegen  40)  dasselbe  ist, 

47)  Slogx—  lim  [—  log  ( 1  —  a>)    J  %  (1  —  w?) + J  %  ( 1  —  a>») . .]  =  /im  «  =  0 

zufolge  der  im  Art.  3  angeführten  Möbius 'sehen  Umkehrungsformel.**) 
Für  die  zweite  der  obigen  Reihen  erhält  man 

und  da  Euler***)  die  in  der  Parenthese  enthaltene  Summe  dem  reeipro- 
ken  Werthe  der  Summe 

gleich  gefunden  hat: 

48)  = 


t(w-f-l)" 

Nach  der  Definitionsgleichnng  des  Art.  0  aber  ist 


*)  Inlrotl.  in  anal,  infin.  /,  §.  277. 
**)  Crelle's  Journal,  IX,  p.  110,  Nr.  10;  vcrgl.  Thoman  in  den  Comptes rend«s 
der  Pariser  Akademie,  nebst  Bericht  von  Cau  chy ,  lid.  30,  S.  102. 
***)  lntrod.  in  anal,  infin.  I,  §.  275. 
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Li{e*)=^hgx-r'\+  £ 

„—i  n.nl 


49)  SLi{c*)--=£  tr  =  Ax. 

i  «.»!(;(h  +  i) 

Um  endlich  auch  das  Integral 


A 


x    e**  —  1 

X 

auf  die  Function  A  zu  reduciren,  bilde  man  die  Summe  Svm  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  40/41)  dos  Art.  12.    Diese  gibt  sogleich 

/  dx 

50)  Svm  =  SJe-**»*—  =  - A(—2mx), 

welcher  Wertli  wie  vm  und  c~'imx  mit  wachsendem  Argumente  sich  der  Null 
nähern  muss.    Damit  wird 


51)  F[C)  =  Ax  —  liml[sl(±+o.x)+tA(l—  o.x)]  -  £  A(—2mx) 


14. 

Reihen,  durch  welche  unstetige  Functionen  ausgedrückt  werden,  lassen 
sich  im  Allgemeinen  nicht  differentiiren.  Ein  einfaches  Beispiel  für  diesen  Satz 
liefern  z.B.  die  Fourier'schen  Reihen,  welche  eine  unstetigo Fnnction  dar- 
stellen und  bei  der  Differentiation  zu  convergiren  aufhören.  Wenn  man  die 
Function  F{e*)  differentiirt ,  deren  Werth  seiner  Bedeutung  nach  constant 
bleibt,  so  lnngc  logx  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Primzahlen  liegt, 
so  muss  die  Derivirte  stets  verschwinden ,  und  nur  an  der  Stelle  unendlich 
oder  unbestimmt  werden,  wo  logx  einer  Primzahl  gleich  ist.  Wollte  man 
daher  die  rechte  Seite  der  im  Vorigen  für  F{e*)  aufgestellten  Gleichung  in 
ihrer  Totalität  differentiiren ,  so  würde  sich  die  auf  die  Wurzeln  a  bezüg- 
liche Summe  keiner  Grenze  mehr  nähern.  Beschränkt  man  diese  Summe 
aber  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern,  so  lässt  sich  die  Derivirte  un- 
seres Ausdrucks  bilden,  uud  erhält  eine  bestimmte  Bedeutung.  Man  kann 
dieselbe  dann  als  einen  genäherten  Ausdruck  für  die  Dichtigkeit  der 
Primzahlen  von  der  Grösse  e*  ansehen,  und  findet  leicht,  wenn  man  von 
der  Bezeichnung 

52)  A-x  =  x^(x)=Ji(7yl^r) 
Gebrauch  macht: 

53)  F(c*)  =  —  \Ex  —  £[E(±  +  a.x)+E{±—  o.x)]-£E(-2mx)\. 

X  a  m 

Kehrt  man  zur  Function  f  x  zurück,  so  geht  Ex  in  e*  über,  und  man  erhält 

17  • 

■ 

■ 
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54)  t~f{x)  =  l  [i-e-i'  £^  +  e-")-~~], 

einen  angenäherten  Ausdruck  für  die  Dichtigkeit  der  Primzahlen  +  der 
halben  Dichtigkeit  der  Primzahlquadrate  -f-£  von  der  Dichtigkeit  derPrim- 
zaHlcuben  u.  s.  w.  von  der  Grösse  dein  Resultate  Rie  man  n's  (a.a.O. 
S.  679)  entsprechend. 

Was  die  im  Vorigen  angewandten  Functionen  Ax  und  Ex  betrifft,  so 
ist  die  Bemerkung  vielleicht  nicht  überflüssig,  dass  wenn  dieselben  auch 
durch  stets  convergirende  Reihen  defiuirt  worden  sind,  doch  die  numerische 
Berechnung  für  einigermaßen  grosse  Werthe  des  Arguments  danach  6o 
wenig  ausführbar  erscheint,  wie  etwa  die  directe  Summirung  der  Exponen- 
tialreihe  für  hohe  Exponenten.  Um  so  weniger  lassen  sich  daher  die  Werthe 
von  Summen  wie 


ZA(^±a.x),    £A{—2mx)y    2E(±±a.x),  £E(—2mx) 

durch  directe  Rechnung  finden,  und  es  mtissten,  falls  dieses  beabsichtigt 
würde,  die  gegebenen  Ausdrücke  vorher  geeigneten  analytischen  Tranafor 
mationen  unterworfen  werden.  Ueberhaupt  aber  können  Reihen,  welche 
unstetige  Functionen  wie  Fx  und  fx  darstellen,  wenigstens  in  der  Nähe  der 
8prungstellen  ihrer  Natur  nach  nur  eine  unendlich  geringe  Convergenz 
besitzen. 
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X. 

Die  Fundamente  der  Elektrodynamik, 

nach  den  neuesten  Untersuchungen  bearbeitet 

von  Dr.  Emil  Kahl. 


§.  1.  Einleitung. 

Eh  ist  bekannt,  dass  Oerstedt  im  Jahre  1820  die  Eigenschaft  des  gal- 
vanischen Stromes  entdeckte,  anter  geeigneten  Verhaltnissen  eine  in  seiner 
Nähe  befindliche  Hagnetnadel  abzulenken.  Diese  Entdeckung  war  für  die 
Wissenschaft  von  den  erheblichsten  Folgen;  sie  regte  die  Physiker  an,  auf 
dem  Wege  des  Versuches  Beziehungen  zwischen  Magnetismus  und  Elektri- 
cität  aufzusuchen  und  hatte  eine  Reihe  der  glänzendsten  Entdeckungen  in 
ihrem  Gefolge.  So  fanden  zunächst  Laplace  und  Ampere  aus  den  vor- 
handenen zahlreichen  Beobachtungen  das  Gesetz  der  Einwirkung  eines 
Stromelemente»  auf  ein  magnetisches  Theilchen,  ein  Gesetz,  welches  nach- 
träglich noch  oft  durch  die  Beobachtungen  der  Physiker  bestätigt  wurde. 
Nicht  lange  nach  Oerstedt's  Entdeckung,  noch  im  Jahre  1820,  zeigte 
Arago,  dass  man  durch  galvanische  Ströme,  sowie  durch  den  Entladungs- 
strom  der  Leidener  Flasche  solche  Körper  magnetisch  raachen  könne,  die 
überhaupt  fähig  sind,  Magnetismus  aufzunehmen.  Physiker  und  Techniker 
haben  diese  Endeckung  weiter  verfolgt  und  weun  auch  die  Wissenschaft 
noch  manches  Resultat  im  Gebiete  des  Elektromagnetismus  zu  erwarten  hat, 
ao  haben  doch  Oerstedt's  und  Arago 's  Entdeckung  unter  anderm  die 
unberechenbar  wichtige  Folge  gehabt,  dass  man  die  Aufgabe  der  Telegra- 
phie  aufs  Neue  aufnehmen  und  in  befriedigender  Weise  lösen  konnte. 

Zwei  andere  Entdeckungen,  welche  derjenigen  Oerstedt's  folgten, 
sind  noch  besonders  hervorzuheben.  Die  eine  von  Ampere  herrührend, 
constatirte  dessen  Vermuthung,  dass  Stromleiter  gegen  einander  ebenso 
Anziehung  und  Abstossung  ausüben  möchten,  als  Stromleiter  auf  Magneten 
einwirken,  die  andere  Entdeckung  geschah  durch  Faraday  und  zeigte, 
dass  die  Acnderung  der  Stromstärke  in  einem  Leiter  oder  die  Bewegung 
desselben  in  der  Nähe  eines  neutralen  Electricitätsleiters  in  letzterem  einen 
Strom  inducirt.    Amper e's  Entdeckung  fällt  in  das  Jahr  1820,  die  Ent- 


Digitized  by  Google 


254  Die  Fundamente  der  Elektrodynamik. 


dccknng  der  Voltninduction  von  Faraday  in  das  Jahr  1831.  Beiden  Ent- 
deckungen folgten  die  Arbeiten  der  vorzüglichsten  Gelehrten  über  die  ge- 
nannten Gegenstände  und  es  sind  deren  Bemühungen  von  einem  solchen 
Erfolge  gekrönt  worden,  dass  die  erhaltenen  Resultate  unser  Interesse  in 
hohem  Grade  in  Anspruch  nehmen  müssen.  Zunächst  war  es  Ampere 
selbst,  welcher  aus  seinen  Versuchen  mit  grossem  Scharfsinne  das  Gesetz 
auffand,  nach  welchem  die  Wirkungen  der  Elemente  von  Stromleitern  auf 
einander  sich  richten.  Dann  hat  Lenz  auf  seine  eigenen,  auf  Farad  ay's 
und  Nobili  's  Arbeiten  fussend,  ein  Gesetz  bekannt  gemacht,  nach  welchem 
dieRichtung  der  Inductionsströme  aus  den  obwaltenden  Umstanden  bestimmt 
werden  kann.  Hierauf  hat  endlich  Neumann,  auf  den  Satz  von  Lern 
und  auf  andere  Erfahrungsresultato  bauend ,  allgemeine  Satze  über  die  In- 
duetion  in  Leitern  entwickelt  und  dadurch  sehr  schätzbare  Beiträge  zur 
Lehre  von  der  Induction  geliefert. 

Der  innere  Zusammenhang  unter  allen  Fernewirkungen,  die  notwen- 
digen Beziehungen  von  Ampere 's  electrodynamischen  Erscheinungen  mit 
den  Inductionserscheinungen  und  mit  den  statischen  Wirkungen  der  Elek- 
tricität  sind  aber  durch  die  Arbeiten  von  Wilhelm  Wober  in  einer  so 
befriedigenden  Weise  aufgedeckt  worden ,  dass  die  Wissenschaft  diesem 
ausgezeichneten  Gelehrten  zu  grossem  Danke  verpflichtet  sein  mnss.  Dem 
genannten  Gelehrten  gelang  es,  denjenigen  obersten  Grundsatz  der  Elek- 
tricitätslehre  aufzufinden,  aus  dem  sich  alle  bekannten  Erscheinungen  rein 
elektrischer  Natur  —  vielleicht  mit  alleiniger  Ausnahme  der  elektrischen 
Molckularwirkungen  —  ableiten  lassen.  Von  Webor  und  dem  leider 
zu  früh  verstorbenen  Kohlrausch  sind  noch  vor  Kurzem  die  letzten  Ar- 
beiten vollendet  worden,  die  die  Vollständigkeit  erforderte,  die  Bestimmung 
einer  noch  fehlenden  Constanten  im  elektrischen  Grundgesetze.  Ks  ist  nun 
der  Zweck  vorliegender  Arbeit,  die  meist  in  einzelnen  Gesellschaftsschrif- 
ten zerstreuten  Arbeiten  von  Weber,  Kohl  rausch,  Neumann  etc.,  in- 
sofern sie  sich  auf  Wirkung  von  Elementen  gegen  Elemente;  auf  die  Wir- 
kung von  geschlossenen  Leitern  gegen  Elemente  und  auf  die  Bewegung  der 
Elektricität  in  geschlossenen  Leitern  in  denjenigen  Fällen  beziehen,  wo 
das  Ohm 'sehe  Gesetz  noch  gilt,  in  möglichst  kurzer  und  übersichtlicher 
Darstellung  wiederzugeben. 

§.  2.  Weber's  experimentelle  Prüfung  des  Gesetzes  von  Ampere. 

Ampere  hatte  sein  Gesetz  nicht  aus  genauen  Messungen  der  Wechsel- 
wirkungen von  Stromleitern  auf  einander  abgeleitet,  namentlich  weil  die 
Construction  eines  zu  Messungen  geeigneten  Apparates  grosse  Schwierig- 
keiten darbot.  Sein  Apparat  gestattete  den  Leitern  wegen  nicht  ausge- 
glichener Reibung  keine  vollkommen  freie  Beweglichkeit ,  an  diesem 
mangelhaften  Apparate  nun  beobachtete  der  geistreiche  Forscher  in  ein- 
zelnen Fällen   das   Ausbleiben  von  elektrodynamischen  Erscheinungen 
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und  gelangte  durch  deren  Discussion  zu  dem  bekannten  Gesetze,  welches 
nach  ihm,  als  Entdecker,  benannt  worden  ist.  Da  nun  dieses  Gesetz  aus 
so  mangelhaften,  bei  dessen  Publication  nicht  einmal  hinlänglich  beschrie- 
benen Beobachtungen  abgeleitet  worden  war,  so  fand  sich  Weber  veran- 
lasst, dasselbe  einer  genauen  experimentellen  Prüfung  zu  unterwerfen.*) 
Ehe  diese  Prüfung,  welche  das  genannte  Gesetz  vollkommen  bestätigte, 
liier  ausführlich  erörtert  werden  wird,  möge  vorerst  der  Vollständigkeit 
wegen  Ampere 's  Gesetz,  selbst  seine  Mitthcilnng  linden. 

Die  Bewegung  des  elektrischen  .Stromes  in  dünnen  Drähten  darf  bei 
den  Ferne  Wirkungen  des  Stromes,  ohne  einen  Fehler  von  bemerkbarer 
Grösse  zu  begeben,  so  in  Rechnung  gezogen  werden,  als  ob  dieselbe  nur  in 
einer  im  Drahte  enthaltenen  Linie,  etwa  z.  B.  in  dessen  Achse  stattfände. 
Auf  die  Rechnung  hat  diese  Vorstellung  keinen  schädlichen  Einfluss,  sobald 
nur  die  Dicken  der  aufeinander  einwirkenden  durchströmten  Drahtelementc 
t  sehr  klein  gegen  die  Entfernung  der  Drahtelementc  von  einander  sind.  Die 
gedachte  Vorstellung  bleibt  jedoch  immer  unrichtig,  denn  eine  Bewegung 
der  strömenden  Elektrizitäten  in  einer  und  derselben  t'urve  ist  nicht  denk- 
bar (s.S.-J).  —  1»  dem  Ausdrucke  I.  des  Gesetzes  von  Ampere  bedeuten: 
ds  und  ds'  die  Längen  der  Achseu  zweier  vom  Strome  durchilosse- 

nen  Drahtelemente. 
i  die  Stromintensität  des  durch  ds,  i'  die  Stromintensität  des  durch 
ds  hindurchrliessenden  Stromes,   beide  Intensitäten  nach  einem 
und  demselben,  sonst  aber  beliebigem  Masse  geinessen. 
;•  sei  die  Entfernung  von  der  Mitte  von  </.v.  bis  zur  Mitte  von  r/s'. 
fc>  sei  »1er  Winkel,  welchen  die  Richtung  des  Stromes  in  ds  mit  der 
Geraden  r  bildet.     Als  Richtung  von  r  kann  man  entweder  die 
Richtung  von  ds  nach  ds  oder  die  Richtung  von  </.v'  nach  ds  an- 
sehen.  Es  bleibt,  wie  der  später  folgende  Ausdruck  des  Ampere- 
scheu  Gesetzes  gleichgültig  zeigt,  für  welche  der  beiden  Richtun- 
gen man  sich  entscheidet,  beide  führen  zu  demselben  Werthe  der 
Einwirkung  von  ds  auf  ds. 
h  sei  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  des  Stromes  in  ds  mit 

der  Richtung  der  Linie  /•  bildet. 
t  sei  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  des  Stromes  ds  und  ds'. 
Die  abstossonde  oder  anziehende  Kraft,  welche  ds  auf  ds'  ausübt,  ist 
jederzeit  derjenigen  gleich,  welche  ds  auf  ds  ausübt  und  erfolgt  immer  in 
der  Verbindungslinie  /•  beider  Elemente.    Die  Grösse  dieser  Kraft  ist: 


Ein  positives  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes  bedeutet  eine  abstossende,  ein 
negatives  Vorzeichen  eine  anziehende  Kraft. 


*)  Weber,  elektrodynamische  Massbestimmungen.  Lcipsig,  1846. 


1) 
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."^   s  ^  .  --■         ------  ^ — -_-  ^   


Es  ist  in  obigem  Ausdrucke  k  eine  Constante,  die  nur  abhängig  ist  von 
den  Strommaasen  und  von  den  Längemaasen,  in  denen  dg%  du  und  r  aus- 
gedrückt sind.  Der  Werth  der  Constanten  k  lässt  sich  aus  gewissen  Be- 
ziehungen zwischen  Elektromagnetismus  und  Elektrodynamik  für  den  Fall 
bestimmen,  wo  i  und  i'  in  dem  sogenannten  magnetischen  Maase  ausge- 
drückt sind.  Wie  diese  Bestimmung  von  k  ausgeführt  werden  kann  und 
zu  welchem  Resultate  sie  führt,  soll  hier  schematisch  angedeutet  werden, 
wobei  die  Maassysteme,  deren  Kenntniss  hierbei  erforderlich  ist,  kurz  an- 
gegeben werden  mögen.. 

Die  Einheit  der  absoluten  Kraft  ist  diejenige,  welche  der  Masse  von  1 
Milligramm  (=  1  Kubikmillimeter  Wasser  von  4°  C.)  in  einer  Secunde  mitt- 
lerer Zeit  die  Beschleunigung  von  1  Millimeter  ertheilt.  Die  Einheit  des 
freien  Magnetismus  ist  diejenige  Menge,  welche  auf  die  ihr  gleiche  Meng« 
in  der  Entfernung  von  1  Millimeter  die  abstossende  absolute  Kraft  1  ausübt. 
Die  Einheit  des  nördlichen  Magnetismus  übt  auf  die  Einheit  des  südlichen  Mag 
netismus  in  der  Entfernung  von  1  Millimeter  die  anziehende  Kraft  1  ans.  Ein 
Magnetstab  von  cylindrischcr  oder  parallelopipedischerForm,in  welchem  der 
Magnetismus  um  die  Achse  herum  ebenso  gleichmässig  vertheilt  ist,  als  von 
seiner  Mitte  aus  nach  seinen  Polen  hin  der  südliche  und  nördliche  Magnetis- 
mus gleichmässig  vertheilt  ist,  hat  eine  magnetische  Achse,  welche  mit  seiner 
geometrischen  Achse  zusammenfällt.  Ein  solcher  Magnetstab  besitzt  die  Kraft 
M,  wenn  derselbe  auf  einen  andern,  ihm  ganz  gleichen  in  beliebiger  Stellung 
festgehaltenen  Magnetstab  in  einer  Entfernung,  die  beiden  Längen  vielmals 
übersteigt,  ein  ebenso  grosses  Drehungsmoment  ausübt,  als  wenn  beide  durch 
folgende  ideale  Magnete  ersetzt  würden.  Die  idealen  Magnete  sind  gerade 
Linien  von  1  Millimeter  Länge,  an  dem  einen  Ende  die  Menge  M  von  nörd- 
lichem,  am  andern  Ende  die  Menge  M  von  südlichem  Magnetismus,  diese 
geraden  Linien  von  1  Millimeter  Länge  muss  man  siel»  mit  ihren  Mittel- 
punkten und  ihren  Richtungen  mit  den  Mittelpunkten  und  Achsen  der  wirk- 
lichen Magnete  zusammenfallend  denken.  —  Man  erhält  die  Stromstärke 
eines  galvanischen  Stromes  in  magnetischem  Maase  ausgedrückt,  wenn 
man  1)  das  Drehnngsmoment  in  absoluten  Krafteinheiten  durch  den  Ver- 
such bestimmt,  welches  der  geschlossene,  kreisförmig  geleitete  Strom  auf 
einen  Magneten  von  bekannter  Kraft  K  aus  einer  Entfernung  hervorbringt, 

die  so  gross  ist,  dass  das  Verhältniss  —  der  Länge  des  wirklichen  Magneten 

zur  Entfernung  R  in  seiner  zweiten  und  in  den  höhern  Potenzen  als  sehr 
klein  vernachlässigt  werden  darf,  wobei  Ädie  kleinste  Entfernung  bedeutet, 
welche  zwischen  irgend  einem  Punkte  des  Magneten  und  des  Stromleiters 
stattfindet.  Dieses  durch  den  Versuch  bestimmte  Moment  sei  H.  2)  Indem 
man  sich  an  die  Stelle  des  wirklichen  Magneten  den  idealen  Magneten 
von  der  Kraft  K  eingesetzt  denkt,  berechnet  man  nnn  nach  folgendem  be- 
kannten Gesetze  uud  in  folgender  Weise  die  Einwirkung  des  kreisförmigen 
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Leiters  auf  den  Magneten.  Das  Oesetz  ist  dieses:  ein  Stromelement  von 
der  LKnge  ds  und  der  Intensität  i*  wirkt  in  der  Entfernung  r  auf  ein  nord- 
oder  südmagnetisches  Element  von  der  absoluten  in  dem  vorhin  angegebe- 
nen Maase  gemessenen  Stärke  mit  der  Kraft  c*  ~  sind  .  ds  ein,  wobei  d 

der  spitze  Winkel  ist,  den  das  Element  ds  mit  der  Linie  r  eiuschliesst  nnd 
c*  eine  Constante  bedeutet,  die  erst  einen  bestimmten  Werth  erhalten  kann, 
wenn  das  Längenmaas,  Intensitätsmaas  des  Stromes  und  Kraftmaas  be- 
stimmt ist.  Die  Kraft,  mit  der  m  bewegt  wird,  ist  rechtwinklig  gegen  die 
durch  m  und  ds  gelegte  Ebene  und  ausserdem  so  gerichtet,  dass  ein  mit 
dem  Strome,  Kopf  voran,  schwimmendes  Phantom  die  Ablenkung  von  m 
nach  links  erfolgen  sehen  würde ,  wenn  m  ein  nordmagnetisches  Tbeilchen 
wäre ,  jedoch  nach  rechts ,  wenn  m  ein  sttdmagnetisches  Tbeilchen  wäre. 
Bei  dieser  Berechnung  drückt  man  alle  Entfernungen  in  Millimetern  aus  und 
erhält  dann  für  das  auf  den  Magnet  K  ausgeübte  Drehungsmoment  einen  Aus- 
druck, in  welchem  nur  i  und  c  als  Unbekannte  vorkommen,  etwa  den  Aus- 
druck  f(i,  c).  Setzt  man  nun,  indem  man  das  Versuchsresultat  berücksichtigt : 

so  erhält  man  i  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  etwa  in  der  Form 

»  =  ?(//,  c). 

Die  Constante  c  darf  man  willktthrlich  wählen,  denn  hat  man  eine  beliebige 
Wahl  getroffen  und  nun  t  in  reinen  Zahlen  erhalten,  so  miisste  dann  die 
nochmalige  Berechnung  des  Drehungsmomentes  stets  den  Werth  H  für  das- 
selbe ergeben.  Das  Maas,  in  welchem  man  i  ausgedrückt  erhält,  wenn  man 
c=l  setzt,  nennt  man  das  magnetische  Maas  des  elektrischen  Stromes, 
für  welches  sich  übrigens  noch  andere  im  Wesen  mit  der  Vorigen  überein- 
stimmende Definitionen  auffinden  lassen. 

Nachdem  diese  eigentlich  als  bekannt  vorausgesetzten  und  nur  der 
Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  halber  wiederholten  Maaserklärungen  Platz 
gefunden  haben,  möge  nun  die  Thatsache  mitgetheilt  werden,  die  zur  Be- 
stimmung von  k  führt,  sobald  man  i  und  t"  in  Anipere's  Oesetz  in  mag- 
netischem Stromintensität8maase  ausdrückt.  Man  denke  sich  in  ganz  be- 
stimmten Stellungen  zwei  Magneten,  deren  magnetische  Kräfte  K  und  K' 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden ,  in  einer  so  grossen  Entfernung  r  ihrer 
Mittelpunkte  von  einander  aufgestellt,  dass  die  Verhältnisse  ihrer  Längen 
/  /' 

zu  r,  nämlich  —  und  —  in  der  zweiten  und  höheren  Potenz  vernachlässigt 
r  r 

werden  dürfen.  Denkt  man  sich  an  der  Stelle  von  K  und  K'  in  der  früher 
angegebenen  Weise  die  idealen  Magneten  von  gleicher  Wirkung  aufgestellt, 
so  kann  man  nun  das  Drehungsmoment,  welches  der  eine  auf  den  andern 
ausübt,  berechnen.  Nun  möge  man  sich  vorstellen,  K  würde  weggenommen 
und  an  dessen  Stelle  ein  constantcr  Kreisstrom  eingesetzt,  dessen  Mittel- 
punkt und  Achse  mit  dem  Mittelpunkt  und  Achse  von  A'  zusammenfallt  und 
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der  auf  A"  dasselbe  Drehungsmoment  ausübt,  als  A'  auf  A".  Die  Starke  S 
dieses  Stromes  kann  man  bei  beliebig  angenommenen  Radius  R  desselben 
dem  Früheren  zufolge,  in  magnetischem* Maase  ausgedrückt,  berechnen. 
Hierauf  denke  man  sich  den  Magnet  A  wieder  an  seine  Stelle  gesetzt,  aber 
A"  hinweggeuommen  und  in  derselben  Weise,  wie  vorhin  angegeben  wurde, 
durch  einen  Kreisstrom  S'  von  beliebigem  Radius  R  ersetzt.  Die  zwischen 
Elektromagnetismus  und  Elektrodynamik  bestehende  Beziehung,  welche 
zur  Bestimmung  von  k  führt,  ist  nun  folgende: 

Werden  K  und  A"  zugleich  entfernt  und  an  ihre  Stelle  die  sie  vertre- 
tenden Ströme  S  und  S'  gesetzt,  so  übt  jeder  auf  den  andern  dasselbe  Dreh- 
ungsmoment aus,  als  der  entsprechende  Magnet  auf  den  andern  ausgeübt 
haben  würde.  Die  Berechnung  der  Wirkung  von  A"  auf  Ii'  und  umgekehrt, 
hatte  das  Drehungsmoment  in  absolutem  Kraftmaase  gegeben,  mit  welchem 
jeder  Magnet  den  andern  zu  drehen  sucht;  setzt  man  dieses  Drehungsmo- 
ment demjenigen  gleich,  welches  man  erhalt,  sobald  man  das  Drehungsmo- 
ment der  Ströme  S  und  .S'  mit  Hülfe  von  Ampere 's  Gesetz  ausrechnet,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  aus  welcher  sich  die  Coustante  k  für  den  Fall 
ergiebt,  dass  die  Intensitäten  des  Stromes  in  Ampere' s  Gesetz  in  mag- 
netischem Maase  ansgedrückt  sind. 

Wird  die  hier  angedeutete  Methode  zur  Bestimmung  von  k  angewen- 
det, so  findet  man  /»*  =  2,  so  dnss  also  das  Gesetz  Amperc's,  die  Wech- 
selwirkung zweier  Stromelemente  in  absolutem  Maase  gebend,  wenn  die 
Entfernungen  in  Millimetern,  die  Stromstärken  in  magnetischem  Maaso  aus- 
gedrückt werden,  durch  folgenden  Ausdruck  repräsentirt  wird: 

...  'lii'thds  ,  _       _  _.. 

II)  —      -  j        (cos  £  —  £  COS  &  COS  6 ) 

Die  Prüfung  von  Ampere 's  Gesetz  durch  Wilhelm  Weber  geschah 
mit  Hülfe  des  Elektrodynamotneters.  Dies  Instrument  besteht  aus  einer 
biftlar  aufgehängten  Multiplicatorrolle,  deren  Windungsebenen  perpendi- 
kulär  sind  und  bei  welcher  die  Drähte  zur  bifilaren  Aufhängung  zugleich 
für  die  Hin-  und  Kückleitung  benutzt  werden.  Die  Achse  des  Dynameters 
wurde  bei  Wcber's  Versuchen  in  den  magnetischen  Meridian  gebracht,  so 
dass  der  Erdmagnetismus  die  Stellung  der  BiHUarrolle  nicht  änderte,  sobald 
der  Strom  durch  sie  hindurchgeleitet  wurde.  Ausser  der  Bifilarrolle  wurde 
bei  diesen  Versuchen  eine  feste,  d.  h.  nicht  aufgehängte  Multiplicatorrolle 
angewendet,  deren  Windungen  ebenfalls  perpendikular  waren  und  welche 
sich  durch  Hin- und  Herschieben  in  beliebige  Entfernung  zum  Dynamometer 
bringen  Hess.  Der  Strom  wurde  durch  die  feste  Rolle  und  hierauf  durch 
die  Bifillarrolle,  oder  wenn  deren  Ablenkung  dadurch  für  die  Beobachtung 
zu  gross  geworden  wäre,  nur  ein  Zweig  desselben  durch  die  Bifilarrolle  go- 
leitet.  Letzteren  Fall  anlangend,  war  das  Verhältniss  den  Leitungswider- 
standes des  Zweiges  zu  dem  der  ganzen  Leitung  durch  genaue  Versuche 
ermittelt  worden,  demnach  war  auch  das  Verhältniss  der  Intensitäten  des 
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Stromes  in  Zweig  and  Leitung  bekannt.  Die  Intensität  des  durch  die  feste 
und  und  die  Bifilarrolle  geleiteten  Stromes  konnte  nach  bekannten  elektro- 
magnetischon  Gesetzen  in  magnetischem  Maase  aus  der  beobachteten  Ab- 
lenkung  berechnet  werden,  welche  ein  Magnetometer  durch  eine  aus  der 
Ferne  auf  dasselbe  wirkende  feste  Drahtrolle  erlitt,  durch  welche  der 
Strom  ebeufalls  mit  hindurch  geleitet  wurde. 

Gab  man  nun  bei  verschiedenen  Intensitäten  des  Stromes  der  festen 
Rolle  verschiedene  Stellungen  zur  Bifilarrolle,  so  konnte  man  1)  die  Ablen- 
kung der  Bifilarrolle,  hervorgebracht  durch  die  Einwirkung  der  festen 
Drahtrolle  und  der  bekannten  Horizontalintensität  des  Erdmagnetismus  am 
Beobachtungsorte  beobachten  und  2)  diese  Ablenkung  mit  Anwendung 
des  Ampere'schen  Gesetzes  No.  II)  aus  der  Grösse  und  Lage  beider  Mul- 
tiplicatoren  und  der  Horizontalintensität  des  Erdmagnetismus  berechnen. 

Da  nun  bei  den  zahlreichen  Versuchen  Weber 's  die  berechneten  und 
beobachteten  Werthe  bis  auf  sehr  geringe  Abweichungen ,  die  von  unver- 
meidlichen Beobachtungsfehlern  herrührten,  sämmtlich  ein  und  dasselbe 
Verhältniss  unter  einander  zeigten,  so  war  hierdurch  die  Richtigkeit  des 
Arapere'schon  Gesetzes  bis  auf  die  Constante  k*  ~  2  vollkommen  erwie- 
sen. Das  Verhältniss  der  beobachteten  und  berechneten  Drehungsmomente, 
welches  der  Einheit  hätte  gleich  sein  sollen,  ditferirto  um  ca.  6  Procent  vou 
der  Einheit.  Die  Versuche  waren  nämlich  von  vorn  herein  nicht  darauf 
angelegt,  dieses  Verhältniss  zu  bestimmen,  welches  nur  beiläufig  ermittelt 
wurde  und  da  bei  seiner  Ermittelung  eine  Menge  aus  der  Erfahrung  ent- 
nommene Elemente  benutzt  werden  musste,  eine  grössere  Uebereinstimmung 
nicht  erwarten  Hess.  Es  ergiebt  sich  übrigens  aus  der  beiläufig  gefundenen 
nahen  Uebereinstimmung  der  Constanten  von  Ampere's  Gesetz  mit  der 
von  Weber  gefundenen,  dass  die  Beziehung  zwischen  Elektromagnetismus 
und  Elektrodynamik,  die  zu  jener  geführt  hat,  keinesfalls  unrichtig  ist. 

§.  3.  Notwendigkeit,  die  elektrodynamischen  Erscheinungen  aus  den 
Wechselwirkungen  der  in  Bewegung  befindlichen  elektrischen  Theilchen 

selbst  abzuleiten. 

Ampere's  Gesetz  giebt  direct  die  Richtung  und  Grösse  der  Kraft  an, 
mit  welcher  der  constante  elektrische  Strom  i  in  einem  sehr  dünnen  Draht- 
^  elemente  ds  auf  den  ponderabeln  Träger  eines  andern  constanten  Strom- 
elcmcntes  t  ds  wirkt.  Nun  ist  bekannt,  dass  der  Strom  i  in  ds  nicht 
direct  auf  den  ponderabeln  Träger  von  i' ds  wirken  kann,  sonst  müsste 
ds'  vom  Strome  i  auch  noch  in  Bewegung  gesetzt  werden,  selbst  wenn  die- 
ses genannte  Element  ds  keinen  Strom  enthielte.  Man  kann  sich  wohl  von 
der  Uebertragung  der  elektrischen  Wirkungen  etwa  folgende  Vorstellung 
machen:  Der  Strom  t  in  ds  übt  zunächst  auf  den  Strom  i'  in  ds'  eine  an- 
ziehende oder  abstossende  Wirkung  aus,  diese  wird  vollständig  oder 
zum  Theil  auf  den  Träger  ds'  des  Stromes  i'  übertragen  und  bringt 
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Bewegung  im  Sinne  von  Ampere 's  Gesetz  hervor,  wenn  der  Leiter  be- 
weglich ist.  Diese  Vorstellung  fordert  auf,  das  Oesetz  Ampere's  so  umzu- 
formen, dass  man  einen  Ausdruck  erhält,  welcher  die  Wechselwirkung  der 
in  dem  Leiter  fliessenden  Elektricität  repräsentirt,  ausserdem  machen  aber 
die  Erscheinungen  der  Voltainduction  eine  solche  Umformung  ebenfalls 
dringend  nothwendig. 

Bei  der  Voltainduction  ist  in  dem  einen  Leiter  ursprünglich  kein  Strom 
vorhanden,  ein  solcher  wird  jedoch  hervorgebracht  l)  indem  der  neutrale 
Leiter  plötzlich  dem  Stromleiter  genähert  oder  von  ihm  entfernt  wird, 
2)  indem  der  Stromleiter  plötzlich  dem  neutralen  Leiter  genähert  oder  von 
ihm  entfernt  wird,  3)  indem  die  Intensität  des  Stromes  im  Stromleiter  plötz- 
lich vermehrt  oder  vermindert  wird,  sowie  endlich  4)  wenn  mehrere  der  an- 
gegebenen Veränderungen  gleichzeitig  hervorgebracht  werden.  Der  indn- 
cirte  Strom  entsteht  hier  offenbar  nur  durch  die  Einwirkung  der  bewegten 
Elektricität  im  Stromleiter  auf  die  neutrale  Elektricität  im  stromlosen  Lei- 
ter; dies  veranlasst  zu  der  Frage,  wie  die  in  Strömung  befindliche  Elektri- 
cität auf  andere  in  Ruhe  befindliche  elektrische  Massen  einwirken  möge? 
Wie  der  folgende  Paragraph  zeigen  wird,  ist  es  nicht  möglich,  diese  Frage 
durch  Anwendung  des  bekannten  Grundgesetzes  für  statische  Elektricität 
zu  beantworten,  es  wird  sich  vielmehr  ergeben,  dass  dieses  Gesetz  für  be- 
wegte Elektricitateu  einer  Ergänzung  bedarf.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
dass  diese  Frage  nur  dann  erst  weiter  besprochen  werden  kann,  sobald  die 
Vorstellung,  welche  man  sich  von  der  Bewegung  der  Elektrieitäten  in  einem 
coustanten  oder  variabeln  elektrischen  Strome  den  Erscheinungen  gemäss 
machen  muss,  hinlänglich  festgestellt  ist. 

§.  4.  Die  Bewegung  der  elektrischen  Massen  beim  elektrischen  Strome. 

Die  Erscheinungen,  bei  denen  Elektricität  wirksam  ist,  haben  bereits 
vor  langer  Zeit  zu  der  Annahme  geführt,  dass  an  jeder  Stelle  eines  im  so- 
genannten unelektrischen  Zustande  befindlichen  Leiters  gleich  grosse  Men- 
gen positiver  und  negativer  Elektricität  sich  gebunden  halten,  so  dass  die- 
selben dem  elektrostatischen  Grundgesetze  zufolge  nach  Aussen  hin  keine 
Wirkung  ausüben  können.  Die  Trennung  beider  Elektrieitäten  kann  durch 
Reibung,  Druck,  Temperatnrveränderung,  Contact  etc.  hervorgebracht  wer- 
den; die  Kraft,  welche  hierbei  die  sich  festhaltenden  elektrischen  Fluida 
von  einander  reisst  und  von  einander  bewegt,  ist  schon  vonVolta  elektro- 
motorische Kraft  genannt  worden.  In  einer  offenen  Volta'schen  Kette  trei- 
ben die  an  den  Berührungsstellen  thätigen  elektromotorischen  Kräfte  die 
entgegengesetzten  Elektrieitäten  nach  entgegengesetzten  Richtungen  aus- 
einander, dieselben  häufen  sich  nach  den  Polen  der  Kette  zu  an  und  nach 
dem  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  befinden  sich  an  jeder  Stelle  die 
auf  die  daselbst  befindliche  Elektricität  ausgeübten  electromotorischen 
Kräfte  mit  denjenigen  elektrostatischen  Kräften  im  Gleichgewicht,  welche 
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▼011  der  freien  Elektricität  in  der  Kette  ausgeübt  worden.  Hierbei  ist,  wie 
die  Versuche  an  der  isolirten  offenen  Kette  zeigen ,  an  dem  einen  Pole  po- 
sitive, an  dem  andern  Pole  negative  Elektricität,  beide  von  gleicher  Span- 
nung. Schliest  man  nun  die  Kette,  so  neutralisiren  sich  die  Elektricitäten 
im  Schliessungsbogen  und  in  demselben  Momente  treten  auch  gewisse  Wir- 
kungen auf,  die  deT  fliessenden  Elektricität  eigen  sind,  z.  B.  Wassersetzung 
und  Erwärmung  im  Schliessungsbogen.  Da  nun  diese  Wirkungen  bei  ge- 
schlossener Kette  fortdauern,  so  nimmt  man  an,  dass  wie  beim  Schliessen 
selbst  auch  noch  nach  dem  Schliessen  fortwährend  positive  Elektricität  in 
der  einen  Richtung,  negative  Elektricität  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
durch  den  Schliessungsbogen  hindurchfliesse.  Der  Umstand ,  dass  die  ge- 
schlossene Kette  keine  Spannungserscheinungen  zeigt,  nöthigt  dazu,  diese 
Annahme  dahin  zu  vervollständigen,  dass  durch  jeden  Querschnitt  der 
Kette  in  einem  beliebigen  kleinen  Zeitabschnitte  ebensoviel  positive  Elek- 
tricität nach  der  einen  Seite  hinfliesse ,  als  negative  Elektricität  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  bewegt  wird,  denn  wären  die  durch  den  Quer- 
schnitt fliessenden  Mengen  beider  Elektricitäten  ungleich  gross ,  so  würden 
Artliche  Anhäufungen  der  positiven  oder  negativen  Elektricität  stattfinden, 
welche  «ich  durch  Spannungserscheinungen  zu  erkennen  geben  würden. 
Bei  constanten  Strömen  bleibt  die  Ablenkung  einer  eingeschalteten  Tan- 
geutenbnssole  immer  dieselbe,  nimmt  man  nun  statt  einer  Umwindung  der 
Nadel  n  solche  dicht  neben  einander  liegende  Umwindungen,  so  muss  der 
Druck  gegen  die  Pole  der  Nadel  n  Mal  grösser  werden.  Denkt  man  sich 
statt  n  dicht  neben  einander  geführten  Windungen ,  den  Strom ,  der  durch 
alle  hindurchfliesst,  in  einer  einzigen  solchen  Windung  fliessend,  so  muss  der 
Druck  gegen  die  Pole  der  Nadel  immer  noch  n  Mal  so  gross  sein,  als  bei 
einer  Umwindung  der  früheren  Art.  Hieraus  ergiebt  sich  ganz  von  selbst, 
dass  die  Stromstärke,  d.h.  die  Menge  der  durch  den  Querschnitt  fliessenden 
Elektricität  bei  constanten  Strömen  in  jeder  Zeiteinheit  ein  und  dieselbe  ist. 

Schliesst  man  eine  Kette  durch  einen  sehr  langen  metallischen  Schlies- 
sungsbogen ,  so  tritt  doch  der  Strom  in  unmerklich  kurzer  Zeit  nach  dem 
Kettenschluss  an  allen  auch  denjenigen  Stellen  des,  Schliessungsbogens  auf, 
welche  sehr  entfernt  von  den  Contactstellen  liegen,  wo  sich  die  elektromo- 
.  torischen  Kräfte  äussern.  Man  nimmt  daher  an,  dass  die  elektromotorischen 
Kräfte  durch  einen  Anstoss  wirken ,  welcher  zunächst  der  Elektricität  in 
unmittelbarer  Nähe  an  den  Contactstellen  ertheilt  wird,  in  der  Weise,  dass 
die  positive  Elektricität  nach  der  einen  Richtung,  die  negative  Elektricität 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  fortgetrieben  wird.  Die  verdrängten 
elektrischen  Massen  setzen  durch  Abstossung  die  in  ihrer  Bewegungsrich- 
tung liegenden  gleichartigen  Massen  nach  dieser  hin  in  Bewegung.  So  wird 
dann  der  Bewegungsanstoss  von  den  Contactstellen  aus  vielleicht  in  ähnli- 
cher Art,  wie  bei  der  Wellenbewegung  der  Luft  durch  alle  Theile  der  Kette 
fortgepflanzt.    Die  Geschwindigkeit  dieser  Fortpflanzung  ist  wenigstens  in 
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metallischen  Leitern  und  in  der  Erde  sehr  gross,  wie  aus  Walkcr's  Ver- 
suchen herorgeht,  der  dieselbe  bei  den  Telegraphenleitungen  der  Vereinig- 
ten Staaten  im  Mittel  zu  circa  10,000  englischen  Meilen  pro  Secnnde  be- 
stimmte. 

Die  von  Querschnitt  zu  Querschnitt  fortgepflanzte  elektromotorische 
Kraft  bewirkt  an  jeder  Stelle  Verschiebung  der  positiven  Elektricität  nach 
der  einen  Richtung  und  Verschiebung  der  negativen  Elektricität  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Elektricität 
durch  die  elektromotorische  Kraft  verschoben  wird,  ist  offenbar  etwas  ganz 
anderes,  als  die  oben  ausführlicher  erwähnte  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Elektricität.  Denkt  man  sich  beispielsweise,  auf  einem  Stück  des  Lei- 
ters von  der  Länge  u  sei  im  stromlosen  Zustaude  die  Menge  +  e  von  Elek- 
tricität zugleich  enthalten.  Durch  einen  hierauf  eintretenden  Strom  werde 
die  Menge  -f-  e  in  einer  Socunde  um  das  Stück  u  nach  rechts,  die  Menge 
—  e  in  derselben  Zeit  um  das  Stück  u  nach  links  verschoben ,  dann  fliesst 
in  einer  Secunde  die  Menge  +  e  von  Elektricität  den  Querschnitt  des  Lei- 
ters hindurch  und  die  Verschiebungsgeschwindigkeit  der  Elektri- 
cität ist  «.  Bei  einer  und  derselben  Verschiebungskraft  muss  die  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  die  Elektricität  im  Leiter  verschoben  wird,  um  so  klei- 
ner sein,  je  mehr  von  den  elektrischen  Flnidis  vorhanden  ist.  Es  geht  nun 
aus  vielen,  z.B.  auch  aus  clektrolytischen  Erfahrungen  hervor,  dass  die 
Menge  neutraler  Elektricität,  die  in  einem  Körper  vorhanden,  sehr  gross, 
und  die  Verschiebungsgeschwiudigkeit  derselben  sehr  klein  sein  muss.  Bei 
der  Wasserzorsetzuug  durch  den  galvanischen  Strom  bewegen  sich  der 
Sauerstoff  und  Wasserstoff  in  der  Zersetzungszelle  jedenfalls  nur  deswegen 
nach  entgegengesetzten  Richtungen,  weil  crsterer  an  die  positive,  letzterer 
an  die  negative  Elektricität  fest  augeknüpft  ist  und  weil  diese  Elemente  nur 
mit  der  Elektricität  durch  die  elektromotorische  Kraft  fortbewegt  werden. 
Die  Menge  der  an  den  Polen  frei  werdenden  Elemente  ist  hierbei  so  gering, 
dass  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Elcctricitätsträger  nach  entgegenge- 
setzten Seiten  bewegt  werden,  seiir  unbedeutend  sein  muss.  Die  Menge  der 
Elektricität,  welche  sie  fortführt,  ist  aber  sehr  bedeutend,  wie  man  dadurch 
ermittelte,  dass  man  die  Wirkung  eines  constanten  galvanischen  Stromes 
durch  den  durch  nasse  Schnuren  verzögerten  Entladungsstrom  der  Leidner  , 
Flasche  zu  ersetzen  suchte.  Es  würde  eine  sehr  grosse  Menge  statisch  auf- 
gehäufter Elektricität  dazu  gehören,  um  die  oben  beispielsweise  erwähnte 
Zersetzung  von  Wasser  selbst  nur  bei  geringen  Klengen  des  letzteren  her- 
vorzubringen,  so  dass  also  selbst  bei  schwachen  Strömen  die  durch  den 
Querschnitt  der  Kette  fliesseude  Menge  der  Elektricität  sehr  gross,  die  Ver- 
schiebungsgeschwindigkeit derselben  sehr  klein  sein  muss. 

Schiebt  man  bei  einer  Thermokette  von  geeigneter  Construction  die 
heissen  Coutactstellen  plötzlich  hinweg,  dafür  aber,  ohne  dass  je  die  metal- 
lische Berührung  gestört  wird,  ein  Schliessungsstück  von  gleichem  Material 
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und  gleicher  Temperatur ,  als  der  übrigbleibende  Tbcil  der  Kette  zugleich 
hinein ,  so  hört  augenblicklich  der  vorher  vorhandene  constante  Strom  auf, 
denn  die  Leitung  wirkt  nun  nicht  mehr  auf  eine  in  der  Nähe  befindliche 
Magnetnadel.    Da  die  elektrische  Bewegung  aufhört,  sobald  die  elektro- 
motorische Kraft  aufhört,  so  muss  im  Schliessuugsbogen  ein  Widerstand 
vorhanden  sein,  denn  sonst  müsste  sich  die  Efcktricität  auch  noch  nach  dem 
Aufhören  der  elektromotorischen  Kruft  gleichförmig  im  Schliessuugsbogen 
fortbewegen  und  magnetische  Ferne  wirkungrn  hervorbringen.   I  ii»  die  Ur- 
sachen eines  solchen  Widerstandes  aufzufinden,  möge  man  sich  Weber  s 
Discussion  über  diesen  Gegenstand  nnschliessen    Der  Widerstand  der  Lei- 
ter könnte  davon  herrühren,  dass  dieselben  engere  oder  weitere  Uanäle  für 
die  Bewegung  der  Elektricität  besässen,  in  der  Weise,  dass  dem  Leiter  von 
grösserem  Widerstand  engere,  dem  Leiter  von  geringerem  Widerstand  wei- 
tere Oanäle  entsprachen.     Diese  Annahme  würde  allerdings  die  geringere 
Stromstärke  bei  grösserem  Widerstande  erklären,  sie  würde  jedoch  das 
Factum  unerklärt  lassen,  dass  der  Strom  mit  dem  Verschwinden  der  elektro- 
motorischen Kraft  aufhört.     Ks  liegt  indess  i-ehr  nahe,  die  Ursache  des 
Widerstandes  durch  die  Einwirkung  der  sich  entgegenkommenden  elektri- 
schen Flnida  selbst  zu  erklären,  da  aus  dieser  Annahme  leicht  zu  beweisen 
ist,  dass  das  Aufhören  der  elektromotorischen  Kraft  we<ren  Vereinigung 
beider  entgegengesetzter  Elektricitäten  das  Aufhören  der  Strömung  be- 
dingt.    Im  constanten  Strome  werden  die  sich  begegnenden  elektrischen 
Fluida  sich  zu  neutralem  Gemisch  verbinden,  dessen  Scheidung  immer  wie- 
der durch  eine  neue  electromotoriscbe  Kraft  geschieht,  welche,  da  sie  un- 
ausgesetzt dieselbe  Grösse  behält,  einen  Strom  von  unausgesetzt  gleicher 
Stärke  hervorbringt. 

Das  Factum,  dass  die  Substanz  des  Leiters  ebenfalls  auf  den  Wider- 
stand inrluirt,  sowie  Weher'«  Erklärung  des  Magnetismus  und  Diamagne- 
tisuins  durch  Molccularströme  macht  jedenfalls  die  Hinzuziehung  von  Mole- 
cularwirkungen  der  ponderabeln  Theile  auf  die  Elektricität  nothwendig. 
Derjenige,  der  die  Theorie  des  Widerstandes  aus  den  hier  gegebeuen,  von 
Weber  herrührenden  Grundziigen  derselben  logisch  entwickeln  wollte, 
müsste  jedenfalls  die  Wirkungen  der  ponderabeln  Thcile  ebenfalls  einer  • 
sorgfältigen  Betrachtung  unterwerfen.  So  lange  aber  ein  solcher  Ausbau 
der  Theorie  nicht  erfolgt  ist,  kann  man  sich  mit  Weber  von  der  Vereinig- 
ung und  Scheidung  der  elektrischen  Massen  im  Doppelstrome  folgende  Vor- 
stellung machen,  welche  von  einer  Hypothese  über  die  Molecnlarwirknngen 
keinen  Gebrauch  macht,  sondern  sich  nur  auf  das  elektrostatische  Grund- 
gesetz stützt.  Der  Fehler,  den  man  begeht,  indem  man  dieses  Gesetz  an 
der  Stelle  des  spater  zu  dedneirenden  elektrodynamischen  Grundgesetzes 
anwendet,  ist  nur  unerheblich,  da,  wie  sich  später  herausstellen  wird,  der 
Einfluss  sehr  gering  ist,  den  die  Bewegung  elektrischer  Massen  auf  ihre  ge- 
genseitige Anziehung  aasübt  und  nur  in  einzelnen  Fällen  recht  deutlich 
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hervortritt.  Die  genannte  Vorstellung  ist  nun  diese:  Es  seien  a,  6,  c  (Fig.  1) 

„.    ,  drei  positiv  elektrische  M.n- 

FlS'  Iii« 

sen ,  von  welchen  der  Eiu- 

'  fachheit  wegen  angenommeu 

  ^       wird,  dass  dieselben  anöden 

~e  Orten,  wo  sie  sich  befinden, 

festgehalten  werden.  In  Richtnng  deir  punktirten  Linie  bewege  sich  die 
negativ  elektrische  Masse  —  e;  sowie  dieselbe  in  die  Anziehungssphäre 
von  a  gelangt,  beschreibt  sie  nach  den  Keppler'schen  Gesetzen  eine  Ellipse 
um  a.  Die  fortgesetzte  Einwirkung  der  elektromotorischen  Kraft  wirkt  nach 
Art  der  Störungen  auf  die  Elemente  der  Bahn  von  —  e ,  macht  dieselbe 
immer  langgestreckter,  bis  endlich  —  e  in  die  Anziehungssphäre  von  b  ge- 
langt, wo  sich  nun  dasselbe  begiebt,  was  vorher  um  a  durch  die  Anziehung 
von  a  geschah.  Man  sieht  leicht  ein ,  wie  auf  diese  Weise  die  elektromo- 
torische Kraft  das  negativ-elektrische  Theilchen  zum  Umlaufe  in  den  Lei- 
ter nöthigt.  Um  diese  Vorstellung  dem  wirklichen  Vorgange  gemäss  abzn- 
ändern,  braucht  man  nur  weiter  anzunehmen,  dass  sich  auch  die  positiv- 
elektrischen Massen  in  Bewegung  befinden  und  die  neue  Vorstellung  dieser 
weiteren  Annahme  gemäss  auszubilden. 

§.  5.  Die  Ergänzung  des  elektrischen  Grundgesetzes  durch  Wilhelm  Weber. 

Das  elektrostatische  Grundgesetz  lässt  sich  bekanntlich  in  folgender 
Weise  aussprechen : 

„Die  Wirkung  zweier  elektrischen  Massen  erfolgt  in  der  Richtung  ihrer 
Verbindungslinie  und  ist  dem  Producte  beider  Massen  direct,  dem  Quadrate 
der  Entfernung  beider  Massen  umgekehrt  proportional.44 

Dieses  Gesetz  erklärt  jedoch  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  Strom- 
leitern nicht;  denn  befinden  sich  in  eiuem  Elemente  ds  des  einen  Strom- 
leiters gleichzeitig  zwei  elektrische  Massen  +  e  und  in  einem  Elemente  ds 
des  andern  Stromleiters  gleichzeitig  die  Massen  +  <*',  so  ergeben  sich  uach 
dem  elektrostatischen  Grundgesetz  vier  Wechselwirkungen,  deren  Resultante 
Null  sein  muss.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  das  elektrostatische  Grund- 
gesetz auch  die  Wechselwirkung  von  einem  ganzen  Stromleiter  auf  einen 
andern  ganzen  Stromleiter  nicht  zu  erklären  vermöge.  Die  wirkliche 
Existenz  der  Einwirkung  von  Stromleitern  auf  einander  erfordert  daher  ein 
andres  elektrisches  Grundgesetz  für  bewegte  elektrische  Massen,  als  für 
ruhende  Massen.  Soll  dieses  Gesetz  ganz  allgemein  sein,  so  muss  es  das 
elektrostatische  Grundgesetz  in  sich  enthalten,  d.  h.  es  muss,  wenn  man 
die  Geschwindigkeit  oder  Beschleunigung  oder  anderein  ihm  vorkommende 
auf  die  Bewegung  sich  beziehende  Grössen  der  Null  gleich  setzt,  in  das 
elektrostatische  Grundgesetz  tibergehen.  Weber  glangte  durch  Discussion 
dreier  specieller  Fälle  zu  einem  Gesetze  der  Einwirkung  bewegter  Massen 
auf  einander,  dasselbe  Gesetz  leitete  er  später  allgemeiner  aus  dem  Gesetze 
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Arapero's  ab  und  konnte  schliesslich  auch  die  Erscheinungen  derVoltain- 
duetion  in  einer  völlig  mit  der  Erfahrung  übereinstimmenden  Weise  erklä- 
ren. Die  drei  speciellen  Thatsachen,  welche  auf  das  elektrische  Grundgesetz 
führten,  waren  folgende  : 

a)  Zwei  Stromelemente,  welche  in  einer  geraden  Linie  liegen,  mit  wel- 
cher ihre  Richtung  zusammenfallt,  stossen  einander  ab,  oder 
ziehen  einander  a  n ,  jenachdera  sie  vom  Strome  in  g  1  e  i  c  h  e  m  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen  werden. 
ß)  Zwei  Stromelemente,  welche  mit  ihrer  Verbiudungslinie  rechte  Win- 
kel bilden,  werden  angezogen  oder  abgestossen,  jenachdem 
sie  vom  Strome  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne 
durchlaufen  werden, 
y)  Ein  Stromelement,  welches  mit  einem  Drahtelement  in  gerader  Linie 
liegt,  mit  welcher  die  Richtungen  beider  Elemente  zusammenfallen, 
inducirt  einen  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichteten  Strom 
im  Drahtelemente,  je  nachdem  seine  eigene  Stromintensität  ab  -  oder 
zunimmt. 

Die  ersten  beiden  Thatsachen  ergeben  sich  direct  aus  dem  durch  die 
Erfahrung  geprüften  Ampere'scben  Gesetze,  die  dritte  Thatsache  ist  durch 
Inductionsversuche  bekannt  geworden. 

o')  Discussion  der  ersten  Thatsache. 

Zwei  Stromelemente,  in  einer  Geraden  gelegen,  mit  welcher  ihre 
Richtung  zusammenfällt,  stossen  sich  ab  bei  gleichgerichtetem  Stro- 
me und  ziehen  sich  au  bei  entgegengesetzt  gerichtetem  Strome. 

Das  Ainpere'schc  Gesetz  I)  ergiebt  für  die  Wechselwirkung: 

«',)  weil  e  —  0,  ö  =  0,  die  Kraft  +-u  'Iii?-,  also  Ab- 

£  7' 

stossung. 

at)  weil  €  =  w,  0  —  0,  0  —  w,  die  Kraft  —  ^ ' »'  *** J**  »  dem- 
nach Anziehung. 

Für  das  Element  ds  ist  t  die  Stromstärke ;  ist  «  die  Verschiebungsge- 
schwindigkeit der  ElektricitÄt  in  ds,  so  ist  im  stromlosen  Zustande  die  Menge 
i  auf  die  Strecke  u  vertheilt  gewesen,  daher  ist  im  Elemente  ds  die  Menge 

'  rf  s  i*  d 
 von  El.  enthalten,  ebenso  soll  im  Elemente  ds  die.  Menge      ^  enthal- 
te u 

ten  sein,  wobei  u  die  Verschiebungsgeschwindigkeit  für  das  zweite  Strom- 
element bedeuten  möge.  Die  elektrostatischen  Wirkungen  der  vier  elektri- 
schen Massen  sind  im  betrachteten  Augenblicke  in  den  Fällen  tt't  und  «',: 

it  ds  .  ds'       ii' ds  .  ds'       it"  ds  .  ds'       it  ds  .  ds' 

"T"      f        ;    ,  ~i     t  — ,  2     '     >  "T"     ,  7  ' 

r.«M  rx  u  u  r  u  ti  r  .  u  .  u 

Die  Resultante  dieser  vier  Wirkungen  ist  Null,  die  wirklich  stattfin- 
dende» Wirkung  der  Stromelemente  auf  einander  rührt  demnach  nicht  von 
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der  relativen  Entfernung  r  der  Massen  von  einander  her,  sie  muss  vielmehr 

von  dem  Bewegungs zustande,  also  etwa  von  der  relativen  Geschwin- 

dr  rf'r 
digkeit  —  ,  oder  der  relativen  Beschleunigung  — - ,  wie  sie  im  betrachteten 
dt  dt* 

Augenblicke  je  zweien  der*  elektrischen  Massen  zukommt,  abhängig  sein. 
Nun  berücksichtige  man:  das  Quadrat  der  relativen  Geschwindigkeit  ist  bei 
den  in  gleichem  Sinne  bewegten  elektrischen  Massen  («— w')*,  daher  stets 
kleiner  als  bei  den  in  entgegengesetztem  Sinne  bewegten  elektrischen 
Massen ,  bei  denen  dasselbe  (u  +  u)*  ist.  Die  dynamische  Wirkung  der 
vier  elektrischen  Mausen  erklärt  sich,  wie  man  leicht  erkennt,  durch  die 
Hypothese,  dass  diese  Wirkung  proportional  sei  dem  Producte  der  elek- 
trischen Massen  und  ferner  proportional  sei  dem  negativen  Quadrate  der 

relativen  Geschwindigkeit,  nämlich:  —  (^)  ;  man  erhält  nämlich  für  glei- 
che Stromesrichtung  (Fall  «',)  die  Wechselwirkungen : 

ids     _  ,  tds  ii'ds.ds'     ,     ,  fv_, 

von+_auf+^-  :   +      ^  x[-(u-*/)'], 

,  ids      .      tds            ii'ds.ds'     _     .  , 
von+_RUf__.  .  _,__><[__(,,+  ,,)»], 

ids  tds'        .  ii'ds.ds      .     .  ^„ 

von  auf   :   H  , —  X  —  (w  —  ujl 

u  u  uu  1     x         1 1 

ids  tds  ii'  ds  .  ds'  . 

von__ftaf+_    .    _        __><[— (!!  +  «)•]. 

Daher  ist  die  Gesammtwirkung  der  in  gleichem  Sinne  bewegten  elektri- 
schen Massen: 

2ii'dsds 

 ;  (m  —  u  )*; 

uu 

die  Wirkung  der  in  ungleichem  Sinne  bewegten  elektrischen  Massen  ist 
jedoch: 

'Zii'dsds 
+ — -• —  («  +  «)*? 

Die  Resultante  beider  Wirkungen  ist  positiv,  weil  (m-}-m')*>  (m  —  u')*,  da- 
her ist  die  gemachte  Hypothese  —  wie  sich  übrigens  auch  durch  Anwen- 
dung auf  den  Fall  «t  ergeben  würde  —  wenigstens  nicht  mit  der  ersten 
Thatsache  in  offenbarem  Widerspruche.  Da  nun  bei  dem  aufzufindenden 
allgemeinen  Grundgesetze  der  Elcktricitätslehre  jedenfalls  das  elektrosta 
tische  Grundgesetz  herauskommen  muss,  wenn  die  relative  Geschwindigkeit 
Nnll  ist,  so  hat  Weber  folgende  Hypothese  für  die  Einwirkung  zweier 
elektrischen  Massen  e  und  e  an  die  Stelle  der  vorigen  gesetzt : 

d  f  £  <j 

welcher  Ausdruck  für  —  tibergeht  in  — ,   d.  i.  also  in  den  Ausdruck  des 

dl  r 
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r        •  /  9      .     '  .    *.m      ii'dsds'  (  1        .  «  ,  .  m'\ 

a*  («^  —  2«  m +«*)]  = —    — o,-,  +  2fl' — ö«  -  • 


elektrostatischen  Grundgesetzes.  In  diesem  Ausdrucke  bedeutet  a*  eine 
Constante,  deren  Grösse  abhängig  ist  von  dem  Elektricitätsmaas,  in  wel- 
chem e  und  e  ausgedrückt  sind,  von  dem  Längenmaase ,  in  welchem  r  und 
dr 

—  ausgedrückt  ist  und  endlich  von  dem  Kraftniaase,  in  welchem  der  ganze 

Ausdruck  die  Grösse  der  Wechselwirkung  ergiobt.  Der  gegebene  Ausdruck 
erklärt  die  Specialfällo  der  ersten  Thatsache  vollkommen,  denn  man  hat : 

I)  im  Falle  er',  für  die  Einwirkung  von  +  ^  auf  +  i£  : 

ii'dsds'         .  ,  „  ,  .  ii'dsds 

r*uu 

Hieraus  erhält  man  durch  Vertauschung  von  +  n  mit  — u  die  Wechsel  wir- 
ids  i'ds' 

kung  von  auf  H  -.    Bildet  man  auf  diese  Weise  die  Ausdrücke, 

MM 

die  noch  fehlen,  so  erhält  man  als  Resultante  aller  Wechselwirkungen,  wel- 
che gleich  ihrer  Summe  ist : 

,  ii'dsds' 
8a«.  — —  . 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  ans  dem  Ampere'schen  Gesetz  erhaltenen 
k*     ds  ds' 

-|-  —  it — —  bei  gehöriger  Bestimmung  der  Constanten  a%  überein.  Es  ist 

hierbei  stillschweigend  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass  die  Wech- 
selwirkung der  elektrischen  Massen  ganz  auf  den  ponderabeln  Träger 
übertragen  wird.  Die  Annahme,  dass  die  elektrischen  Massen  in  Richtung 
des  Leiters  ohne  allen  Widerstand  verschoben  werden,  wenn  sie  von  ihren 
eigenen  Wechselwirkungen  afficirt  werden,  ist  hier  völlig  unstatthaft,  denn 
es  könnte  hieraus  die  Uebertragnng  der  Wirkung  auf  den  Leiter  nicht  er- 
erklärt werden.  Die  Hypothese,  dass  die  Wirkung  der  elektrischen  Massen 
auf  einander  vollständig  auf  den  ponderabeln  Träger  übergehe,  führt 
übrigens,  wie  sich  später  herausstellen  wird,  zu  einem  mit  der  Erfahrung 
völlig  Übereinstimmenden  Gesetze. 

ids  tds' 

II)  Im  Falle      hat  man  für  die  Einwirkung  von  +  —  auf  + 

VU  r*   1  v  ' 

Indem  man  auch  hier  auf  gehörige  Weise  die  Geschwindigkeiten  -f-  m  und 
+  u  in  — u  und  — u  umwandelt,  erhält  man  die  Einwirkung  der  übrigen 
drei  Massen  auf  einander,  die  Resultante  aller  vier  Wirkungen  ist  ihrer 
Summe  gleich  und  beträgt : 

ii'dsds 

Auch  hier  stimmt  da«  Resultat  mit  dem  durch  Anwendung  von  Ampere's 
Gesetz  gewonnenen : 

18* 
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ii'dsds 
2  r,__ 

überoin. 

ff)  Discussion  der  zweiten  Thatsache. 

Zwei  Stromeleraente,  welche  mit  ihrer  Verbindungslinie  rechte  Winkel 
bilden,  werden  angezogen,  sobald  sie  vom  Strome  in  gleichem  Sinne 
durchlaufen  werden,  abgestossen,  sobald  der  Strom  in  ihnen  entge- 
gengesetzte Richtung  hat. 

Wendet  man  auf  diese  zwei  Fälle  der  zweiten  Thatsache  das  Gesetz 
Amp&re's  an,  so  erhält  man : 

wegen  «  =  0,  S  =  — ,  8'  —  —  den  Ausdruck 

..ii'dsds 

-**-?—• 

demnach  Anziehung. 

71  7t 

ß\)  wegen  t~n,  Ö  ~-  — ,         -  den  Ausdruck 

,mii'd s  ds 

demnach  Abstossung. 

Die  relative  Geschwindigkeit  ist  hier  immer  Null,  denn  beträgt  z.B. 
die  Entfernung  der  beiden  positiv  elektrischen  Massen  im  SpecialfahV  n, 
im  betrachteten  Augenblicke,  von  welchem  an  etwa  die  Zeit  gezählt  werden 
möge,  r,  so  ist  sie  dann  am  Ende  der  Zeit  /  dem  Ausdrucke 

o  =  /r«  +  (W-Y)'/' 
gleich,  daher  ist  die  relative  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  /: 

rfp  (m  —  u'*)t 

<*'  ~~*  }/>'  +  (u ;  - 'ur)'7* 
Um  aus  diesem  Auhdrucke  die  relative  Geschwindigkeit  der  übrigeu  Massen 
zu  finden,  braucht  man  nur  auf  geeignete  Weise  die  Zeichen  der  Geschwin- 
digkeiten m,  u  einzeln  oder  beide  zugleich  zu  wechseln.  Setzt  man  hierauf 
/  =  0,  60  erhält  man  für  die  relative  Geschwindigkeit  in  dem  bctraclitcten 
dr 

Augenblicke  —  =0.    In  den  vorliegenden  beiden  Specialfallen  hat  man 

demnach  eine  anderweite  Ergänzung  des  statischen  Grundgesetzes  der 
Elektricität  eintreten  zu  lassen;  man  wird  hierbei  am  Besten  die  Wirknng 
zweier  elektrischen  Massen  abhängig  machen  von  ihrer  relativen  Beschleo- 
nigung,  denn  diese  ist  bei  den  Specialfällen  der  Thatsache  ß  nirgends  Null, 
während  sie  in  allen  Fällen  der  Thatsache  o  der  Null  gleich  ist.  Die  vor 
geschlagene  Ergänzung  stösst  demnach  die  Discussion  über  o  keineswegs 
um,  ist  aber,  wie  sich  bald  ergeben  wird,  geeignet,  die  Thatsache  ß  zu  er- 
klären. 
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Fassen  wir  zunächst  den  Fall  ß't)  ins  Auge,  ao  erhalten  wir  für  die  re- 
lative Beschleunigung  der  beiden  positiv  elektrischen  Masseu  am  Ende  der 
Zeit  r: 

d*Q  (u  —  u)  (u  —  u'y  t9 

daher  für  die  relative  Beschleunigung  im  betrachteten  Augenblicke    =0) : 

d*r  _(u--try 

dt9"'    r  ' 

Für  die  elektrischen  Massen  : 
+  *~  und  — ist  demnach  die  relative  Beschleunigung  —      "  ^  , 

ids  i'ds  (W  -  »')« 

mm'  r  1 

ids      _    ,  i'ds  («  +  «? 

 und  -f  — —  -  -  —  —  --. 

mm  r 

Die  relative  Beschleunigung  der  in  demselben  Sinne  bewegten  elektri- 
schen Massen  ist  daher  gleich  gross,  ebenso  ist  die.  relative  Beschleunigung 
der  in  entgegengesetztem  Sinne  bewegten  elektrischen  Massen  unter  sich 
gleich.  Nehmen  wir  versuchsweise  an,  die  Wirkung  der  elektrischen  Mas- 
sen geschehe  in  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  und  setzen  dieselbe  pro- 
portional ihrer  relativen  Beschleunigung,  so  erkennen  wir,  dass  die  Wech- 
selwirkung der  in  gleichem  Sinne  bewegten  elektrischen  Massen  folgen- 
dem Ausdruck  proportional  ist: 

ii'dsds  , 
 >-  .  (m  —  u)\ 

während  die  Wechselwirkung  der  in  entgegengesetzter  Richtung  be- 
wegten elektrischen  Massen  proportional  ist: 

ii'dsds  ,  , 

 ,-  (m  +  m)«. 

ruu 

Die  Resultante  aller  Wechselwirkungen  ist  negativ,  weil  (m+m')'>(m — m')*, 
d.  h.  es  findet  hier  noch  Anziehung  statt.  Ein  gleich  günstiges  Resultat 
für  den  Erklärungsversuch  würde  man  erhalteu ,  wenn  man  in  Ahnlicher 
Weise  den  Fall  ßTt  in  Betracht  ziehen  würde.  Weber  schlägt  in  Folge 
dieser  von  ihm  angestellten  Betrachtungen  vor,  die  Wechselwirkung  zweier 
elektrischen  Massen  e  und  e ,  die  in  der  Verbindungslinie  beider  stattfindet, 
dem  Ausdrucke: 


gleichzusetzen,  wobei  a*  eine  Constante  und  b  eine  von  der  Beschleunigung 
uud  Geschwindigkeit  unabhängige,  später  zu  bestimmende  Grösse  bedeutet. 
I)  Im  Falle  ß>t  ist  die  Einwirkung  der  positiv  elektrischen  Masse 

'-^  auf  die  positiv  elektrische  Masse  '-^ß- : 
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ids  i'ds'  . 

Man  erhält  hieraus  die  Einwirkung  von  —  auf  — —7-  ,  indem  man  in  001- 

u  u 

gern  Ausdrucke  statt  +  «'  die  Geschwindigkeit  —u  einführt;  überhaupt  hat 
man,  um  von  einer  positiven  Masse  ausgehend,  die  Wirkung  der  zugeordne- 
ten negativen  Masse  zu  finden,  anstatt  der  zugehörigen  Geschwindigkeit 
deren  negativen  Werth  einzusetzen.  Um  nun  die  zu  dem  obigen  Ausdrucke 
gehörigen  drei  andern  Ausdrücko  der  Wechselwirkung  zu  finden,  muss 
man  demnach  anstatt  -\-u  und  -\-u  der  Reihe  nach  einführen  -f-w  und  — 
—  u  und  — m',  — 1/  und  +  «'.  Die  Cesamratwirkung  ist  die.  Summe  der  so 
erhaltenen  Ausdrücke,  bei  deren  Herstellung  sich ,  wie  man  leicht  erkennt, 

alle  Glieder  in  der  Parenthese  nebon  "  ^  ds  paarweise  heben,  die  u  und 

u  enthalten,  so  dnss  nur  übrig  bleibt: 

Sii'ds.ds  b 
~         r>  '7* 

Nimmt  man  b  als  positiv  und  in  geeigneter  Weise  abhängig  von  r  an,  so 
erhält  man  für  die  Wechselwirkung  denselben  Werth,  als  durch  das  Ampere- 
sche Gesetz,  nämlich  : 

r* 

II)  Im  Falle  ß9)  erhält  man  in  der  im  vorigen  Falle  angegebenen  Weise 
für  die  Resultante  der  vier  Wechselwirkungen : 

r2  r 

und  es  würde  derselbe  Werth  von  h,  wie  im  vorigen  Falle,  diesen  Ausdruck 
identisch  machen  dem  durch  Anwendung  von  Ampere1»  Gesetz  erhaltenen: 

Die  Discussion  der  Thatsachen  «'  und  ß'  wird  endlich  erschöpft  mit 
der  Auffindung  der  Beziehuug,  welche  zwischen  den  Grössen  b  und  a  statt- 
findet. Bezeichnen  wir  auch  die  Grösse  der  Wechselwirkung  in  den  vier 
Fällen  mit  o', ,  ,  ,  ß't ,  so  lassen  sich  die  durch  Ampere's  Gesetz  ge- 
fundenen Wechselwirkungen  in  ihrem  gegenseitigen  Verhältnisse  auf  fol- 
gende Weise  ausdrücken : 

M        k*  i  i  'ds  ds        , .  i  i  'd  $  ds 

2  "  TT"  TT"  =  l:-2, 

.     n.       Pii'dsds  „ii'dsds 
«,:/5t=---  ~t —  :+**   =1  :  — 2, 

wenn  man  in  allen  vier  Fällen  die  1,  %  etc.  gleich  gross  annimmt.  Die  durch 
das  hypothetische  elektrische  Grundgesetz  gefundenen  Wechselwirkungen 
ergeben  jedoch : 
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,     „      SaUi'dsds       Sii'dsds    b       ,  6 

«  i  '■  P  \~  :  : —  —  ,  ■•  —  .  —  =cr:  , 

r*  r*         r  r 

,                  Sa'ii'dsds     ,  Sii'dsds    b        ,  6 
« t :  P  t  =  %   :  +  ,  .  —  =  a* :  . 

Die  Gleichung  der  gleichen  Verhältnisse  in  den  Proportionen  ergiebt  über- 
einstimmend : 

b  =  2a'r, 

so  dass  man  nun  das  hypothetische  Auziehungsgesetz  zwischen  zwei  elek- 
trischeu  Massen  e  und  e  bei  der  Entfernung  r,  relativen  Geschwindigkeit 

d  f         d*  f 

und  Beschleunigung  —  und  —  ausdrücken  kann,  wie  folgt : 


wobei  a  eine  Constante,  die  später  zu  bestimmen  ist,  bedeutet. 

y')  Liegt  ein  Drahtelement  mit  einem  Stromelement  in  gerader  Linie, 
in  welchem  auch  die  Stromrichtung  des  letzteren  enthalten  ist,  so  wird  in 
ersterem  ein  gleich-  oder  entgegengesetzt  gerichteter  Strom  inducirt, 
jenachdem  die  Intensität  des  Stromelementes  ab  -  oder  zunimmt. 

In  c  (Fig.  l)  möge  das  Stromelement  sein,  dessen  Stärke  im  betrachte- 
ten Augenblicke  t0  sein  möge,  dessen  Intensität  sich  aber  von  da  an  da- 
durch ändern  möge,  dass  die  anfängliche  Geschwindigkeit  +  uQ  der  in  dem- 
selben befindlichen  Elektricität  grösser  oder  kleiner  werde.  In  dem  mit 
diesem  Elemente  zusammenhängenden  Strome  kommt  die  Menge  t  von  Elek- 
tricität auf  die  Strecke  u  des  Leiters,  daher  die  Menge  ~  auf  die  Strecke  1; 

du 

geht  nun  die  Geschwindigkeit  u  in  u-j-  —  <//  über,  so  geht  die  Menge  »  der 

Elektricität,  welche  in  einer  Secuude  durch  den  Querschnitt  des  Leiters 
fliesst,  Uber  in 

hieraus  ergiebt  sich : 

di  i  du 
dl      u  dt 

Zunächst  soll  die  Einwirkung  betrachtet  werden,  welche  das  Strom- 
element c  auf  das  Drahtelement  b  hervorbringt,  in  welchem  sich  die  elek- 
trischen Massen  +  e'ds  befinden  mögen  (d.  h.  auf  der  Strecke  1  die  Menge 
e  von  Elektricität).  Der  Strom  in  c  möge  die  Richtung  bc  besitzen,  so  dass 
man  am  besten  dieselbe  Richtung  als  die  positive  für  u  annimmt,  die  Ent- 
fernung r,  welche  von  b  aus  nach  r  hin  gerechnet  wird,  ist  deshalb  auch 
als  positiv  anzunehmen.  Ist  ab  anfänglich  gleich  r0,  so  ist  am  Ende  der 
Zeit/: 
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l 

für  +  —  ds  und  +  f'rf*'  die  Entfernung  r  =  r0  +  /  u  cf/, 

u 

für  —  —  d*  und  +  e'ds'    „  „        r  =  r0 — j u  dt, 

"0  d*  d  ° 

und  deswegen      =  -f*  Mt  sowie  yyr™  4"       m  ^en  beiden  ersten  Fällen 

und  -—  =  —  u,  sowie  — r  =  in  den  beiden  letzten  Fällen.    Man  er- 

dt  dt9  dt 

,   .    ,  ,  .  .  ,  „     du  ,„     .  du      u  di 

hält  daher,  zugleich  für  —  seinen  W  erth  —  =  —  —  einsetzend,  für  die 

dt  dl       1  dl 

Einwirkuug  der  beiden  Massen  +        auf  -f-  e'ds'  die  beiden  Ausdrücke: 

ids  eds  (        .  ,        ,    udi\      eds'dsfi  ,  di\ 

und . (im  vorigen  — w  statt  +  m  gesetzt!): 

-S-\-u+attU  +  2a*rdt> 
Die  Kesultante  dieser  beiden  auf  -\-e'ds  wirkenden  Kräfte  ist: 

+ Aalc'ds  .  ds  di 
— — ■  .  —  . 
r  dl 

Setzt  mau  in  den  vorigen  Ausdrücken  — e  statt  -fr-  e\  50  erhalt  man  die 

ids 

Einwirkungen  von  +  — -  auf  — eds' ,  deren  Kesultante  hiernach  ist: 

4a*/ds'ds  di 
r  dt 

Man  erkennt  hieraus:  Es  wird  auf  die  positive  Masse  in  b  eine  abstossemJp, 
d.  i.  nach  ba  gerichtete  Kraft,  auf  die  negative  Masse  eine  nach  ab  gerich- 
tete anziehende  Kraft  ausgeübt,  wenn  positiv  ist,  d.  h.  es  wird  hei  Zu- 
nahme der  StromintcnsitÜt  ein  entgegengesetzt  gerichteter  Strom 
bei  Abnahme  der  Stromintcnsität  ein  gleichgerichteter  Strom  in  6 
inducirt. 

Besitzt  der  Strom  in  c  die  Richtung  cb,  so  ist  auch  ca  die  positive 
Richtung  für  u  und  r,  daher  ist  r  (unter  r0  die  anfängliche  absolute  Ent- 
fernung verstanden) : 

t 

für  -I-  -P  und  +  eds  die  Entfernung  r  =  —  r0+  I  u  dl, 

0 

/ 

für  — -  -  und  +  e'ds  die  Entfernung  r  —  —  r0  —  I  udt. 

0 
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Demnach  erhält  man  für  die  Einwirkung  auf  +  e'ds  wieder: 

.  A^c'ds'dsdi 
+   "r0  dl 
und  für  die  Einwirkung  auf  — eds\  wie  vorhin: 

Aa* e'ds  dt  dt 

70 Jr 

d.  h.  man  gelangt  zu  demselben  Resultate,  wie  bei  dem  in  der  Richtung  bc 
angenommenen  Strome. 

Führt  man  die  Rechnung  für  ein  in  a  befindliches  Stromelcment  durch, 
so  gelangt  man  ebenfalls  zu  dem  Resultate,  dass  abnehmende  Strominten- 
aität  einen  gleichgerichteten,  zunehmende  Stromintcnsität  einen  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Strom  inducirt.  Es  ist  hiernach  als  bewiesen  zu  be- 
trachten, dass  das  elektrische  Grundgesetz  in  seiner  allgemeinen  Form  auch 
die  dritte  der  Thatsacheu  erklärt,  die  zu  vorläufiger  Prüfung  desselben 
ausgesprochen  worden  ist. 

§.  6.  Ableitung  des  Ampereschen  Gesetzes  aus  dem  allgemeinen  Grund- 
gesetz der  Elektrioitätslehre. 

Nachdem  Wilhelm  Weber  das  Grundgesetz  der  Elektricit.ltslehre 
aus  den  zwei  ersten  Thatsachen  des  vorigen  Paragraphen  hypothetisch  ab- 
geleitet und  an  der  dritten  Thatsache  vorlaufig  geprüft  hatte,  zeigte  er,  dass 
sich  das  Gesetz  Ampere's  so  transformiren  lüsst,*)  dass  man  es  in  vier 
Theile  zerfallen  kann,  von  denen  der  erste  Theil  der  positiv  elektrischen 
Masse  -f-  e  des  ersten  Elements  auf  die  positiv  elektrische  -{-«'des  zweiten 
entspricht,  während  die  übrigen  Theile  den  Wirkungen  von  -f"  e  ÄUf  — e\ 
von  — e  auf  — e  und  von  — e  auf  +e  entsprechen.  Jeder  dieser  vier 
Ausdrücke  besass  dieselbe  Form,  als  das  aus  der  Discussion  der  drei  spe- 
ciellen  Thatsachen  hervorgegangene  Gesetz,  nämlich: 

!taj}tfl.[1_^r+w,*f]. 

dr  d%r 

wobei  r  die  Entfernung,  sowie  —  und        die  relative  Geschwindigkeit  und 

Beschleunigung  der  elektrischen  Massen  bedeuten  und  «  eine  Constante  ist, 
welche  durch  Versuche  zu  bestimmen  ist.  —  Hierauf  zeigte  Weber,  dass 
man  umgekehrt  das  Gesetz  Ampere's  wiederum  aus  dem  allgemeinen 
Grundgesetze  ableiten  könne. 

Es  soll  in  diesem  Aufsatze  —  um  kurz  zu  sein  —  nur  eine  der  beiden 
Ableitungen  gegeben  werden  und  zwar  die  letztere,  es  wird  leicht  sein,  dar- 
nach zu  ersehen,  auf  welche  Weise  die  erstere  zu  bewerkstelligen  sein  würde. 

Die  Elemente,  deren  Wirkungeu  auf  einander  in  Betracht  gezogen 
werden  sollen,  mögen  Curvcn  angehören,  deren  Gleichungen  auf  ein  recht- 
winkliges Raumcoordinatensystein  bezogen,  folgende  sind: 

♦)  Elektrodynamische  Maasbestimmungcn,  1840,  S.  113. 
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y  =  /"(*),  *  =  ij  =  g>(0, 

ferner  möge  i  die  Intensität,  u  die  Verschiebungsgeschwindigkeit  des  durch 
die  erste  ,Curve  hindurchfliessenden  Stromes  sein,  sowie  i'  die  Strominten- 
sität und  u  die  Verschiebungsgeschwindigkeit  in  der  zweiten  Cnrve  bedeu- 
ten, wobei  unter  u  und  u  die  absoluten  Werthe  der  Geschwindigkeiten 
zu  verstehen  sind.  Die  Coordinaten  x  }  y,  s,  £,17,  £  können  aber  zugleich 
zur  Bezeichnung  der  Stellen  im  Räume  benutzt  werden,  an  welchen  sich 
am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  t  die  elektrischen  Massen  befinden.  Es  Ter- 

%  df  s 

steht  sich  hiernach  von  selbst,  dass       y,  z  für  die  Masse  A  andre 

u 

i  d  s 

Werthe  besitzen  müssen,  als  für  die  elektrische  Masse  etc. 

Es  möge  nun  zunächst  die  Einwirkung  der  positiv  elektrischen  Massen 
i  ff  jj  f d 

H  und  H  auf  einander  bestimmt  werden,  aus  dieser  lassen  sich 

u  u 

die  Einwirkungen  der  übrigen  elektrischen  Massen  auf  einander  durch  Zei- 
chenvertauschung  leicht  ableiten.    Das  allgemeine  elektrische  GrundgeseU 

d  r  </*r 

enthält  die  Grössen  —  und  welche  durch  Differentiation  folgender 

Gleichung  erhalten  werden  können: 

i)         ,»=,«_,)• +  (,-,)• +«-«)•. 

Man  hat  bei  dieser  Differentiation  immer  zu  berücksichtigen,  dass,  wenn 

man  t  um  dt  wachsen  lässt,  die  Curvenbögen  s  (den  ar,  y,  r  zugehörig)  um 

ds  =  udt  und  s  (den  £,  rj,  £  angehörig)  um  ds'=udt  zunehmen.  Man 

kann  daher  schreiben: 

dr  sfd£ds'  dxds\ 

y)\ds  dl  dsdl) 

+  ^     ^Kds'dt  dsdt) 

dr  (  ,  d^  dr\ 

r  —  =  (|  -  x)  1  u  — ,  —  u  —  ) 
dt      v*       J\   ds  dsj 

+<«-»)("3-?.) 

Die  Anordnung  der  Glieder  dieses  Ausdruckes  nach  u  und  u  und  die  Divi- 
sion der  ganzen  Gleichung  durch  r  ergiebt: 

<ir  _        — ,     —  ytft?     t  —  z  d$\ 
dl      "  \   r     ds*    r    ds*    r  dg') 
ß-xdx     v  —  ydy  t—zdz\ 


oder : 


ds        r  ds/ 
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o<ler : 

dr 

2)  —  =  u  cos  &  —  u  cos  8, 

dt 

wobei  0  der  Winkel  ist,  den  r  mit  d$  einschliesst  und  &'  der  Winkel,  den 
r  mit  ds'  einscbliesst. 

dr 

Differcntiirt  man  nnn  r  —  nochmals,  so  erhalt  man  unter  Berücksich- 

dl 

tigung  der  Beziehungen:  ^  =  n  und  ^  =u  : 

+«->(-S»-'S) 

Oder,  wenn  man  die  Glieder  nach  den  Grössen  w  und  m'  anordnet: 

\ds  ds      d $  ds      ds  d  s  / 
Indem  mau  unter  Anderem  berUckMiehtigt ,  dass  der  Ausdruck  unter  der 
letzten  Klammer  den  cost  darstellt,  wobei  £  den  Winkel  bedeutet,  welchen 
die  Stromrichtungen  in  den  Elementen  ds  und  ds'  mit  einander  einschlies- 
sen,  erhält  man  schliesslich: 

d*r      /dr\         i       ,        .  d*x     ,        x  d*y      ,  d*z\ 

+^l'+tt-*)g+u-»)55+(t-I)gi 

—  2  mm'  cost. 

Die  Anwendung  des  allgemeinen  Grundgesetzes: 

r 

erfordert  den  Ausdruck  für : 

den  man  erhält,  sobald  man  die  Gleichung  3)  mit  2  multiplicirt  und  dann 
das  dreifache  Quadrat  von  2)  addirt,  denn: 
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 ^   •.-J-s-^-s-  r  .-  ^-  _■         ------  -.->  .     ^,     ■-  ■  - 


-  -*  - 


Man  erhält  bei  Ausführung  dieser  Operation  und  indem  mau  sogleich  den 

t '  ti  s  t * '  d  s* 

Factor  a*  und  die  Factoren  +  —  und  — — ,  wie  es  das  Grundgesetz  ver- 

u  u 

langt,  hinzusetzt,  für  die  Einwirkung  der  positiven  Massen : 

r     d'r      /drVlids  i'ds  1 

=  j  i'.  [2  -  3  cot  «  +  2  (x  -  {)  £f  +  2  (v  _.,)  0  +  2  (_0  £] 

^'[2-3^8  + 2(4-x)^|  +  2(,-J,)^1  +  2(f-z)^|] 

1  «      0      «fl  a'ii'ds  ds 
—  4cosi-\-QcosßcosQ]   f  

Die  Gleichung  4)  enthalt  alles,  was  sofort  zur  vollständigen  Auflösung 
der  Aufgabe  führen  kann,  denn  das  dritte  Glied  des  Grundgesetzes 

•  ec      i  ds  i'ds  1 
r*        u     u    '  r* 

braucht  man  nicht,  weil  dieses  die  statische  Wirkung  der  Massen  repräsen- 
tirend,  bei  dem  Zusammenziehen  mit  den  statischen  Wirkungen  der  andern 
drei  Massen  mit  diesen  zusammen  der  Null  gleich  wird.  Der  Ausdruck  4) 
stellt  die  dynamischen  Wirkungen  der  positiven  Massen  dar,  wie  sie  sich 
im  betrachteten  Augenblicke  (l  =  0)  herausstellen,  wenn  man  jetzt  unter 
0,  ö',  f,  o:,  y,  Tjy  f,  und  unter  dein  zweiten  Differentialquotiontcn  der 
letzten  sechs  Grössen  diejenigen  Werthe  dieser  Functionen  von  /  versteht, 
welche  sie  für  f  —  0  annehmen.  Derselbe  Ausdruck  4)  stellt  auch  die  dy- 
namischen Wirkungen  der  übrigen  drei  Massen  vor,  sobald  man:  — u  statt 

(ds  ids 

u  schreibt,  um  von  dor  Masse  -J  auf  die  Masse  ,  und  —  u  statt 

u  u 

ids*                              '  '</  9 
u  schreibt,  um  von  der  Masse  -f-  ~-r-  auf  die  Masse  zu  gelangen. 

Die  oben  genannten  Grössen  &,  e,  .r,  yf  z,  §,  rj,  £  etc.  bleiben  hierbei  un- 
geändert,  denn  dieselben  müssen  für  /  =  0  Coordinaten-  und  Winkel- 
werthe  an  denselben  zwei  Punkten  der  Curven  geben.  Bildet  man  nun, 
um  die  noch  fehlenden  drei  dynamischen  Wechselwirkungen  zu  erhalten, 
aus  4)  die  drei  entsprechenden  Ausdrücke,  indem  man  die  geeigneten  Zei- 
cheuvertauschungen  vornimmt,  und  addirt  dann  die  den  vier  Wechselwir- 
kungen entsprechenden  Ausdrücke,  so  erkennt  man:  die  Glieder,  die  — , 

und  —  enthalten,  geben  in  Summa  Null,  die  von  u  und  u  freien  Glieder  be- 
halten jedoch  bei  allen  Zeichenvertauschungen  dasselbe  Vorzeichen,  so  dass 
als  Gcsammtwechsclwirkung  erhält: 
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* 

5)  —  10«* . 1 1  d*t  d*  (cos  f  -  |  cos  6  cos  ©'). 

Man  erkennt  hieraas,  dass  Weber's  allgemeines  Grundgesetz  das  A m- 
pere'sche  Gesetz  als  einen  speciellen  Fall  in  sich  enthält,  was  zn  bewei- 
sen war.  Gleichzeitig  bemerkt  man,  dass  der  Ausdruck  5)  zur  Bestimmung 
der  Constanten  a  benutzt  werden  kann.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  man 
a)  eine  Maaseinheit  für  das  elektrische  Fluidum,  aus  seinen  Fernewirkungen 
dcftnirt,  z.  B.  folgende,  festsetzt:  die  Einheit  des  elektrischen  Flui  du  ras  ist 
diejenige  Menge,  welche  in  einem  Punkte  concentrirt,  auf  die  ihr  gleiche 
Menge  in  der  Entfernungseinheit  die  abstos.sendc  Kraft  1  ausübt;  b)  dass  man 
statisch  eine  grössere  Menge  Elektricitat  nach  dera  angegebenen  Mause  messe 
und  dannc)  in  einer  genau  bekannten  Zeit  durch  Leiter  hindurchfliessen  lasse, 
welche  beweglich  aufgehangen  sind  und  deren  Wirkung  auf  einander  man 
beobachtet.  Die  beobachtete  und  aus  5)  berechnete  Wirkung  wird- dann 
auf  den  numerisehen  Werth  der  Constanten  a  führen.  Wie  man  es  hierbei 
möglich  raachen  kann,  einen  Strom  durch  statisch  aufgehäufte  Elektrici-  - 
tat  herzustellen,  welcher  einem  galvanischen  Strome  so  viel  als  möglich 
gleicht,  soll  in  einem  späteren  Capitel  gezeigt  werden,  wo  die  Bestimmung 
der  Constanten  a  ausführlicher  besprochen  werden  wird.  Es  möge  hierbei 
noch  folgende  Bemerkung  Platz  finden.  Berechnet  man  mit  Hülfe  von  4) 
den  Unterschied  der  Kraft,  welche  vom  Strouae  t  in  ds'  auf  die  positiv 
elektrische  Masse  in  ds  und  derjenigen  Kraft,  welche  vom  Strome  t"  in  ds 
auf  die  negativ  elektrische  Masse  in  ds  ausgeübt  wird,  so  findet  man,  dass 
dieser  Unterschied  der  Null  gleich  ist,  d.h.  durch  den  Strom  i'  in  ds'  werden 
neue  scheidende  Kräfte  im  Elemente  ds  nicht  hervorgerufen,  die  Strom- 
stärke bleibt  ungeändert.  Ebenso  wird  durch  den  Strom  i  in  ds  die  Strom- 
stärke im  Elemente  ds  nicht  verändert. 


§.  7.  Induction  durch  Bewegung  eines  neutralen  Drahtelementes  in  der 

Nähe  eines  ruhenden  Stromelementes. 

Die  Coordinaten  des  ruhenden  Drahtcleraentes  rf*,  in  welchem  ein 
Strom  von  der  Stärke  r  vorhanden  ist  (Verschiebungsgeschwindigkeit  +  tt 
der  Elektricität)  seien  am  Ende  der  Zeit  t  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  j-,  y.  r,  im  betrachteten  Augenblicke  (/  — 0)  jedoch  x0, 
y0,  r0;  die  Coordinaten  des  Elementes  ds  seien  f,  t/,  J  am  Ende  der  Zeit  /; 
lo»  Voi  £o  "n  betrachteten  Augenblicke  /  —  0.  Die  Menge  der  Elektricität, 
welche  im  neutralen  Leiter  auf  die  Strecke  1  kommt,  sei  -f  c\  die  Induction 
werde  bewerkstelligt,  indem  der  Leiter  ds'  in  einer  Richtung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit u  fortbewegt  wird,  welche  mit  der  von  rf*  nach  ds'  gezoge- 
nen Verbindungsliuie  r  beider  Elemente  den  Lö'  und  mit  den  positiven  Co- 
ordinatenachsen  die  Winkel  a,  0,  y  einschliesst.    Ferner  möge  der  Winkel, 
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den  r  mit  d s  bildet,  durch  G  und  der  Winkel,  den  ds  mit  der  Richtung  von 
u  einschliesst,  durch  e  bezeichnet  werden. 

Der  gegenwärtige  Fall  unterscheidet  sich  von  dem  vorigen  dadurch, 
dass  hier  die  beiden  elektrischen  Massen  +e'ds  im  neutralen  Leiter  mit 
derselben  Geschwindigkeit  u  nach  derselben  Richtung  hin  fortbewegt  wer- 
den.   Daher  haben  wir  zunächst  für  die  beiden  positiv  elektrischen  Massen 
i  ds 

H  und  eds  am  Ende  der  Zeit  t: 

u 

1)  r*  =  (|0  +  u  t  cos  a  —  x)9+  (t]0  +  u  tcosß— y)*  +  (fc  +  ut  cos  y  -  zf. 

Die  Differentiation  nach  t  ergiebt  unter  Berücksichtigung  der  Beziehungen 
dx     dx  ds  dx 
dt      ds   dl  ds 

dr      ,.       .  N  /  ,  dx\ 

r —  =  (lo+  M  '  cosa — x)  \  u  cos  a  —  m  —  I 
dt  \  ds/ 

/  d  \ 

+  {Vo  +  u  tcosß  —  y)  \u'  cos  ß—u  —J 

+  (£o  +  u  tcosy—  z)  (u'  cos  y—u^j 


oder: 


dt        \  r  r  r 

+  ~  -T2-  eosy) 

/So+utcosa—x  dx      Vn  +  u  tcosß— y  dy 
U  V  r  ds  +  r  d  s 

So  -f  utcos  y  —  z  dz\ 
1  r  dl) 


oder : 


2)  ~  r^=  u  cos  6' —  u  cos  6. 

at 

d  f 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  r—  ergiebt: 


d 

rdt 


•r  ,  '/drV     (  ,  dx\9  ,  /  ,      5       dyV  ,  /  ,  rfzY 

l*  +  \Mi)=\U  "'"-"dl)  +  K"  C°Sß-"Ts)  +  ("  C0*?- VJ 

~~    \j?  (l° +    ir0Sa~  *]  +  1?  {V>  +  u'tcosß-  *) 

+  d?^+"  tC°$y  ~~*)J' 

Ordnet  man  die  Glieder  nach  den  Grössen  u,  u'  an,  so  erhält  man. 
wenn  man  zugleich  die  Formeln  dem  betrachteten  Augenblicke  f  =  0  an- 
pnast : 
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-so.-    m+  ®> 

-6?).*- ^1 

+  «' 1  [co**  «o  +  cos«  &  +  co^yj 

oder: 

+  u*  —  2uu'cost. 

Bildet  man  nun  denjenigen  Ausdruck,  welcher  dem  dynamischen 

ids 

Theile  der  Wechselwirkung  der  beiden  positiven  elektrischen  Massen  +~ 
und  4-  eds  entspricht,  indem  man  berücksichtiget: 

so  erhalt  man  für  diesen  dynamischen  Theil  die  Wirkung: 
ids  e'dsT      ./dA'       ,  d'rl 

a*ie'dsdsi  f  .  /rf'.r\  ,„        x  /rf'tA 

+  —  [2  —  3  cos*  ©']  —  4  u  cos  t  +  6«  <*os  0  ro*  0'  } . 
Dieser  Ausdruck  giebt  die  Weckseiwirkung  von  — —  auf  + 

■ 

wenn  man  — u  statt  +u  schreibt;  um  dann  aus  diesen  beiden  Wirkungen 

von  +  —  auf  eds  die  Wirkung  beider  Massen  4-  —  auf  — eds'  zu  fin- 
—  u  °  —  u 

den,  braucht  man  nur  in  den  ersten  beiden  Ausdrücken  — e  statt  -\- e  zu 

schreiben.    Die  Grössen  |0l  if0,     etc.  bleiben  in  allen  Fällen  dieselben,  da 

sie  Beziehungen  der  Lage  der  elektrischen  Massen  zu  Anfange  der  Zeit 

/  =  0  darstellen,  welche  Lage  für  alle  Massen  im  betrachteten  Augenblicke 

ids 

dieselbe  ist.  Addirt  man  nun  die  Wechselwirkung  von  +  —  und  von 
—  —  auf  e'ds\  so  erhäl:  man  als  Ausdruck  für  die  Kraft: 


Stfie'uds  ds  .  _  Ä 
 _           (rose  —  %rosßcos&). 
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Durch  Vertauschung  von  +  e'  mit  —  /  erhält  man  hieraus  die  Kraft, 

mit  welcher  die  Massen  +  — *  und  — —  auf  die  Masse  — c'ds  wirkt, 

m  u 

nämlich : 


Sa^ic'u'ds  ds'  .  m 

-j  —  (cos  e  —  |  cos  8  cos  8  ). 

r 

Die  Summe  dieser  beiden  Kräfte  ist  hiernach  der  Null  gleich,  so  dass  also 
auf  das  neutrale  Element  keino  Kraft  Ubertragen  werden  kann,  welche  das- 
selbe in  Bewegung  setzen  könnte;  die  Differenz  beider  Kräfte  aber.  d.i. die 
Kraft,  mit  welcher  die  beiden  elektrischen  Massen  von  einander  bewegt 
worden  sind,  ist  folgende: 

16«ft>Vrf*  ds  .  9 
 — —  (cos  t  —  g  cos  8  cos  8  ). 

Das  negative  Vorzeichen  bedeutet  das  Bestreben,  die  positive  Elektri- 
cität  in  ds  in  der  Richtung  von  ds'  nach  ds  zu  bewegen.  Da  indess  die 
Scheidung  bei  liuearen  Leitern  nur  in  deren  Richtung  stattfinden  kann,  ao 
muss  die  gefundene  elektromotorische  Kraft  in  eine  Componente ,  die  mit 
ds'  zusammenfällt  und  in  eine  gegen  ds  senkrechte  Componente  zerlegt 
werden.  Für  die  erstere,  welche  hier  allein  wirkt,  kann  der  Ausdruck  ge- 
funden werden,  indem  man  die  ganze  elektromotorische  Kraft  mit  dem  Co- 
sinus des  spitzen  Winkels  q>  multiplicirt,  welchen  das  Element  ds'  mit  der 
von  ds  nach  ds'  gezogenen  und  darüber  hinaus  verlängerten  Richtung  r 
bildet.  Die  elektromotorische  Kraft,  die  auf  ein  Element  wirkt,  wird  ge- 
wöhnlich als  der  Unterschied  derjenigen  gleich  grossen  aber  entgegengesetzt 
gerichteten  Kräfte  definirt,  welche  auf  die  inr  Leiter  ds'  vereinigte  Elektri- 
cität  einwirken  würden,  sobald  in  der  Längeneinheit  des  Leiters  nur  die  Ein- 
heit der  positiven  Elektricität,  vereinigt  mit  der  Einheit  der  negativen  Elek- 
tricität,  enthalten  wäre.  Hiernach  ist  die  elektromotorische  Kraft  in  gegen- 
wärtigem Falle : 

./                 K>a*iuds  ds'  , 
5)  —  —  ^  {cos  t  —  \  cos  8  cos  8)  .  cos  <p. 


r 


Ein  positives  Vorzeichen  dieses  Atisdruckes  bedeutet,  dass  sich  die  po- 
sitive Elektricität  im  Elemente  ds'  nach  der  Richtung  bewegt,  welche  mit 
r  den  Winkel  9  einschliesst. 

§.  8.  Induction  in  einem  ruhenden  Drahtelemente  durch  ein  in  der  Nähe 

bewegtes  constantes  Stromelement. 

Das  Inductionsgesetz  braucht  für  den  Fall,  dass  der  Inducent  ds  einen 
constanten  Strom  enthält  und  mit  der  Geschwindigkeit  v  bewegt  wird, 
nicht  besonders  entwickelt  zu  werden,  denn  es"  läs»t  sich  durch  dieselbe  Un- 
tersuchung wie  in  S.  7  auffinden.  Denkt  man  sicL  nämlich  beiden  Elemen- 
ten ds  und  ds  die  Geschwindigkeit  —  v'  ^=  u  er'Jteilt,  so  findet  man,  dass 
ds'  in  die  Geschwindigkeit  u  übergehen,  ds  abei  in  Ruhe  kommen  würde. 
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Dabei  bleibt  die  relative  Entfernung  r  beider  Elemente  in  jedem  Augen- 
blicke ebensogross,  als  wenn  die  Geschwindigkeit  — v'=u  nicht  einge- 
führt worden  wäro.  Aus  diesem  Grunde  gilt  der  Ausdruck  r»  (§.  7,  1) 
auch  für  den  vorliegenden  Fall,  wenn  man  dieselbe  Bezeichnung  beibehält, 
und  alles,  was  aus  r*  abgeleitet  wird,  muss  für  den  gegenwärtigen  Fall  den- 
selben Ausdruck  erhalten,  wie  für  den  vorhergehenden,  so  dass  man  schliess- 
lich auch  den  Ausdrucks)  ^$.7)  für  die  elektromotorische  Kraft  bekommen 
wird,  in  welcher  sich  die  Winkel  t,  0'  auf  die  Geschwindigkeit  —  v  =  u 
bezieben. 

§.  9.  Induction  durch  Aendenuig  der  Stromstärke  im  Inducenten. 

Die  Intensität  t  des  Stromes  im  Elemente  ds  ändere  sich  in  der  Zeit 

dt  um  —  .  d/,  in  der  Nähe  befinde  sich  ein  Element  ds\  welches  bereits 
dt 

den  constanten  Strom  t'  vor  der  Induction  durch  ds  enthielt.  Die  Entfer- 
nung beider  Elemento  sei  r  (r  von  ds  nach  ds  gezogen  gedacht),  die  Win- 
kel von  ds  und  ds  mit  r  seien  0  und  0',  der  Winkel  von  ds'  und  ds  sei  t. 
Die  übrigen  Bezeichnungen  mögen  dieselben  sein,  wie  in  S.  0,  man  erhält 
dann  durch  nochmalige  Differentiation  des  Ausdruckes  1)  daselbst,  ebenso 
wie  dort,  den  Ausdruck : 

dr  ^ 
—  —  w  eus  0  —  u  cos  0. 
dt 

Bei  der  zweiten  Differentiation  von  r*  hat  man  jedoch  zu  berücksichtigen, 
dass  u  auch  mit  der  Zeit  variirt  und  es  bedürfen  daher  die  Gleichungen  des 
S.  0,  von  No.  2  ab  bis  mit  No.  3  noch  folgenden  Zusatzes,  um  dioselbe  auf 
gegenwärtigen  Fall  nnwenden  zu  können : 

duV .  </.r  ,  .        .(/«,..       sdz\  ~du 

so  dass  man  nun  erhält: 

—  2  u  u  cos  e  —  r  cos  0  — . 

dt 

Bildet  man  im  allgemeinen  Grundgesetze : 

?!•+'[- 

den  dynamischen  Thoil  zunächst  für  die  Einwirkung  der  beiden  positiven 
elektrischen  Massen  aufeinander  mit  Hülfe  des  Schcma's: 

und  berücksichtigt,  dass : 

ZeiUchiift  f.  Mathematik  u.  Physik.  V.  19 
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u  *  u 
i  du      u  di 

-(„+d,()=,+rfld.i.-=7-, 

so  erhält  man : 

1 )  Wirkung  von  +  —  auf  +  '-^ 

ti  ti 

=  £  M-d.  «f  *.  £  {2  +  2  (x  -  ö  ^  +2  (y-  ,)  ^  +  2  (2  -  t)  ^  -3 

+  £ ' »"'<"     £  {2  + 2        £7*  +2  (1  ~ »)  57.  +  2      2)  5?»  ~  »^l 

—  2  -  i'rf*  oY-,  <rosö+0  —9  ii'ds  ds.  cos&cos& 

r  u  r* 

—  4  —  II  f/S  «S  C05J. 

Vertauscht  man  in  1)  «  durch  -«,  so  erhält  man  die  Einwirkung  von 

ids  i'ds  ,  ,.  ids  „  ,  i'ds' 
 auf  +  -— » — ,  addirt  man  diese  zur  Einwirkung  von  +  —  ttU*  +  —r- 

i'd  s' 

so  erhält  man  als  vereinigte  Wirkung  auf  —7- 

4",J    1  •  ^     ^ii'dsds'.  3      _  „,N 

2)  dsds.  —  cos6  —  —  (cof  e  — |  coa  Ö  <  <>i  0  ). 

7         r  m         dt  r 

8chreibt  mau  in  der  vorigen  Gleichung  — u  statt  +  u,  so  erhält  man  die 

i'ds' 

vereinigte  Wirkung  der  Massen  auf  ^7-  ,  nämlich : 

0>     ,  4««      .  ,  1"         di     Stt  ii'ds  ds.  ,  Ä 

3)  +  — ds  ds  ,-cosQ  —  5  (cost—  t  cos&cos&). 

r  u  dt  r*  ' 

Die  Summe  dieser  beiden  Kräfte  ist  die  elektrodynamische  Wirkung  des 
Strointheilchens  ds  auf.das  Stromtheilchcn  ds,  nämlich: 

a\  Wa'ii'dsds,  ,      „  _x 

4)   (cos  e  —  i  cos  S  cos  S ), 

während  die  Differenz  beider  Kräfte  die  in  Richtung  von  r  ausgeübte 
elektromotorische  Kraft  bedeutet,  sie  ist: 

8a*  ,  1"  di 

5)   ds  .  ds .  —  cosQ  —  . 

'  r  u  dt 

Versteht  man,  wie  gewöhnlich,  unter  elektromotorischer  Kraft  die 
Kraft,  welche  auf  die  im  Elemente  ds'  befindliche  Elektficität  scheidend 
einwirken  würde,  sobald  in  der  Längeneinheit  des  Leiters  nur  die  Einheit 
der  positiven  Elcktricität  mit  der  Einheit  der  negativen  Elektricität  ver- 
einigt wäre,  so  erhält  man  für  die  elektromotorische  in  der  Richtung  des 
Elementes  ds'  wirkeude  Kraft  den  Ausdruck: 
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6)  —  —  ds  ds'.  cos  0  cos  0'  ^1 

r  dt 


Der  positive  Werth  dieses  Ausdruckes  bezeichnet  einen  im  Elemente  ds 
inducirten  elektrischen  Strom  nach  derjenigen  Richtung ,  welche  mit  der 
verlängerten  Geraden  r  den  Winkel  0'  oildet,  ein  negativer  Werth  dieses 
Ausdruckes  bezeichnet  daher  einen  Strom  in  entgegengesetzter  Richtung. 

§.  10.  Das  allgemeine  Inductiontgesetz. 

Im  $.  7  war  die  elektromotorische  Kraft  in  demjenigen  Falle  berechnet 
worden,  in  welchem  in  der  Nähe  eines  von  einem  constanten  Strome  i  durch- 
flossenen  Elementes  ds  ein  neutrales  Element  ds  mit  der  Geschwindigkeit 
u  bewegt  wird,  wobei  die  Winkel  L{ds,  r)  =  0,  L  (ds\  u)  =  0'  und 
L(ds,  «)  =  «,  L(ds\r)  =  tp  genannt  wurden.  Vervollständigt  man  nun 
diesen  Fall  dahin,  dass  man  annimmt,  t  sei  nicht  constant,  sondern  in  der 
Zeit  dt  ändere  sich  t  um  di,  so  erhält  man  für  die  elektromotorische  Kraft, 
welche  auf  die  in  der  Längeneinheit  des  Leiters  ds'  enthaltene  Elektricität 
ausgeübt  wird,  folgenden  Ausdruck,  welcher,  um  die  der  vorigen  ähnliche, 
etwas  umständliche  Rechnung  nicht  zu  wiederholen ,  hier  nur  im  Resultate 
gegeben  werden  möge : 

—  ^r^-  ids  ds'u  (cos  (  —  2  cos  &  cos  &')  cos  <p  —  H  —  ds  ds'.  cos  0  cos  0'^-*  > 
j*  *  r  dt 

d.  h.  die  elektromotorische  Kraft  ist  in  diesem  Falle  der  Summe  derjenigen 

elektromotorischen  Kräfte  gleich,  welche  stattfinden  würden,  wenn  1)  der 

Strom  i  in  ds  constant  wäre  und  der  Leiter  ds'  mit  der  Geschwindigkeit  u 

bewegt  würde,  2)  wenn  der  Strom  i  in  ds  variabel  wäre  und  der  Leiter  ds' 

sich  in  Rnhe  befände. 

§.  IL  Vergleich  der  erhaltenen  Resultate  über  die  Indnotion  mit  der 

Erfahrung. 

Lenz  hat  aus  der  Erfahrung,  specicll  aus  drei  Inductinnsversuchcn, 
von  denen  der  eine  von  ihm  selbst,  die  beiden  andern  von  Faraday  und 
Nobili  angestellt  wurden,  folgende  allgemeine  Regel  über  die  Richtung 
des  Stromes  aufgestellt,  welcher  in  einem  neutralen  Leiter  bei  Bewegung 
desselben  in  der  Nähe  eines  festen  Stromleiters  inducirt  wird.  Man  denke 
sich  zunächst  beide  Leiter  in  derjenigen  Lage,  welche  sie  beim  Beginn  des 
Inductionsversuches  haben ,  dabei  don  beweglichen  Leiter  nur  in  der  Rich- 
tung: beweglich,  in  welcher  er  boim Inductionsversuche  durch  äussere  Kräfte 
wirklich  bewegt  wird.  Nun  denke  man  sich  plötzlich  in  den  neutralen 
Leiter  einen  Strom  von  beliebiger  Stärke  versetzt;  die  Richtung  dieses 
Stromes  möge  in  dem  Falle  A  genannt  werden,  in  welchem  der  Strom  im 
festen  Leiter  auf  erste ren  eine  elektrodynamische  Wirkung  ausübt,  welche 
den  beweglichen  Leiter  in  der  Richtung  verschiebt,  in  welcher  er  beim  In- 
ductionsversuche durch  äussere  Kräfte  wirklich  bowegt  wird.    Die  Regel 

10* 


Digitized  by  Google 


284  Die  Fundamente  der  Elektrodynamik. 


von  Lenz  ist  nnn  die,  dass  der  Inductionsstrom  stets  der  Richtung  von  A 
entsrejrenfliesst.  Es  ist  dies  auch  so  ausgedrückt  worden:  der  Inductions- 
ström  ist  immer  so  gerichtet,  dass  die  elektrodynamische  Wirkung  des  festen 
Leiters  ciuf  ihn  Widerstand  gegen  die  durch  Äussere  Kräfte  hervorgebrachte 
Bewegung  des  beweglichen  Leiters  hervorbringt. 

Neu  mann*)  hat  aus  dem  oben  erwähnten  Satzo  von  Lenz  mit  Hin- 
zuziehung der  empirischen  Kegel,  dass  die  Stärke  der  momentanen  Indnc- 
tion  bei  der  Bewegung  des  neutralen  Leiters  der  Geschwindigkeit  von  des- 
sen Bewegung  proportional  sei,  einen  Satz  abgeleitet,  welcher  sich  zunächst 
auf  die  inducirendo  Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes  oder  Magneten 
auf  ein  Element  eines  in  der  Nähe  bewegten  neutralen  Leiters  bezieht. 
Dieses  Gesetz  wird  in  S.  in  tnitgcthcilt  werden,  woselbst  auch  der  Nachweis 
geführt  werden  wird,  dass  Weber's  allgemeines  Grundgesetz  der  Eloktrici- 
tätslehre  ebenfalls  auf  das  Inductionsgesetz  von  Neumann  führt.  Da  nnn 
letzteres  eine  hoho  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspruch  nehmen  darf, 
da  es  aus  allgemein  gültigen  empirischen  Hegeln  abgeleitet  wurde,  so  liegt 
in  dcrUebereinstimmung  heider  Gesetze  eine  neue  Bestätigung  von  Weber's 
Grundgesetz  der  Elektricitätsle.hre. 

Eine  weitere  Bestätigung  finden  die  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetie 
Weber's  abgeleiteten  Inductionsgesetzo  in  Schwingungsversuchen,  die  von 
dem  genannten  Gelehrten  mit  dein  Elcktrodynamometer  angestellt  wurden. 
Weber  wendete  hierbei  eine  grössere  feste  Drahtrolle  /'an,  in  deren  Zwi- 
schenraum eine  bewegliche  BiHlarrollc  so  aufgehangen  war,  dass  die  Win- 
dungsebenen beiiler  Rollen  senkrecht  gegen  einander  waren  und  dass  die 
Mittelpunkte  derselben  zusammenfielen.  Nun  wurde  ein  Strom  durch  F 
hindurchgcleitet,  wobei  die  Drahtenden  der  Bifilarrolle  B  nicht  verknüpft 
waren,  hierauf  wurde  Ii  in  Schwingungen  versetzt  und  die  Elongationen 
der  schwingenden  Rolle  beobachtet.  Die  Elongationen  nehmen  hierbei  des 
Luftwiderstandes  wegen,  welcher  in  jedem  Augenblicke  der  Winkelge- 
schwindigkeit der  schwingenden  Rolle  proportional  ist,  in  einer  geometri- 
schen Reihe  ab.  Derselbe  Versuch  würde  hierauf  mit  dem  Unterschiede 
wiederholt,  dass  die  Drahtenden  der  beweglichen  Rolle  mit  einander  ver- 
knüpft wurden;  die  Schwingungen  der  Bifilarrolle  erlitten  nun  ausser  durch 
den  Luftwiderstand  auch  noch  durch  die  elektrodynamische  Wirkung  der 
Rolle  F  auf  den  in  B  durch  die  Schwingungsbewegung  inducirten  Strom 
eine  Dämpfung.  Die  Dämpfung  geschah,  wie  vorhin  in  der  Weise,  dass 
die  auf  einander  folgenden  Elongationon  in  einer  geometrischen  Reibe 
abnahmen,  deren  Exponent  jedoch  grösser  war,  als  in  dem  Falle,  wo  der 
Luftwiderstand  allein  wirkte,  die  Dämpfung  musste  deshalb  auch  in  diesem 
Falle  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Bifilarrolle  proportional  gewesen  sein. 
Dieses  Erfahrungsrcsultat  stimmt  ganz  mit  dem  aus  Weber's  Grundgesetz 

*)  Xeumann,  die  mathematischen  Gesetze  der  indneirten  elektrischen  Ströme, 
Berliy  184(3,  S.  13. 
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sich  ergebendem  Resultate  überein,  nach  welchem  in  diesem  Falle  die  elek- 
trodynamische Dämpfung  in  jedem  Augenblicke  der  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  sich  B  bewegt,  proportional  sein  muss. 

Endlich  hat  Weber  noch  eine  Reihe  wichtiger  Versuche  angestellt,  bei 
denen  die  Voltainduction  mit  der  Maguetinduction  verglichen  wurde.  Er 
bewies  durch  diese  Versuche,  dass  ein  geschlossener  Strom  lS,  welcher  das- 
selbe Drehungsmoraent  auf  die  von  einem  constanten  Strome  durchflosscne 
Bifilarrolle  hervorbringt,  als  ein  an  seine  Stelle  gebrachter  Magnet  V,  einen 
Strom  von  derselben  Starke,  als  der  Magnet  M  in  der  Bifilarrolle  inducirt, 
sobald  die  letztere,  wenn  sie  keinen  Strom  enthält,  in  der  Nähe  beider  In- 
ducenten  in  derselben  Weise  sehr  kleine  Schwingungen  macht.  Dieses  Er- 
fahrungsresultat lässt  sich  nun  ebenfalls  theoretisch  aus  dem  Gesetze  der 
Magnetinduction  und  aus  den  Inductionsgesetzen  ableiten,  dio  aus  Wcbcr's 
Grundgesetzen  hervorgehen,  wodurch  die  Uebcrciustimmung  von  letzteren 
mit  der  Erfahrung  aufs  Neue  nachgewiesen  wurde. 

Nach  Anführung  dieser  Inductionsversuche  erscheint  es  nothwendig, 
eine  Erörterung  über  die  Bewegung  der  Elektricitüt  bei  den  Inductions- 
strömen  anzustellen.  In  der  Mehrzahl  der  Fälle  werdeu  auf  die  Elektrici- 
tüt in  den  einzelnen  Elementen  des  Leiters  elektromotorische  Kräfte  ausge- 
übt, die  den  Widerständen  in  diesen  Elementen  nicht  proportional  sind; 
z.  B.  wenn  ein  Magnetstab  zwar  rechtwinklig  gegen  die  Wiudungsebenen 
eines  Multiplicators ,  aber  nicht  durch  dessen  Mitte  hindurchgezogen  wird. 
Es  häuft  sich  dann  die  Elektricität  an  einzelnen  Stellen  der  Kette  an.  allein 
es  entsteht  demohngeachtet,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  in  den  meisten  Fällen 
sehr  bald  ein  Strom,  für  welchen  das  Ohm'sche  Gesetz  Geltung  besitzt.  Die 
anfängliche  ungleichförmige  Strömung  hat  übrigens  auf  elektrodyna- 
mische Einwirkungen  entweder  gar  keinen  oder  nur  einen  sehr  geringen 
Einrluss,  wie  Weber  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetz  der  Elektricitäts- 
lehre  bewiesen  hat.  Bei  den  bis  jetzt  beschriebeneu  und  noch  zu  beschrei 
benden  Inductionsversuchen  Webers  ist  übrigens  der  Strom  jederzeit  ein 
solcher  gewesen ,  dass  er  einem  kurz  andauernden  constanten  Strom  gleich 
sn  setzen  war,  so  dass  der  oft  vorkommende  Vergleich  von  constanten  und 
inducirten  Strömen  nichts  Bedenkliches  haben  krfnn  (s.  §.  17). 

Die  Vorstellung  vom  Widerstande,  welche  in  $.  4  gegeben  wurde, 
könnte  endlich  zu  dem  Bedenken  Veranlassung  geben,  dass  die  elektrody- 
namischen Grundgesetze  einer  Correction  bedürften,  indem  bei  ihrer  Ab- 
leitung aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  eino  gleichförmige  Bewegung 
der  Elektricität  in  dem  Umfange  einer  Curve  supponirt  wurde,  während  in 
Wirklichkeit  die  Bewegung  der  elektrischen  Massen  in  der  Nähe  ihres  Be- 
wegungspunktes eine  beschleunigte  oder  verzögerte  sein  wird  und  während 
die  Bahn  derselben  nicht  immer  mit  der  Achse  des  Stromleiters  zusammen- 
fallen kann.  Was  diesen  letzten  Punkt  aubetrifft,  so  hat  WTeber*)  gerade 
wiederum  mit  Hülfe  seines  elektrischen  Grundgesetzes  gezeigt,  dass  die 
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Annahme  solcher  Abweichungen  keinen  Einfluss  auf  die  elektrodynami- 
schen Gesetze  haben  kann,  sobald  jene  Abweichungen  so  klein  sind,  dass  in 
endlicher  Zeit  nur  eine  mittlere  gleichförmige  Verschiebung  derElek- 
tricität  in  der  Achse  des  Stromleiters  zu  bemerken  ist.  Die  elektrody- 
namischen Gesetze  sind  im  Gegenthcil  dieselben,  als  wenn  von  vorn  herein 
eine  solche  gleichförmige  Verschiebung  in  der  Achse  des  Stromleiters  an- 
genommen wird.  Diese  Untersuchungen  mögen  hier  nnr  im  Resultate  mit- 
getheilt  werden,  um  den  Umfang  dieser  Abhandlung  nicht  allzusehr  zu  ver- 
grössern. 


*)  Weber,  elektrodynamische  Maasbeatimmunpen,  Leipeip  1840,  S.  160. 

(Schluss  im  midisten  lieft.) 


■ 

Kleinere  Mittheilungen. 


XXV.  Ueber  das  bestimmte  Integral 

X 

J  -^r^ 

0 

Setzt  man  in  dem  vorliegenden  Integrale  p  als  positiv  voraus,  so  muss  man 
dafür  auch  eine  ganze  Zahl  nehmen,  weil  sonst  sin?x  innerhalb  des  Inte- 
grationsintervalles  theils  reelle,  theils  imaginäre  Werthe  erhalten  würde; 
dagegen  kann  q  eine  beliebige  positive  Grösse  bedenten.  Die  beiden  Fälle, 
wo  q  entweder  eine  ganze  Zahl  oder  von  der  Form  «  +  £  ist,  sind  bereits 
von  Bidono  (Turiner  Memoiren  vom  Jahre  1832)  untersucht  worden;  für 
die  noch  beschränkendere  Annahme,  dass  p — q  eine  gerade  Zahl  ausmacht, 
hat  Lind  man  (in  Grunerfs  Archiv,  Th.  17)  zwei  Formeln  aufgestellt, 
welche  mit  den  schon  früher  von  Cauchy  (im  Journal  de  Vecole  polyHch- 
nique,  cuhier  28,  iome  XVII,  p'.  170  und  171)  gegebenen  übereinstimmen; 
ausserdem  scheint  aber  keine  allgemeinere  Untersuchung  zu  existiren  and 
auch  in  den  sehr  vollständigen  Integraltafeln  von  Bierens  do  Ha  an  fin- 
det man  nur  die  eben  erwähnten  Kesultate.  Demnach  dürfte  der  Nachwei» 
nicht  überflüssig  sein,  dass  sich  die  Sache  durch  sehr  einfache  Betrachtun- 
gen vollständig  erledigen  lässt. 

I)  Es  sei  zuerst  y  =  1 .    Bei  ungeraden  p  hat  man  bekanntlich 
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1)  «nPi=v— f  l-  [(p)oSinpx^{p)l8in(p-2)x+(p)t8in(p-2)x— ... 
durch  Substitution  hiervon  und  Anwendung  der  Formel 

erhält  man  augenblicklich 

3)  j's!a^dx 
=(-=I§z^,[(p).-(;'),  +  (p).-.--  +  (-i)*('-,'(p)J(,-1)i- 

Bei  geraden  p  führt  die  unmittelbare  Benutzung  der  Formel 

4)  *«iPx  =  >-^ZT  [(p)0cospx~ (p)iCos(p— 2)x  +  (p)tcos(p  —  2)x— .... 

...  +  (_  (p) ,  p  |  co$2x  -f-  (-  !)**>  J  J 

zu  einzelnen  Integralen  von  der  Gestalt 


00 


0 

und  da  der  Werth  eines  jeden  derselben  unendlich  ist,  so  hat  das  Resultat 
die  unbestimmte  Form  oo  —  00  +  00  —  etc.  Um  letztere  zu  vermeiden, 
setzen  wir  in  No.  4)  x  =  0 ,  multipliciren  die  entstehende  Gleichung 

o= (-=^-P  [(#>).- (ri.  + . . . + (-i)*'-'«!,- ,  +       4  (p)iJ 

mit  cosx  und  ziehen  das  Product  von  No.  4)  ab;  es  ist  dann 
(_l)ip 

sin*x  =  2P_i   [(p){cospx-— co*x|  —  (n)t  |co*(/> — 2)x — cosx]  +  . . .  . 

. . .  +  (-l)W-i  (p)ip_1  {cos2a:-co**} 

+(-i)*M(p)|Pii-«w*n- 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  —  und  integriren  zwischen  den 

Grenzen  x  ~  0  und  x  =  oo  ,  so  haben  wir  es  mit  einzelnen  Integralen  zu 
thun,  die  nach  der  Formel 

<T 

entwickelbar  sind.  Diese  haben  endliche  Werthc  für  /3~/>,  ;>  —  2,  /> —  4. 
...2;  das  letzte  Integral  aber,  worin  ß  =  ü,  ist  unendlich  gross  und  folglich 
bei  jedem  geraden  p 
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00 


^.                                 /  sinPx  , 
6)  /   dx=ao  . 

u 

II)  Es  sei  zweitens  q  eine  ganze  positive  Zahl  >  1.  Durch  w-maligo 
Anwendung  der  theilweisen  Iutegration  findet  man  ganz  allgemein  (d.  b. 
auch  für  jedes'  andere  q) 


sinPx  ,  sinPx  D  sin? x 

dx  =  — 


x*  {q  —  1 ) x *-*      {q—l)  ('7  —  2) 


('/—!)('/"-  2)...  {q  — 

1                    ri>* sinPx  , 
4-   I  , 

(v  — 2).. .('/—«)«/  a*~" 

wobei  nur  «<$r  vorauszusetzen  ist.    Handelt  es  sich  nun  Uberhaupt  um 

einen  Ausdruck  von  der  Form 

.  Jik-%sinPx 

so  kann  man  die  angedeutete  (k —  I)  malige  Differentiation  nach  x  immer 
leicht  ausführen,  indem  man  eine  der  Formeln  1)  und  4)  benutzt;  jedenfalls 
erhfllt  man  einen  Zähler,  worin  nur  die  Sinus  oder  Cosinus  der  Vielfachen 
von  x  vorkommen.  Da  im  Nenner  a»_A  steht  und  ?>/»  ist,  so  folgt  für 
x  =  00 

qp  (cc)  =0. 

Die  angedeuteto  Differentiation  lässt  sich  aber  auch  auf  folgcndeWeise 
ausführen.    Man  setze  zunächst  für  sinx  die  Reihe  x  -  etc.;  die 

Potonzirung  giebt  dann  ein  Resultat  von  der  Form 

sinPx  =  xP  —  AxP+s  -\~  BxP+'2  —  ... 
und  daher  ist  durch  Differentiation  und  Division  mit  a*— k 

<P  W  =  P  (/>  -  1)  (p  -  2)  • .  •  (p  —  A :  +  2)  xP~  f +» 

—  AP\P—  »)(/>— 2)..-  (p  —  k  +  3)xP-l+2+... 
Unter  der  Vorausstzung  p>  q  folgt  hieraus 

<jp  (0)  =  0. 

Führt  man  jetzt  in  No.  ?)  die  Grenzen  x  =  oo  und  x  =  0  ein,  so 
verschwinden  dio  vom  Integralzeichen  freien  Glieder  in  beiden  Fällen  und 
es  bleibt  die  Gleichung  übrig 

QO  00 

C sinPx  1  fli^sinPx  ' 

8)     J     *<*    dX^{q-l){q->2)...{q-n)J  .  a«-      *  ' 

zu  deren  Gültigkeit  nur  die  Bedingung 

P  <l>n 

erforderlich  ist,  ohne  dass  aber  q  eine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht. 
Bei  ganzen  q  nimmt  man  am  einfachsten  n  —  q  —  1  und  hat 

flinPx  ,  1  fl)<i-UinPx  , 
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die  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  angedeuteten  Operationen  hictet 
nicht  die  geringste  Schwierigkeit  dar,  nöthigt  aber  zur  Unterscheidung  von 
vier  Fällen. 

a)  Wenn  p  und  q  gleichzeitig  ungerade  sind,  so  entwickelt  man 
D9~lsinPx  mittelst  der  Formel  1);  wegen  des  geraden  q —  1  erhält  man 
eine  Reihe  von  Sinus,  deren  Integration  nach  Formel  2)  geschieht.  Unter 
Benutzung  eines  Summenzeichens  kann  das  Resultat  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden 

o 

p>q>    *  =  0,1,2,....  i  (/>~1). 
Für  q  =  1  kommt  man  auf  die  Formel  3)  zurück. 

b)  Sind  p  und  q  gleichzeitig  gerade,  so  führt  die  Anwendung  von 
Formel  4)  wieder  zu  einer  Reihe  von  Sinus  und  das  letzte  Glied  in  No.  4) 
verschwindet  bei  der  Differentiation;  es  ergiebt  sich 

oe 

/>;>?,    /r  =  0,l,2,  — 1. 

Die  Formeln  10)  und  11)  lassen  sich  übrigens  in  eine  zusammenziehen, 
sobald  man  beachtet ,  dass  der  Werth  des  Integrales  immer  positiv  sein 
muss;  man  kann  nämlich  sagen:  wenn  die  Differenz  p  —  q  eine  ge- 
rade Zahl  aus  in  acht,  so  ist 

12)     J^dx=i±^)S(-  o*(pWp-")h, 

und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  jenachdem  der 
Werth  der  Werth  der  Summe,  worin  p  —  2k  immer  positiv 
bleiben  muss,  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

c)  Bei  ungeradem  p  und  gor  ad  em  q  erhält  man  aus  No.  1) 

Di~l  sin  P  x  — 

(  iv£(j>+*+U 

V  [Mo/*-1  cospx  —  {p),  (/>  —  2)«-1  cos  (p  —  2)x  +...]. 

Wie  schon  gezeigt  wurde,  verschwindet  der  Ausdruck  linker  Hand  für 
ar  =  0  und  p??q>  mithin  ist 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  cosx  und  subtrahirt  sie  von  der  vori- 
gen, so  hat  man 
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Di-l$inPx  =  x  —j  [{p)0Pq~l  \cospx  —  cosx\ 

—  {P)i  (p-2)«-1  \cos(p  —  2)x  —  cosx\ 

+  Mfo-n*-1  \cosZx  —  cosx\]. 

Indem  man  diese  Gleichung  mit       multiplicirt  und  nach  Formel  5)  inte 

x 

grirt,  gelangt  man  zu  dorn  Ergebnisse 


p>q,    Ar  =  0,  1,2,  4(p  — 3). 

d)  Bei  geradem  p  und  ungeradem  q>  1  liefert  die  Formel  4) 

^-^^^  l(/0o P*~X  cospx  —  (p),  (p — 2)«"1  co*  ( p -  2)  x  + . . . 

...±(P)ip.12H^2Jl 
und  da  die  linke  Seite  für  ar=0  verschwindet,  so  kann  man  die  vorstehende 
Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

(  \)hp+i— *> 

W-isinPx  =  v  ^  [(/Oo/*^1  l<™p*  —  «>*  *l 

—  (/Oi  (P  —  2)7_l  |co*(p  —  2)ar  —  cos  x\ 

T  (/»)i..12H  |cos2x  —  coäx}]; 
damit  gelangt  man  leicht  zu  dem  Resultate , 

i4)/%?-.-fc^^*(-iy^CF-»*>-'c-«. 

ü 

p7?q>i>  *  =  o,i,2,  l/>  —  i. 

Die  Formeln  13)  und  14)  geben  zusammen  den  Satz:  wenn  die  Dif- 
ferenz p  —  q  eine  ungerade  Zahl  ausmacht,  so  ist 


cc 


15)  f~^= z (- iYW>ir-**r* ' 

und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  jenachdem  der 
Werth  der  Summe,  worin  p  —  2k  positiv  bleiben  muss,  posi- 
tiv oder  negativ  ausfällt. 

Die  Formeln  10),  11),  13)  und  14)  entwickelt  auch  Cauchy  in  derer 
wähnten  Abhandlung  aber  nach  einem  anderen ,  weniger  einfacheu  Ver- 
fahren (durch  doppelte  Integration  und  nachherige  Bildung  endlicher  Dif 
ferenzen). 
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III)  Bei  ächt  gebrochenem  q  entwickelt  man  $in*x  wie  bisher  und  be- 
natzt die  bekannten  Formoln 


17)      '  fi^**=       ^  ■ 


2  r{q)cos\qn'> 

man  gelangt  augenblicklich  zu  dem  Resultate,  dass  bei  ungeraden  p 


sin  px^       ( —  l)  l)n_ 
IP  sin\qn 

*  =  0,  1,2,  .-...4  (/»  —  !), 


so 


dagegen  bei  geradem  p 

19)  /"Ä*=ao. 

(T  ** 

IV)  Wenn  endlich  q  ein  unächter  Bruch  ist,  so  benutzen  wir  erst  die 
Heductionsforinel  8),  indem  wir  für  n  die  zunächst  untor  q  liegende  ganze 
Zahl  nehmen  und  zur  Abkürzung 

q  =  n  +  r 

setzen,  wo  r  einen  positiven  ächten  Bruck  bezeichnet;  dies  giebt 

CD  00 

/'sinVx    1  /*/>"  sin*  x 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  geschieht  hier  auf  ganz 
dieselbe  Weise,  wie  in  Abschnitt  II)  und  die  nachherige  Integration  wird 
entweder  nach  No.  10)  oder  nach  No.  17)  bewerkstelligt.  Bei  gleichzeitig 
ungeraden  p  und  n  +  1  erhält  man 

worin  wieder  n  -\-  r  =  q  und 

-  1) . . .  {q  —  n)  f»  =  (q  —  l) . . .  {q  —  n)  T{q  —  n)  =  r(?) 

gesetzt  werden  kann.  Zu  einem  ganz  ähnlichen  Resultate  fuhrt  die  An- 
nahme gleichzeitig  gerader  p  und  n  +  1 ,  so  dass  man  überhaupt  folgenden 
Satz  aufstellen  kann  :  wenn  p  —  (n  -f  1)  eine  gerade  Zahl  ausmacht, 
so  ist 

OD 

20)  f~ix=       ,  £(_,)*(,,)* (,,-2*)»-, 

%J     x*  2PI(q)sui^m 
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wobei  2/r</>  bleiben  und  das  Vorzeichen  so  genommen  wer- 
den m u 8 s ,  das«  der  Werth  des  Integrales  positiv  ausfällt. 

Für  die  Fälle,  wo  p  und  «-f-1  nicht  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade 
sind,  ändert  sich  an  diesen  Betrachtungen  so  weuig,  dass  die  Angabe  des 
Resultates  hinreichen  wird.    Wenn  p —  (w  "f*  1)  eine  ungerade  Zahl 
beträgt,  so  ist 
oo 

'  xl  2P  r(fj)cos±rn  '  v/v  Kr  1 

wobei  1k  <C.P  bleiben  und  das  Vorzeichen  so  genommen  wer- 
den inuss,  dass  das  Integral  einen  positiven  Werth  erhält. 

ScilLÖAlLCH. 


XXVL  Heber  die  Differentiation  unendlicher  Potenaenreihen.  Be- 
kanntlich hat  zuerst  Abel  {Oeuvres  complelcs,  T.  2,  A'A'V)  die  Bemerkung 
gemacht,  dass  man  keine  Criterien  besitzt,  um  aus  der  Gleichung 

f(x)  =  <p  (x,  1)  +  <p  (x,  2)  +  q>  (.r,  3)  +  .  .  .  in  in  f. 
sicher  auf  die  Richtigkeit  der  abgeleiteten  Gleichung 

fix)  =  <p{xt  1)  +  <p(x,  2)  -f  <p'(xt  3)  +  .  .  .  i«  in  f. 
schliessen  zu  können  und  dass  es  sogar  Falle  giebt,  wo  1) \£<p  (x% «)]  nicht 
—  £  \D<p  (x ,  «)]  ist5  später  hat  Dr.  Arndt  viel  Scharfsinn  aufgeboten 
(Grnnert 's  Archiv  derMathem.  u.Ph.),  um  jene  Criterien  zu  finden,  und  ist  zu 
Ergebnissen  gelangt ,  die  namentlich  bei  Potenzenreiben  sich  sehr  einfach 
gestalten.  Da  gerade  die  letzteren  Reihen  am  häufigsten  vorkommen,  so 
ist  es  vielleicht  nicht  überflüssig,  die  Sache  etwas  elementarer  zu  behaudelu 
und  namentlich  den  Gebrauch  der  Integralrechnung  zu  vermeiden. 
Wir  setzen  zunächst  alle  Coofficienten  der  Reihe 

«0  +  «I  x  +  ««      +  «8  «"  +  • . . 
als  positiv  voraus  und  denken  uns  x  gleichfalls  positiv.  Die  Reihe  conver- 
girt  dann  sobald 

ifc,?=ü^i'=I*.(?=±!x)<, 
a»x"  \  an  / 

oder  x  <  k  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

Lim  =  l 

«»+1 

gesetzt  wird;  die  Summe  der  Reihe  heissc  f(x).  Unter  denselben  Umstan- 
den convergirt  auch  die  Reihe 

1  a,  +  2(ifx  +  3ö,a^  +  ... 

denn  hier  ist 
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T.  (1+*r)*  x 

naHx»- 1  ^  A 

mithin  besitzt  die  Reihe  eine  endliche  Summe,  die  <p(x)  heissen  möge.  Da 
in  den  Gleichungen 
*    1)  f(x)=a0  +  al  x  +  a.x'  +  a.x3*... 

2)  q>  (x)  =  1  ax  +  2  as  x  +  3  a3  x*  +  .  . . 

x  zwischen  0  und  X  liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  willkührlicho  Zahl  h  von 
der  Beschaffenheit  finden,  dass  auch  x-f-A  zwischen  0  und  k  enthalten  ist 
und  dann  gelten  die  Gleichungen 

3)  f{x  +  h)  =  aQ  +  ax  (x  -f-  A)  +  at  (*  +  *)■+.. . 

4)  V(x  +  A)  =  lfl,  +  2«,(x  +  Ä)  +  3«3(x  +  A)«  +  ... 

Von  den  Gleichungen  1)  und  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  dividiren  mit  h 
and  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

♦(-+*)-»wgV(<+<>A)>  0<0<li 

oder  spccieller 

(x  4-  h)m  — 

— ~  -  =  0<^<1, 

und  erhalten  folgende  Gleichung 

h 

^  1  ax  +  2  at  (x  +     A)  +  3  «,  (x  +     A)«  +  4  «r4  (x  +  &A  A)>  +  .  .  . 
Bei  positiven  h  ist  nun  die  Summe  der  rechts  stehenden  Reihe  grösser  als 

1  «,  +  2  at  x  -f-  3  a3  x*  -f-  .  .  .  =  q>  (x), 
dagegen  kleiner  als 

1  «,  +  2  a,  (x  +  A)  +  3  «s  (x  +  A)*  -|-  .  .  .  =  q,  (x  +  A), 
mitbin  haben  wir  zusammen 

dagegen  bei  negativen  A 

>w>/-"+"ft-f(ll>'"+')' 

Aus  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  ver- 
schwindende A  <p  (x)  =  f\x) ; 

unter  den  genannten  Voraussetzungen  ist  also  die  Differentiation  der  un- 
endlichen Reihe  ohne  Weiteres  erlnubt. 

Es  kann  sich  in  speciellen  Fällen  treffen,  dass  für  x  =  X  beide  Reihen 
ihre Convergenz  behalten;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wörtlich  die- 
selbe, nur  rauss  man  h  negativ  und  seinen  absoluten  Werth  <A  wählen,  um 
das  Convergenzintervall  nicht  zu  überschreiten. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe  1)  Glieder  von 
verschiedenen  Vorzeichen  besitzt  und  denken  uns  dabei  x  immer  als  posi- 
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tiv,  indem  wir  die  durch  negative  x  entstehenden  Zeichen  Veränderungen 
auf  Rechnung  der  Coefficienten  schreiben.  Werden  nun  alle  positiven 
Glieder  zu  einer  Reihe  und  ebenso  alle  negativen  Glieder  zu  einer  Reihe 
zusamtnengefasst,  so  erscheint  f  (x)  als  die  Differenz  zweier  Reihen ,  von 
denen  jede  nur  positive  Glieder  enthält.    Diese  Reiben  convergiren  aber, 

wenn  der  absolute  Werth  von  Lim^—x^  weniger  ata  die  Einheit,  oder  x 

weniger  als  der  absolute  Werth  von  l  beträgt,  mithin  besitzen  jene  Reihen 
endliche  Summen  fx  (x)  und  ft       80  dass 

A*)  =  /i(*)-M*). 

Dasselbe  gilt  für  die  derivirte  Reihe  und  man  hat  analog 

<p(x)  =  q>t  (x)  —  <pt{x). 
Bei  der  Differentiation  liefert,  wegen  des  positiven  ar,  jedes  Glied  in  f(x) 
ein  mit  demselben  Zeichen  versehenes  Glied  in  q>  (*)»  mithin  besteht  qp,  (x) 
auB  den  Differentialquotienten  aller  in  fx  (x)  vorkommenden  Glieder  und 
ebenso  <p,  (j)  aus  den  Differentialquotienten  aller  Glieder  vou  (x).  Nun 
ist  nach  dein  Vorigen 

<pi  Co = /"•'(*)»    (*)  ~  /;», 

demnach  bleibt  die  Differentiation  einer  joden  Potenzenreihe  so  lange  or- 
laubt,  als  sie  selbst  und  die  derivirte  Reihe  gleichzeitig  convergiren. 

Sciilömilcii. 


XXV1L  Ueber  den  Integralsinus  und  Integralcosinus.  Vou  den  bei- 
den Functionen  Si  (x)  und  Ci  (x)y  welche  durch  die  Gleichungen 

0  oc 
d  Si  (x)      sin  x         d  Ci  (x)     cn$  x 
dx  x    '  dx  x 

definirt  sind,  besitzt  die  erste  die  Eigenschaft 

1  S,(x)  =  Sil)  x  +  W  sin  x  +  Mi»  „„  ,  x 

+  ^)_-6-^)s,„3x+..., 

welche  indessen  nur  für  3i>x^>0  gilt  und  unter  dieser  Beschränkung  Si(x) 
berechnen  lehrt,  wenn  St*  («),  Si  (2n),  5/(3«)  etc.  bekannt  sind  (Literatur- 
zeitung, Jahrg.  II,  S.  101).  Dieser  Satz  ist  aber  nur  ein  specieller«r  Fall 
des  allgemeineren,  dass  sich  für  jedes  2:  sowohl  Si  (x)  als  Ci  (x)  durch 
Si(n),  Si(2n)  etc.  ausdrücken  lässt;  dies  wollen  wir  im  folgenden  zeigen. 
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Wir  vorstehen  unter  k  eine  ganze  positive  Zahl,  unter  z  eine  zwischen 
0  und  n  enthaltene  Variabclo,  und  setzen 

Si  (Ar  z)  =  Ax  sin  z  +  At  sin  2  z  -f-  A9  sin  3  z      .  . . ; 
dann  ist  bekanntlich 

n 

Am—^J* $i(kz)sinnzdz. 

Nun  giebt  die  thcilweise  unbestimmte  Integration 

v  .        ,  .cosnz  ,    Csinkz  cosnz  , 

Si  (Ar*)  st«  »  :  rfr  = —  Si  (Art)  (-  I   — .  dz 

n       J      z  n 

cosnz      1  {'sin(k+n)z+sin(k— n)z  , 
=  -S,(*z)_  +  _j  -1  

folglich 

setzt  man  rechter  Hand  in  dem  ersten  Integrale  (Ä-f-;i)r,  im  zweiten  (Ar— «)j 
gleich  einer  neuen  Variabelen,  so  erhält  man 

"      ff  n  na 

Die  gesuchte  Entwickelung  ist  daher 

on\       2  c  //   ^(sinz     sin2z     sinZz  \ 

«(*  +  !), +  «(*-!),  «(*+,).  +  ffl(>-,).  ^ 

Für  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  hat  man  bekanntlich  ^c;  be- 
zeichnet man  nachher  k  z  mit  ar,  so  gelangt  man  zu  folgender  Formol 

c..         Si  (Ar»)       Si(*  +  l)s  +  5i(Ar  — 1)«  .  x 
n  St  (x)  =  — A— *  +     ^  ^  ;    ~r    v   *«  ^ 

S,(Ar+2)*  +  S/(Ar-2)tt  2* 

2  £  T"" 

worin  x  der  Bedingung  ji  >  —  ^  0  unterworfen  ist.  Bei  gegebenen  x  muss 
hiernach  k  gewählt  und  zwar  r>  —  genommen  werden.    Für  k  =  1  kommt 

t 

man  auf  die  anfangs  erwähnte  Formel  zurück,  wenn  man  beachtet,  dass 
&"  (0)  =  0  und  Si  (—  u)  =  —  Si  (u)  ist. 

Zur  Entwickelung  des  Integralcosinus  führt  ein  ganz  ähnlicher  Weg, 
nämlich 

Ci  (kz)  =  Ai  +  Al  cos  z  +  Ax  cos  2z  +  A3cosZz  +  . . . 
%  n 

AQ=~J* :i  (kz)dz,    An  =  ~j  Ci  {kz)  cos  nz  dz. 
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Bei  der  grossen  Leichtigkeit  der  Rechnung  wird  die  Angabe  des  Endresul- 
tates hinreichen;  für  As  =  ar  erhält  man 


2)    n  Ci  (x)  -  -  n  67  (A ;j)  — 


W(A+l)*  —  Si(A  —  1)*  * 


cos  — 

tt(A  +  2)*  — S»(A  — 2)*  2* 

 cos  — - 

2  k 


wobei  wieder  Ar  >  —  sein  muss. 


ScHtüMILCH. 


XXVm.  Ueber  Loxodromen  auf  Umdrehungsflächen.  Die  Drehungs- 
achse sei  die  Achse  der  z,  dio  Gleichung  der  rotirendon  Cnrvc 

MM'=q>{OM') 
oder 

*  =  g>(r), 
ferner  ^/>S  dieLoxo- 
dromo ,  A'P'S'  ihre 
Horizontalprojection , 
worin  ein  Punkt  P' 
durch  dio  Polarcoor- 
dinaten 

OP'z=OM'=  r, 
LM'0'P'  =  9 
bestimmt  wird,  end- 
lich y  der  constante 
AVinkel,  unter  wel- 
chem die  Loxodrome 
dio  Meridiane  schnei- 
det; sind  nun  MPQ 
und  NBS  zwei  un- 
endlich nahe Parallelkreiso,  CPR  und  CQS  zwei  unendlich  nahe  Meridiane, 

sq  hat  man  die  Bedingung   

PR  _MN     j/dr'-fJz* _dr}/l  +  y'(r)' 
COty~R~S~PQ  ~      Vf   '  ~  rd& 
aus  welcher  sich  durch  Sonderung  der  Variabelen  und  Integration  ergiebt 

rdr  j  r-r- 

m&~J  —  yl  +  q>  (r)*  +  Const.,    m  =  cot y. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Horizontalprojection  der  Loxodromo. 

Für  den  Kogel  ist  z  =  r  (an  «,  mithin,  wenn  die  Loxodrome  mit  dem 
Halbmesser  r0  anfangt, 

«d  =  wc«./^J  oder  r  =  r0c"*,  »  =  cosacoty. 

t* 

Für  das  Paraboloid  ist  2  =  —  also 

2c 
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c         1  y«:« +  >■•  —  */ 
Bei  dein  abgeplatteten  Ellipsoid  fange  die  Loxodrome  im  Aequa 
tor  an;  es  ist  für  diesen  Fall 

c  r~ — l/u'  —  c* 
ar  a  * 


n  —  2m  =2  cot  y. 
Für  die  Kugel  wird  citifacher  e  =  0, 


\fl_7/aa_r»/        \  r  J 


nnd  umgekehrt 


Für  das  semicu  bische  Paraboloid  ist 


(i 


m&  =  2  ~  l)  oder  *•  =  a  (1  +  4"»$)', 

wobei  die  Loxodrome  mit  r  =  a  anfangt. 

Ein  cycloidischesConoid  sei  durch  Umdrehung  einer  Cycloide 
um  ihre  Basis  entstanden;  man  hat  in  diesem  Falle,  wenn  a  den  Radius  des 
erzeugenden  Kreises  und  o  den  Wülzungswinkel  bezeichnet, 

2  =  a  (a>  —  sin  a>),  r  =  a  (1  —  cos  <o) 
.      dz      1  —  cosm      -./  r~ 

mithin,  wenn  die  Loxodrome  im  Aequator  anfängt, 


und  umgekehrt  für  m=  2« 


\y2ä  +  ]/2a  —  rJ 


2a  2  a 

r 


±  («•*  +  «— c«*A/>  (»3) ' 
Für  das  Kettenconoid  ist   

folglich,  wenn  die  Loxodrome  mit  r  =  a  anfängt, 


hier  findet  also  die  Eigenthümlichkeit  statt,  dass  am&  =  z  ist. 

(Briefliche  Mittheilung  von  Professor  Dr.  Junge  in  Freiberg.) 

ZeiUclirift  I.  Mathematik  u.  I'hysik.  V.  20 
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IXXX.  Mechanische  Aufgabe.  Ein  schwerer  Pnnkt  wird  unter" dem 
Elcvationswinkcl  t  in  die  Höhe  geworfen,  seine  Anfangsgeschwindigkeit  ist 
c\  während  seiner  Bewegung  wirkt  l)  die  Schwere  auf  ihn,  deren  Beschleu- 
nigung g  ist;  2)  eine  constantc  Kraft,  welche  ihm  in  jedem  Augenblicke  in 
der  Richtung  der  Tangente  seiner  Trajcctorio  einen  der  Beschleunigung  j 
entsprechenden  Geschwindigkeitszuwachs  ertheilt.  Es  ist  die  Gleichung 
der  Trajectorie  des  Massenpunktes  aufzufinden. 

Auf  diese  Aufgabe  bin  ich  bei  dem  Versuche  gekommen ,  die  Beweg- 
ungsgesetze einer  Rakete  zu  bestimmen,  welche  schief  in  die  Höhe  steigt. 
Bei  der  Rakete  wirkt  in  der  Richtung  der  Bahntangente  oder  nahezu  in  de- 
ren Richtung  eine  Kraft,  von  welcher  man  wohl  annehmen  kann ,  dass  sie 
so  ziemlich  constant  bleibt;  der  Umstand  jedoch,  dass  die  Masso  der  Rakete 
durch  Verbrennung  des  Treibsatzes  während  der  Bewegung  um  Beträcht 
liebes  abnimmt,  bewirkt,  dass  die  Beschleunigung  der  treibenden  Kraft  im- 
mer zunimmt.  Da  ich  diese  coinplicirtcre  Aufgabe  nicht  lösen  konnte,  ver 
suchte  ich  mich  zuerst  an  der  oben  mitgetheiiten  einfachem  Aufgabe,  deren 
Auflösung  ich  auf  folgende  Weise  fand. 

Der  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  wurde  in  den 
Ausgangspunkt  der  Bewegung  des  schweren  Punktes  gelegt,  die  ar- Achse 
horizontal  in  der  Ebene  der  Flugbahn  angenommen,  die  Abscissen  wurden 
nach  der  Seite  der  Bewegung,  die  Ordinalen  nach  oben  positiv  gerechnet. 
Die  Differentialgleichungen  der  Bewegungen  sind  iu  diesem  Falle : 

l!ü  y'L  „ 

l)  «>'~i/r+T'  3' 

wenn  man  mit  y  den  Differentialquotienten  ~  bezeichnet.  Man  kann  beide 

ax 

Gleichungen  in  eine  einzige  vereinigen,  nämlich  in: 
os  <**!!       .  d%x 

Durch  nochmalige  Differentiation  von  ^  —  ~.  —  =y  —  erhalt  mau 

dt      dx  dt      y  dl 

hierauf: 

a\  d%,f       "(dxW  >d%x 

4)  d?^»  \dl)  +  »d7*' 

Der  Vergleich  von  3)  und  4)  führt  nun  zu  der  Beziehung: 

Indem  man  nun  mit  5)  in  1)  dividirt,  erhält  man  eine  Gleichung,  welche 
sich  integriren  lässt  und  von  deren  Integral  aus  man  leicht  dazu  gelangt, 
x,  y,  die  Geschwindigkeit  v,  den  Bogen  s  und  die  Zeit  t  als  Function  von 
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d  ,f 

y'~  — '-  auszudrücken.    Der  (Quotient  von  5)  und  l)  ist  nuu : 

II  x 


6) 


d*X 

dl*  yy"  dx 


Die  nachfolgenden  Integrationen  führen  zu  einfacheren  Ausdrücken  durch 
die  Substitution: 

wenn  man  mit  t  den  Tangcntialwinkel  bezeichnet.  Dieser  Substitution  ent- 
sprechen die  Werthe : 

ts  — 1  2  z  (it  x\ 

1  2  z        ,.     dy    dz         r'+I  rfz 

.    }/i^y*~COSX~~zT+\'  y  '"Jz~'dlc~^~zT~'d^' 

Berücksichtigt  man  diese  Werthe,  so  erhalt  man  aus  6) : 

d*x  dz  dz 

dt*  y  dx  dx  y  dl  . 

/.i  g  z  '  dl  g  z 


Gr) 


da«  Integral  dieser  (jleichung  ist: 

wobei  C  <lie  lutegrationsconstante  bedeutet.    Berücksichtigt  man,  dass  für 

d  r  /jt       *  \ 

/  ~  0  der  Werth  von  ~  z=ccost  und  z  =  colg  y—  —  —  J   ist ,  so  erhält 


mau  : 


ft.  dx 

9)  --      c  cos  t . 

dl 


fc(!-T)j 


Man  führt  nun  zur  Abkürzung  dieses  und  der  folgenden  Ausdrücke  mit 
Vortheil  folgende  Constante  R  ein,  die,  wie  sich  spater  ergeben  wird,  auch 
eine  geometrische  Bedeutung  besitzt: 

2y 


0 

Der  Ausdruck  für  die  horizontalo  Geschwindigkeit  erscheint  dann  in  der 
Form : 

11)  yZ  =  z-*yRg. 
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Ferner  ist: 

Führt  man  nun  11)  und  y"~  1  *  — ^  in  5)  ein,  so  kommt: 

.         z*     t/u:  ' 

13)  S=-¥(«    *  0 

und  durch  Integration  erhält  man : 

Multiplicirt  man  13)  mit  ~  =  1 ,  so  erhielt  man  ~  und  sodann  durch 

dx        2z  dz 

Integration : 

15)  ^Tj(*   f-*  f)rfl- 

Multiplicirt  man  13)  mit  ~^==j/i  +  —  ^-ti  und  integrirt,  so  giebt 

dies: 

16)  s=r--"J(z-^  +2z-]-7  +  z"i-j)(i: 

<//        1  - 

Multiplicirt  man  endlich  13)  mit  —  =— —  ;f,  so  ergiobt  die  nachfolgende 
Integration : 

Die  Grössen  .r,  y,  p,  <  können  demnach  snmmtlich  als  Functionen  von  t 
ausgedruckt  werden,  so  dass  man  ihre  co^rospondirenden  Werths  berechnen 
und  hierauf  auch  die  Curve  construiren  kann. 

Die  Bedeutung  der  Constanten  R  ergicht  sich ,  indem  man  den  Krüm- 
mungshalbmesser berechnet,  dessen  Ausdruck  bekanntlich  ist: 
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rf.l"* 

Man  erhalt  anter  Berücksichtigung  von  5) : 


Am  8cheitel  der  Curve  ist  t  =  0,  desshalb  g  =  Ä,  d.  h.  die  Constantc  R  ist 
der  Krümmungshalbmesser  am  Scheitel  der  Curve. 

Besonders  hervorzuhebende  Eigenschaften  habe  ich  übrigens  an  vor- 
stehender Curve  nicht  auffinden  können,  weshalb  ich  auch  auf  eine  Discus- 


XXX.  Du  Bois-Reymond's  Versuche  über  die  Polarisation  der 
Elektroden.  Du  Bois  -  Keymond,  dem  die  Elektropltysiologie  zum 
grünsten  Theil  ihre  rasche  Entwickelung  verdankt,  hat  umfängliche  Versuchs- 
reihen zur  Prüfung  einer  von  Jules  Regnauld  1854,  später  auch  von 
Matteucci  in  ähnlicher  Weise  gemachten  Angabe  über  unpolarisirbare 
Elektroden  angestellt  (Monatsberichte  der  K.  Pr.  Akademie  der  Wissensch. 
1859,  8.  443).  Indem  wir  einen  kurzen  Bericht  über  die  Versuche  Du  Boia- 
Reymond's  geben,  versäumen  wir  nicht,  alle  Freunde  elektrophysiologi- 
scher  und  rein  elektrischer  Untersuchungen  auf  die  gediegene  Arbeit  des 
berühmten  Forschers  aufmerksam  zu  machen.  Ganz  besonderes  Interesse 
würde  das  Durchlesen  der  oben  citirten  Abhandlung  denen  gewähren,  die 
sich  selbst  mit  Versuchen  über  elektrische  Polarisation  beschäftigen  und 
denen  durch  vorliegenden  sehr  kurz  gef aasten  Auszug  nicht  hinreichend 
gedient  sein  würde. 

Jules  Regnauld  hatte  1854  angegeben,  dass  es  ihm  gelungen  sei, 
dadurch  unpolarisirbare  Elektroden  herzustellen,  dass  er  Platten  aus  reinem, 
mehrmals  destillirtem  Zink  in  eine  Lösung  von  reinem  schwefelsauren  Zink- 
oxyd  in  destillirtem  Wasser  eintauchte.  Die  Lösung  sollte  von  der  Con- 
centration  sein ,  bei  welcher  sie  das  Maximum  ihrer  Leitungsfähigkeit  be- 
sitzt. Nach  de  la  Rive  findet  dieses  statt,  sobald  man  das  Volum  der  ge- 
sättigten Zinkvitriollösung  durch  Ilinzugiessen  von  destillirtem  Wasser  ver- 
doppelt. Später  hatte  Matteucci  unverquicktes  oder  verquicktes  reines 
Zink  in  reiner  gesättigter  Zinkvitriollösung  als  unpolarisirbar  anempfohlen. 
—  Da  die  Ausmittelung  unpolarisirbarer  Elektroden  namentlich  für  die 
Nachweisung  von  Muskel-  und  Nervenströmen  ein  wichtiges  Moment  ist,  so 
erregten  Rognauld's  und  Matteucci's  Angaben  das  Interesse  Du  Bois- 


sion  derselben  nicht  weiter  eingehe. 
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Reyinond's  in  hohem  Grade.  Sie  forderten  ihn  um  so  mehr  zu  neuen 
Versuchen  auf,  als  Ii clmholtz  gefunden  hatte,  dass  Kupfer  in  Kupfer- 
vitriollösung, sowie  Silber  in  Cyansilberkaliunilösung  nicht  frei  von  Pola- 
risation sind  und  da  er  selbst  käufliches  Zink  in  Zinkvitriollösung  zwar 
schwächer,  aber  viel  ungloichtnässiger  polarisirt  gefunden  hatte,  als  l'lattn 
in  Kochsalzlösung. 

Der  Apparat  Du  Bois-Reyraond's,  von  dem  wir  hier  eine  detaillirte 
Beschreibung  nicht  geben  können,  gestattet  l)  einen  primären  Strom  durch 
die  zu  untersuchende  Conibination ,  z.  B.  durch  Zinkelektroden  in  Zink- 
vitriollösung,  hindurchzuleiten  und  dessen  Stärke  zu  messen;  '£)  die  Inten- 
sität des  etwa  sicli  zeigenden  Polarisationsstromes  mit  Hülfe  eines  Multi- 
plicators,  ziemlich  von  der  Empfindlichkeit  eines  Nervenmultiplicntors  zu 
bestimmen.  Meist  wurde  durch  eine  selbstthätige  Wippe  bei  dem  Auf- 
schwünge derselben  der  primäre  Strom  einen  kurzen  Moment  durch  die 
.  Elektroden  (Schliessungskreis  Ä)  geleitet,  bei  dem  Rückschwünge  wurde 
der  primäre  Strom  ausgeschlossen,  dafür  aber  der  von  den  Elektroden  aos- 
gehende  Polarisationsstrom  für  kurze  Zeit  in  einen  andern  Schliessungs- 
kreis B  eingeschaltet.  Bei  dem  einen  Versuche  war  das  Galvanometer 
mir  in  A  eingeschaltet,  so  dass  die  Ablenkung  desselben  ganz  allein  vom 
ursprünglichen  Strome  herrührte,  bei  einem  zweiten  gleich  darauffol- 
genden Versuche  war  dasselbe  Galvanometer  nur  in  B  eingeschaltet,  die 
Ablenkung  desselben  rührte  dann  ganz  allein  vom  Polarisationsstrome  her. 
Es  war  bei  den  Versuchen  dafür  Sorge  getragen,  dass,  mochte  nun  da* 
Galvanometer  in  A  oder  B  eingeschlossen  sein,  doch  in  beiden  Schliessung; 
kreissen  genau  derselbe  Widerstand  vorhanden  war.  Ein  Paar  andre 
Beobachtungsarten  von  Du  Bois-Roymond,  deren  er  sich  jedoch  selte- 
ner bediente,  als  der  beschriebenen,  werden  hier  der  Kürze  wegen  besser 
weggelassen. 

Der  Quotient,  den  man  erhält,  wenn  man  mit  der  Intensität  des  ur- 
sprünglichen Stromes  in  die  des  dadurch  erregten  Polarisationsstromes  di- 
vidirt,  wird  von  DuBois-Reymond  der  Polarisationscoefficient  genannt. 
Da  die  Intensitäten  auf  dem  im  Vorigen  beschriebenen  Wege  erhalten  wor- 
den sind,  so  hängt  der  Polarisationscoefficient  auch  noch  von  den  Zeitver- 
hältnissen der  angewendeten  Wippe  ab. 

Zur  Prüfung  einiger  gewöhnlicher,  oft  untersuchter  Combinationen 
wandte  Du  Bois-Reymond  meist  Drähte  von  0,5  Milliin.  Durchmesser, 
1  Centimeter  Abstand  und  2  Ccntimeter  Tiefe  des  Eintauchens  an  und  fand 
folgende  Polarisationscoefficienten  (o),  wobei  die  Ströme  gewöhnlich  von 
der  Ordnung  der  Muskelströme  waren : 

1)  Platin  in  verdünnter  Schwefelsäure  (S0S  .  HO  :  HO  =1:5  dein 
Volum  nach)  oder  in  gesättigter  Kochsalzlösung  a  =  1. 

2)  Platin  in  rauchender  Salpetersäure  (bei  26,9°  C.  1,49  spec.  Gew.). 
Bei  Strömen  von  der  Ordnung  des  Muskelstromes  a  =  ,V* 


* 

Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilungen 


303 


3)  Silber  in  gesättigter  Lösung  von  salpetersaurcm  Silberoxyd,  bei 

Strömen  von  der  Ordnung  des  Muskclstromes  a  =  — bei  stär- 

1,6 

1 

keren  Strömen  nahm  a  bedeutend  ab  und  sank  bis  . 

138 

4)  Kupfer  in  schwefelsaurer  Kupferoxyd -Lösung,  a  sehr  klein  und 
nur  bei  sehr  schwachen  Strömen  merklich. 

5)  Käufliches  Zink  in  käuflicher  Zinklösung  «==  -L  bis  -i-  (Ord- 

o,  o        2, 3 

nung  des  Muskelstromes). 

6)  Reines  Zink  in  reiner  Zinklösung  o  =  ~  (Ordnung  des  Muskel- 
stromes). 

7)  Eisen  in  Zinklösung,  Ordnung  des  Muskclstromes  a  =  -i-  ,  JL . 

1,7  2,6 

8)  Verquicktes  Zink  in  Chlorcaliumlösung  verhält  sich  im  Wider- 
spruche mit  Matteucci's  Angaben  ungleichartig  und  ergab  bei 

Strömen  von  der  Ordnung  des  Muskclstromes  a  =  —  . 

4,1 

9)  Verquicktes  Zink  verhielt  sich  in  verdünnter  Schwefelsäure  in 
Serum  von  Pferdeblut  und  in  Brunnenwasser  so  ungleichartig,  dass 
eine  Bestimmung  von  a  nicht  möglich  war. 

10)  Verquicktes  Zink  in  gesättigter  schwefelsaurer  Zinklösung  ver- 
hielt sich  schon  nach  wenigen  Augenblicken  nm  Nervenmultipli- 
cator  völlig  gleichartig,  d.h.  wurden  die  Elektroden  von  verquick- 
tem Zink  mit  den  Enden  des  Nervenmultiplicators  verbunden ,  so 
gelangte  die  Nadel  nach  einigen  Schwankungen  sehr  bald  wieder 
auf  den  Nullpunkt  zurück  und  blieb  unverriiekt  auf  demselben 
stehen ,  selbst  wenn  die  eine  Elektrode  etwas  erschüttert  wurde. 
Diese  Gleichartigkeit  findet  selbst  statt,  wenn  man  käufliches  Zink 
mit  unreinem  Quecksilber  und  roher  Salzsäure  verquickt  und  nach 
gehörigem  Abwaschen  und  Abspülen  in  käufliche  Zinklösung 
bringt.  Bei  Drähten  von  Zink  und  bei  Strömen  von  der  Ordnung 
des  Muskelstromes  wurde  gar  keine  Polarisation  bemerkt,  bei 
stärkeren  Strömen  wurde  dieselbe  noch  äusserst  klein  befunden 

«  =  gi— .  Als  Zinkplatten  von  6  —  7  Quadratcentimeter  Ober- 
fläche benutzt  wurden,  war  die  Polarisation  bei  jeder  Stärke  des 
Stromes  unmerklich.  Um  nun  auch  den  etwaigen  Einwurf  beant- 
worten zu  können,  dass  it  bei  dieser  Combination  so  gering  ausge- 
fallen sein  möge,  weil  nach  dem  Aufhören  des  primären  Stromes 
die  Stärke  der  Polarisation  sehr  rasch  abgenommen  habe,  unter- 
suchte DuBois-Reymond  die  Polarisation  bei  ununterbroche- 
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nem  ursprünglichen  Strome,  indem  er  durch  gesättigte  schwefel- 
saure Zinklösung  einen  starken  primären  Strom  hindurchleitete 
und  nun  nachsah,  ob  nach  dem  Einsetzen  von  mehr  verquickten 
Zinkplatten,  die  den  Querschnitt  des  Gefässes  mit  Zinkvitriollö- 
sung vollkommen  ausfüllten,  eine  Stromesänderung  am  eingeschal- 
teten Galvanometer  zu  erkennen  war.    Bei  allen  Versuchen  die- 
ser Art  ergab  sich,  dass  die  Polarisation  der  Zinkelektroden  höch- 
stens nur  spurweiso  auftrat.    Verquicktes  Zink  lieferte  in  Zink 
vitriollösung  vom  Maximum  der  Leitungsfähigkeit  ein  etwas  grös- 
seres a,  als  in  gesättigter  Zinklösnng. 
11)  Verquicktes  Zink  in  Chlorzinklösung  verhielt  sich  etwas  minder 
gleichartig,  als  in  Zinkvitriollösung,  während  a  ungefähr  ebenso 
klein  war,  als  in  Zinkvitriollösung. 
Aus  alledem  geht  hervor,  dass  Elektroden  von  verquicktem  Zink  in 
gesättigter  Zinkvitriollösung  ihrer  Unpolarisirbarkeit  wegen  bei  Reizverso- 
chen  den  Vorzug  vor  allen  anderen  Combinationen  verdienen,  vorausge- 
setzt, dass  sich  durch  die  Berührung  der  Zinklösung  und  der  thierischen 
Gewebe  nicht  etwa  neue  Ucbelstände  entwickeln.    Ueber  die  Ursache 
der  Unpolarisirbarkeit  von  verquickten  Zinkelektroden  lässt  sich  augen- 
blicklich etwas  Bestimmtes  noch  nicht  sagen.  Dr.  Emil  Kahl. 


- 


Digitized  by  Google 


XI. 

Die  Fundamente  der  Elektrodynamik, 

nach  den  neuesten  Untersuchungen  bearbeitet 

von  Dr.  Emil  Kahl. 

(Schluss.) 

§.  12.  Das  Haas  für  die  freie  Elektricität 

Dem  Früheren  gemäss  ist  das  elektrische  Grundgesetz  von  Weber  als 
richtig  und  als  Grundlage  sämmtlicher  elektrodynamischer  Fernewirkungen 
au  betrachten.  Dieses  Gesetz  nun  enthält  eine  Oonstante  a ,  deren  Grösse 
aus  dem  Gesetze  Ampere's  wohl  bestimmt  werden  kann,  sobald  die  Strom- 
intensitäten t  und  t",  in  magnetischem  Maase  ausgedrückt,  aus  letzterem 
Gesetze  mit  in  ersteres  herübergenommen  werden.  Vergleicht  man  nämlich 
die  Gleichung  II)  in  $.  2  mit  der  Gleichung  5)  in  $.  6,  so  erhält  man  a*=£, 
der  entsprechende  Ausdruck  vom  allgemeinen  Grundgesetze  Weber' s  ist 
demnach 

Hierin  sind  die  Längenmaase  in  Millimetern  und  t  und  t'  in  magneti- 
schen Stromintensitätseinheiten  auszudrücken.  Diese  Constantenbestim- 
mung  genügt  für  alle  Fälle ,  in  denen  die  Wirkungen  von  Strömen ,  deren 
Intensität  nach  magnetischem  Maase  gemessen  ist,  zu  bestimmen  ist,  allein 
in  dem  Falle  reicht  sie  nicht  mehr  aus,  wo  man  statisch  aufgehäufte  Elek- 
tricität durch  einen  Leitungsdraht  abfliessen  lässt.  Die  Menge  statisch  auf- 
gehäufter Elektricität  lässt  sich  nämlich  am  besten,  wie  die  Menge  des 
Magnetismus,  aus  den  Fernewirkungen,  die  sie  hervorbringt,  bestimmen; 
so  lange  nun  der  Versuch  noch  nicht. gemacht  war,  eine  gemessene  Menge 
statisch  aufgehäufter  Elektricität  durch  einen  Multiplicatordraht  abfliessen 
zu  lassen  und  die  elektrodynamische  Wirkung  derselben  auf  ein  Magneto- 
meter oder  Dynamometer  zu  messen,  konnte  von  der  Bestimmung  der  Con- 
etanten  a  in  einer  für  alle  Fälle  genügenden  Weise  nicht  die  Hede  sein. 
Man  erkennt  ferner:  sobald  n  bestimmt  ist  für  den  Fall,  dass  die  anfein- 
ander  wirkenden  elektrischen  Massen  e  und  e'  in  einem  elektrostatischen 
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Maase  der  Elektricität  ausgedrückt  werden,  so  kann  man  diejenigen  Mengen 
Elektricität  leicht  bestimmen ,  die  bei  einem  Strome  von  der  magnetischen 
Stromintensität  1  in  jeder  Secunde  durch  den  Querschnitt  der  Kette  fliesseu. 
Denn  es  litsst  sich  einerseits  aus  Ampc.ro's  Gesetz  IL,  $.  2,  die  elektro- 
dynamische Fernewirkung  eines  Stromelementes  auf  ein  anderes  berechnen, 
wenn  beide  die  magnetische  Stroinititensitüt  1  besitzen:  andererseits  lässt 
sich  aus  dem  vollständig  bestimmten  elektrischen  Grundgesetz  die  Iuteiisitat 
des  im  vorigen  Falle  in  beiden  Elementen  Messenden  Stromes  in  elektro- 
statischem Maase  berechnen,  sobald  die  Fernewirkung  der  Stromelenieiite 
dieselbe  Grosso  haben  soll,  als  im  vorigen  Falle,  wobei  in  beiden  Fallen 
natürlich  die  Lage  der  Kiemente  gegen  einander  genau  dieselbe  sein  uitiss. 

]>ie  Bestimmung  der  Constanten  «  in  dem  im  Vorigen  angegebeneu 
Sinne  ist  durch  Kohlrausch  und  Weber  ausgeführt  wordeu*).  Hierbei 
möge  die  Bemerkung  eingeschalten  weiden  ,  —  ehe  die  Arbeiten  der  ge- 
nannten Gelehrten  weiter  besprochen  werden,  —  dass  künftighin  gewöhn- 
lich statt  der  (Jonstauten  //  eine  andere  Constantc      die  mit  der  vorigen  in 

der  Beziehung  c  =  —  steht,  in  das  allgemeine  Grundgesetz  eingeführt 

a 

werden  wird,  so  dass 

-r'  \ '  "     LU)  -  2  'ä?  J *  =  -r."  I'  -  ?  LU  -lräT4- 
Die  Constante  c  hat  nämlich  eine  sehr  einfache  Bedeutung;  man  denke 
sich  zwei  elektrische  Massen,  deren  relative  Beschleunigung  der  Null  gleich 
ist ,  während  ihre  relative  Geschwindigkeit  demgemäs  constant  ist.  Wenn 

dr 

nun  —  =c,  so  hört  jede  Einwirkung  der  beiden  elektrischen  Massen  auf 

einander  auf.  Es  ist  daher  c  die  constante  relative  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  beide  elektrischen  Massen  bewegt  werden  müssen,  damit  sie  gar 
keine  elektrische  Wirkung  mehr  auf  einander  ausüben.  Das  von  Weber 
und  Kohlrausch  gewählte  sogenannte  mechanische  Maas  der  Elek- 
tricität ist  dem  absoluten  Maase  des  Magnetismus  ganz  gleich.  Man  denke 
sich  nämlich  in  zwei  körperlichen  Massenpunkten  A  und  2?,  welche  in  einer 
Entfernung  von  1  Millimeter  von  einander  durch  eine  geeignete  Vorrich- 
tung festgehalten  werden,  in  jedem  eine  und  dieselbe  Menge  positiver  oder 
negativer  Elektricität  concentrirt.  Die  elektrischen  Massen  üben  hierbei 
eine  abstossende  Kraft  auf  einander  aus,  ohne  dass  sie  Bewegung  veran- 
lassen können,  weil  die  elektrischen  Massen  wiederum  von  den  körperlichen 
Massen  festgehalten  werden.  Ist  nun  hierbei  der  Druck ,  welchen  beide 
elektrische  Massen  auf  einander  ausüben ,  und  welche  auf  die  körperlichen 
Massen,  an  denen  sie  haften,  übertragen  wird,  gleich  einer  absoluten  Kraft- 
einheit, so  ist  die  Menge  der  in  A  oder  in  B  enthaltenen  Elektricität  der 

*)  Ablmndl.  «1er  math.  -  phyaik.  Clasae  der  k.  »iichs.  Gesellsch.  der  Wiusensch. 
li.l.  III.  8.  21». 
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Maaseinheit  des  elektrischen  Flnidnros  gleich.  Ist  in  A  die  Maaseinheit 
(das  Maas)  positiver  Elektricität,  in  B  zugleich  ein  Maas  positiver  und  ein 
Maas  negativer  Elektricität  concentrirt,  so  kann  B  keine  Einwirkung  von 
A  erleiden;  daher  wird  von  A  ans  gegen  B  die  anziehende  Kraft  1  ausge- 
übt, sobald  in  A  die  elektrische  Menge  +  1,  in  B  die  elektrische  Menge  — 1 
ist.  —  Als  Einheit  der  absoluten  Kraft  ist  hier ,  wie  beim  Magnetismus, 
diejenige  Kraft  anzunehmen,  welche  in  einer  Secunde  mittlerer  Zeit  der 
Masse  von  1  Milligramm  die  Beschleunigung  von  1  Millimeter  ertheilt. 

§.13.  Bestimmung  der  Constanten  c  im  elektrischen  Grundgesetze 

durch  Kohlrausch  und  Weber. 

Die  Methode,  welche  die  genannten  Gelehrten  angewendet  haben,  war 
im  Wesentlichen  folgende: 

a)  Es  ist  zunächst  die  Menge  positiver  Elektricität  nach  mechanischem 
Maasc  gemessen  worden ,  welche  auf  dem  innern  Belege  einer  geladenen 
Leidner  Flasche  im  disponibeln  Zustande  vorhanden  war,  d.  h.  es  ist  die- 
jenige Menge  ElektriciÜit  bestimmt  worden ,  welche  fast  momentan  in  die 
Erde  abfliesst,  sobald  man  das  innere  Belege  in  leitende  metallische  Ver- 
bindung mit  der  Erde  setzt,  mit  welcher  schon  vorher  das  äussere  Belege 
verbunden  worden  war. 

b)  Die  eben  erwähnte  Leidner  Flasche  wurde  nun  durch  den  Mul- 
tiplicator  einer  Tangentenbussole  nach  der  Erde  hin  entladen,  indem  ihr 
inneres  Belege  mit  dem  einen  Ende  des  Multiplicatordrahtes,  ihr  äusseres 
Belege  mit  dem  andern  Ende  desselben  verbunden  wurde.  Es  war  dabei 
durch  Einschaltung  von  Röhren  voll  destilirten  Wassers  in  die  Leitung 
Sorge  getragen  worden,  dass  die  Elektricität  wirklich  innerhalb  der  Drähte 
tioss  und  nicht  etwa  von  einer  Windung  zur  andern  übersprang«  Aus  der 
beobachteten  Elongation  der  Nadel ,  der  Uorizontalintcnsität  des  Erdmag- 
netismus und  dem  magnetischen  Momente  der  Nadel  konnte  nun  die  Winkel- 
geschwindigkeit berechnet  werden,  welche  der  Nadel  durch  die  Elektricität 
ertheilt  wurde.  Denn  die  Geschwind igkeitsertheilung  erfolgt,  wie  das  Nach- 
stehende zeigt,  so  schnell,  dass  sie  beendet  ist,  ehe  die  Nadel  einen  merk- 
lichen Ausschlag  bekommen  hat.  Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Nadel 
ist  nämlich  bei  einer  solchen  Entladung,  wie  schon  Faraday  und  Riesa 
nachgewiesen  hatten,  nur  abhängig  von  der  Menge  der  durch  den  31  ul- 
tiplicator  fliessenden  Elektricität,  vom  magnetischen  Momente  der  Nadel, 
sowie  von  der  Intensität  des  Erdmagnetismus  am  Beobachtungsorte,  jedoch 
unabhängig  von  dem  Widerstande  und  auch  innerhalb  weiter  Grenzen  un- 
abhängig von  der  Entladungszeit.  Bei  einem  und  demselben  Apparate  und 
an  einem  und  demselben  Orte  ist  daher  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Menge  der  durch  den  Multiplicator  in  der  einen  Richtung  fliessenden  posi- 
tiven Elektricität  proportional.    Dies  könnte  nicht  stattfinden,  wenn  die 
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Ertheilung  der  Geschwindigkeit  nicht  in  so  kurzer  Zeit  geschähe,  dass  sie 
vom  Anfange  bis  zu  Ende  fast  in  derselben  Richtung  erfolgte ,  nämlich  in 
einer  horizontalen,  gegen  den  magnetischen  Meridian  senkrechten  Richtung. 
Durch  den  hier  diskutirten  Versuch  wurde  nun  die  Menge  der  positiven 

Elektricitiit  bekannt,  welche  der  Nadel  der  von  Weber  Angewendeten 
Tangentenbussole  eine  bestimmte  Winkelgeschwindigkeit  crtheilte. 

c)  Es  wurde  ein  nach  magnetischem  Maasc  gemessener  constanter 
Strom  von  sehr  kurzer  genau  bekannter  Dauer  durch  dieselbe  Tungenten- 
bus&olc  entladen,  welche  zum  vorigen  Versuche  gedient  hatte,  und  aus  der 
beobachteten  Elongation  der  Nadel  die  Winkelgeschwindigkeit  berechnet, 
welche  dieselbe  vom  Strome  wahrend  dessen  Daner  erhalten  hatte.  Hat 
nun  der  Strom  von  der  nach  magnetischem  Manse  gemessenen  Intensität  i 
in  der  kleinen  Zeit  t  die  Winkelgeschwindigkeit  £  hervorgebracht;  hat  fer- 
ner beim  Entladungsversuch  der  Leidner  Flasche  die  Elektricitatsmenge. 
+  £\  welche  vom  iiinem  Belege  nach  der  Erde,  und  die  Menge  — A\  »lic 
von  der  Erde  gleichzeitig  nach  dem  innern  Belege  strömte,  die  Winkel- 
geschwindigkeit n  erzeugt,  so  ist  die  Menge  positiver  Elektricität,  welche, 
beim  Strome  t  in  der  Sccunde  durch  die  Ketto  Hiesst*): 

und  es  ist  demnach  die  magnetische  Stromintensitätseinheit  gleich : 

Et 

mechanischen  Stroraintensitätseinheiten.    Weber  und  Kohlrausch  fan 

► 

Et 

den  aus  fünf  Versuchsreihen ,  dass  die  Grösse  — —   im  Mittel  155370  .  10* 

2tT)t 

betrage,  wobei  die  Differenz  des  grössten  und  kleinsten  der  von  ihnen  er» 
haltenen  Werthe  etwa  7  Procent  des  mittleren  Werthes  betrug.  Dass  bei 
aller  Genauigkeit  und  Sorgfalt  im  Beobachten  ein  genaueres  Resultat  nicht 
erhalten  wurde,  liegt  jedenfalls  in  der  grossen  Schwierigkeit,  eine  statisch 
aufgehäufte  Menge  Elektricität  genau  zu  messen.  Die  späteren  Zusätze 
zu  dem,  was  bis  jetzt  über  die  Beobachtungsmethode  gesagt  wurde,  wer- 
den dies  deutlich  zeigen. 

Das  Gesetz  Ampere 's  muss  nun,  wenn  i  und  t'  in  mechanischem 
Stromintensitätsmaase  ausgedrückt  werden ,  die  Form  annehmen : 

'lii'dsds'      1  ,  _       ^  . 

—  7  (COS  *        \COSS  COS  ß  ). 

(155370.  KP)«    r*v  1  ' 

Die  Ableitung  aus  Weber 's  Grundgesetz  hatte  jedoch  die  Form  ergeben: 

10  ii'dsds'  ,  _  _ 

—  ^  — ^ —  (cos  £  —  %cos8  cos  0  ). 

Durch  die  Vergleichung  dieser  beiden  Ausdrücke  erhält  mau: 


*)  8iehe  die  ErlRnterunpcn  am  Endo  dieses  Paragraphen. 
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c  =  430450  . 10»  Millimeter 

oder  auch : 

c  a=  50320  geographische  Meilen.  . 
Hiernach  beträgt  also  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  welcher  zwei  elek- 
trische Massen  gleichförmig  bewegt  werden  müssen ,  damit  sie  gar  keine 
Wirkung  mehr  auf  einander  ausüben  können,  50320  Meilen  in  der  Secunde. 

Dem  Vorigen  sind  noch  einige  nothwendige  Erläuterungen  beizufügen. 
Wird  eine  Leidner  Flasche  geladen,  so  kann  man  die  Menge  der  in  sie 
eingefüllten  Elektricität  nach  Kohlrausch  in  einem  willkürlichen  Maaso 
ausgedrückt  erhalten ,  wenn  man  sofort  nach  dem  Laden  der  Flusche  den 
Knopf  derselben  mit  einem  Sinuselektrometer  verbindet  und  hierauf  aus 
der  Angabe  desselben  die  Ladung  berechnet*).  Das  Sinuselektrometer 
zeigt,  wenn  es  mit  dem  Knopfe  der  Flasche  verbunden  bleibt,  eine  anfangs 
rasche  Abnahme  der  Ladung,  die  sich  später  verlangsamt  und  zuletzt  einer 
bestimmten  Grenze  nähert.  Diese  Abnahme  der  Ladung  rührt  nur  zum 
Theil  von  Elektricitätsabgabe  an  die  Luft  her;  nach  Kohlrausch  ist  es 
sehr  wahrscheinlich,  dass  folgende  Ursache  die  Ladungsabnahme  ganz  vor- 
züglich  bedingt.  Die  Ladung  auf  dem  inneren  und  die  gebundene  Elek- 
tricität auf  dem  äusseren  Belege  scheiden  allmälig  die  neutrale  Elektricität 
im  Glase,  so  dass  an  manchen  Stellen  im  Innern  des  Glases  freie  positive 
Elektricität,  an  andern  Stellen  freie  negative  Elektricität  vorhanden  ist, 
welche  sich  beide  wegen  der  schlechten  Leitungsfähigkeit  des  Glases  nicht 
vereinigen  können.  Die  geschiedene  Elektricität  im  Glase  bindet  einen 
Theil  der  Ladung  fest  und  da  erstere  um  so  grösser  sein  muss,  je  mehr 
Zeit  vom  Laden  der  Flasche  an  verfloss,  so  muss  auch  die  gebundene 
Elektricität  auf  den  Belegen  mit  der  Zeit  zunehmen.  Der  Theil  der  La- 
dung, welcher  von  der  geschiedenen  Elektricität  im  Glase  nicht  gebunden 
gehalten  wird ,  fliesst  bei  der  Entladung  der  Flasche  ganz  allein  ab  und 
heisst  die  disponible  Ladung.  Kohlrausch  hat  nun  in  der  oben  citirten 
Abhandlung  gezeigt,  nach  welchem  Gesetze  —  zugleich  mit  Berücksichti- 
gung des  Elektricitätsverlustes  in  der  Luft  —  die  disponible  Ladung  von 
der  ursprünglichen  Ladung  und  der  Zeit  abhängt,  welche  seit  dem  Laden 
der  Flasche  vergangen  ist,  und  wie  man  die  Constanten  dieses  Gesetzes  für 
jede  beliebige  Flasche  und  beliebige  Luft  bestimmen  kann.  Wird  nnn  die 
Flasche  durch  eine  Tangentenbussole  hindurch  entladen,  so  kennt  man 
durch  das  Sinuselektrometer  die  Menge  der  disponibeln  Ladung,  allerdings 
nur  in  einem  willkürlichen  Maase  ausgedrückt.  Die  Rednction  des 
willkürlichen  Maases  auf  absolutes  Maas  geschah  bei  den  Versuchen  von 
Weber  und  Kohlrausch  dadurch,  dass  mit  Hilfe  des  Sinuselektrometers 
ermittelt  wurde,  der  wievielte  Theil  der  Ladung  der  Flasche  in  eine  grosso 
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isolirt  aufgehängte  Kugel  abgegeben  wurde,  sobald  dieselbe  mit  dem 
Knopfe  der  Flasche  in  Berührung  gebracht  wurde.  Diese  Kugel  wurde 
nun  mit  der  kleinern  Standkugol  einer  Coulomb'schen  Drehwage  berührt, 
der  Theil  von  Elektricität  der  grossen  Kugel,  welcher  hierbei  an  die  kleine 
Kugel  abgegeben  wurde,  wurde  nach  Plana 's  Arbeit  {Memoire  sur  la 
dislribution  de  t  electriciie'  a  la  surfacc  de  deux  sph&res  eonduetrices.  Turin 
1845.  page  64.  66.)  berechnet.  Die  Standkugel  der  Coulomb'schen  Dreh- 
wage wurde  nun  in  letztere  eingesetzt ,  worauf,  da  die  Constanten  des  In- 
strumentes  durch  Torsioneschwingungen  ermittelt  worden  waren,  die  auf 
der  Standkugel  befindlich  gewesene  Menge  von  Elektricität  in  absolutem 
Maase  ausgedrückt  aus  der  Beobachtung  und  zugehörigen  Rechnung  her- 
vorgehen musste. 

lieber  die  während  der  Entladung  der  Leidner  Flasche  durch  den 
Querschnitt  hindurchfliessende  Menge  positiver  und  negativer  Elektricitit 
kann  man  sich  verschiedene  Vorstellungen  machen.  Betrug  die  Ladung 
der  Flasche  +  Ey  so  kann  man  sich  vorstellen,  die  ganze  Menge  -f-  E  fliesse 
allein  nach  der  Erde  ab,  so  dass  nur  positive  Elektricität  dnreh  den  Mul- 
tiplicator  geht,  oder  die  zur  Neutralisation  erforderliche  Menge  — E  fiiesst 
ganz  allein  in  entgegengesetzter  Richtung  nach  dem  inneren  Belege  der 
Flasche  hinauf;  oder  ein  Theil  von  E>  z.  B.  aEy  fliesst  nach  der  Erde  ab. 
der  andere  Theil  (1 — a)E  wird  neutralisirt,  indem  die  dazu  nöthige  Menge 
entgegengesetzte  Elektricität  — (1 — a)E  gleichzeitig  aus  der  Erde  nach 
dem  innern  Belege  strömt.  Welche  Vorstellung  man  sich  auch  machen 
möge,  so  gelangt  man  doch  zu  dem  Resultat,  dass  dio  Wirkung  auf  die 
Nadel  genau  so  gross  ist,  als  wenn  die  Menge  +  \E  nach  der  Erde,  die 
Menge  — ±E  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  den  Multiplicator  flösse. 
Man  kann  nämlich  für  die  Nadel  ein  kleines  Solenoid  substituiren,  welches 
vom  Erdmagnetismus  unter  gleichen  Verhältnissen  ein  eben  so  grosses 
Ürehungsmoment,  als  die  Nadel,  erleidet.  Die  Einwirkung  von  der  .Menge 
-f«£  und  (1  —  a)£,  welche  durch  ein  Element  des  Multiplicators  fliessen, 
auf  ein  Element  vom  Solenoid  kann  man  dann ,  die  Betrachtung  des  $.  6 
wiederholend,  untersuchen.  Man  wird  dann  die  obige  Behauptung  für 
Elemente  bestätigt  finden  und  hat  sie  nur  noch  auf  die  ganzen  Leiter  aus- 
zudehnen, um  dio  Berechtigung  einzusehen,  diesen  Strom  in  der  früher 
angegebeneu  Weise  mit  einem  Constanten  Strome  zu  vergleichen. 

Was  endlich  die  Berechnung  der  kurzen  Zeit  x  anbelangt,  während 
welcher  der  constante  Strom  durch  den  Multiplicator  der  Tangentenbussole 
ging,  so  geschah  diese  mit  Hilfe  des  bekannten  Momentes  der  Magnetnadel. 
Aus  der  Stärke  des  Stromes  konnte,  weil  jenes  bekannt  war,  das  Kräfte- 
paar berechnet  werden,  durch  welches  der  Strom  die  im  Meridian  befind- 
liche Nadel  aus  demselben  herauszudrehen  sucht.  Dieses  Kräftepaar  giebt 
bei  der  Division  durch  das  bekannte  Trägheitsmoment  der  Nadel  die  Win- 
kelboßcblcunigung.  Dividirt  man  nun  mit  der  Winkelbeschleunigung  in  die 
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aus  der  beobachteten  Elongation  borechueto  Winkelgeschwindigkeit,  so  er- 
hält man  die  Zeit  r. 

§.  14.  Die  elektrodynamischen  Gesetze  mit  numerischen  Constanten. 

Das  elektrodynamisehe  Grundgesetz  von  Weber  nimmt  nach  Ein- 
setzung der  Constanten  c  folgende  Form  an : 

ejL\  1        |Y<fry  d'rh 

i}  r«  V      J93120  .  10'«  |W  2rrf/,J* 

und  drückt  also  in  absolutem  Maase  die  Kraft  aus ,  mit  welcher  zwei  nach 
mechanischem  Maase  gemesseno  Elcktricitätsmcngen  e  und  c  iu  Richtung 

efr         d*  r 

ihrer  Verbindungslinie  auf  einander  wirken,  wobei  r,  —  und  —  in  Milli- 
metern anszudrücken  sind.  Hat  man  positive  Elcktricitätsmcngen  mit  po- 
sitivem Vorzeichen ,  negative  mit  negativem  Vorzeichen  eingeführt,  so  ent- 
spricht einem  positiven  Vorzeichen  obigen  Ausdruckes  eine  abstossende, 
eiuero  negativen  Vorzeichen  eine  anziehende  Kraft. 

Das  aus  dem  allgemeinen  Grundgesetze  abgeleitete  Gesetz  Ampere 's 
war  Früherem  zufolge: 

ii'dsds    10,  ,  wx 
 -t —  .     {cos  s—%cos8  cos  S  ) , 

d.  i.  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  c : 

Tfx  1         ii'dsds  ,  _ 

II}       ~  SöSTm*  •  -7«-  (cos  8  ~  *c0*  *  cos  6  >' 

Dieser  Ausdruck  giebt  also  die  Kraft  in  absolutem  Maase  ausgedrückt  an, 
mit  welchem  das  Element  ds  auf  das  Element  ds\  und  umgekehrt  ds'  auf  ds 
in  Richtung  der  Verbindungslinie  r  beider  Elemonte  einwirkt.  Das  Element 
ds  ist  von  einem  Strome  von  der  Intensität  i  (in  mechanischem  Maase  aus- 
gedrückt) durchflössen,  das  Element  ds  ist  vom  Strome  in  demselben 
Masse  ausgedrückt,  durchströmt,  r  ist  in  Millimetern  einzusetzen.  Der 
Winkel  c  ist  der  Winkel,  den  die  beiden  Elemente  ds  und  ds  mit  einander 
einschliesscn,  ©  ist  der  Winkel,  den  das  Element  ds  mit  der  Richtung  von  r 
(z.  B.  von  ds  nach  ds)  einschliesst ,  8'  der  Winkel,  den  ds  mit  der  ver- 
längerten Linie  r  bildet. 

Dem  $.  7.  No.  5.  zufolge  würde  nun  das  Gesetz  für  die  Voltainduction 
eines  vom  Strome  i  (mechanisches  Maas)  durchflossenen  ruhenden  Elemen- 
tes ds%  in  dessen  Nähe  ein  neutrales  Element  ds  mit  der  Geschwindigkeit 
u  bewegt  wird,  die  elektromotorische  Kraft,  welche  in  der  Richtung  von  ds 
auf  letzteres  ausgeübt  wird,  in  folgender  Grösse  ergeben: 

1       iudsds'  ,  „ 

m)     ~~  5ö7oTo"  ~~H  ~ {cos  *-lcnsScos®) cos 

Hierbei  bedeutet  r  die  in  Millimetern  ausgedrückte  Entfernung  zwischen  ds 
und  ds ,  die  Richtung  r  möge  die  Richtung  der  von  ds  nach  ds'  gezogenen 
und  darüber  hinaus  verlängerten  Geraden  sein;  es  ist  daun  t  der  Winkel, 
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den  die  Richtnng  von  u  mit  ds\  0'  der  Winket ,  den  die  Richtung  von  *' 
mit  r  bildet,  0  ist  der  Winkel  von  r  und  <fa,  und  <p  der  spitze  Winkel,  den 
ds'  mit  r  einschliesst.  Ist  der  Ausdruck  III)  positiv ,  so  indocirt  die  elek- 
tromotorische Kraft  einen  Strom  in  ds\  dessen  Richtung  mit  r  den  spitzen 
Winkel  q>  einschliesst. 

Im  Falle,  wo  die  Stromintensität  in  einem  Elemente  ds  in  der  Zeit  dt 


d  i 

um  —  .  dt  geändert  wird,  wird  auf  die  Elektricität  in  einem  benachbarten 

Elemente  ds  nach  $.  0.  No.  6.  die  electromotorische  Kraft  ausgeübt : 

IV)  r«  .  COS  0  cos  0  — . 

'  24140.  10M      r  dt 

In  diesem  Ausdrucke  ist  r  die  in  Millimetern  ausgedrückte  Entfernung  von 
ds  und  ds',  0  und  0'  sind  respective  die  Winkel ,  welche  ds  und  ds'  mit  der 
Richtung  r  (von  ds  nach  ds'  und  darüber  hinaus  gezogen  gedacht)  bilden. 

In  dem  complicirteren  Falle ,  wo  die  Induction  gleichzeitig  durch  Be- 
wegung des  einen  Leiters  und  durch  Aenderung  der  Strorointensität  hervor- 
gebracht wird ,  erhält  man  den  im  S.  10  angegebenen  Aufdruck  für  die  in- 
ducirte  elektromotorische  Kraft  j  derselbe  ist  nun  ebenfalls  vollständig  be- 
stimmt, sobald  man  in  denselben  «8  =  —        -Ä  einsetzt. 

193120 .  1019 

§.  15.  Elektrodynamische  Einwirkung  eines  gesohloisenen  constanten 
8tromes  auf  ein  Element  eines  andern  constanten  Stromes. 

Das  Element  ds'  befinde  sich  im  Anfange  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystemes  und  es  schliesse  die  Richtung  des  durch  dasselbe  hindurch- 
fliessenden  Stromes  von  der  in  mechanischem  Maase  ausgedrückten  Inten- 
sität i"  mit  den  Achsen  x,  y,  z  resp.  die  Winkel  A,  p,  v  ein.  Das  Element 
ds  gehöre  einer  Curve  an,  deren  zwei  Gleichungen  als  gegeben  betrachtet 
werden,  so  dass  von  den  Coordinaten  cc,  y,  z  des  Elementes  ds  immer  zwei 
als  Function  der  dritten  anzusehen  sind.  Die  Richtung  des  Stromes  (In- 
tensität i)  in  ds  bilde  mit  der  Stromrichtung  in  ds'  den  Winkel  «,  mit  der 
Linie  r  (von  ds'  nach  ds  gezogen)  den  Winkel  0,  und  die  Stromrichtung  in 
ds'  mit  r  den  Winkel  0'. 

Jedes  Element  ds  des  geschlossenen  Stromes  wirkt  auf  den  Strom  in 

ds'  mit  der  Kraft  ein : 

« v  IQii'dsds'  .  Ä 

1)  —  — ^ —  (cos  t  —  |  cos  0  cos  e  ). 

Diese  Kraft  ist  in  drei  Componenten ,  die  die  Richtung  der  drei  Coordina- 
tenachsen  besitzen,  zu  zerlegen  und  hierauf  alle  Componenten  in  dej 
x-Achse,  die  den  Einwirkungen  aller  Elemente  des  geschlossenen  Stromes 
auf  das  Element  ds'  entsprechen,  zu  addiren;  man  erhält  so  eine  Cotnpo- 
nente,  die  mit  A'  bezeichnet  werden  möge.  Die  Addition  aller  in  der  y- Ache 
enthaltenen  Componenten  gebe  die  Kraft  T,  die  Summe  aller  Componenten 
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in  der  z-  Achse  gebe  die  Kraft  Z.  Es  soll  nun  zunächst  die  Oomponente  X 
bestimmt  werden.  Die  in  der  x-  Achse  enthaltene  Componente  der  Ein- 
wirkung von  ds  auf  ds  ist: 

1°  H'ds.ds  x 

2)  —  — .  ^  .  —  (cos  i  —  {  cos  6  cos  6  ). 

Diesem  Ausdruck  giebt  man  eine  für  die  Folge  zweckmässigere  Form ,  in- 
dem man  setzt: 

3)  cos  «  =  —  cos  k  +  —  cos  p  +  ~  cos  v; 

£i      x  dx      y  dy      z  dz 

4)  cos  S  =  -  —  H  —  H  — ; 

'  r  ds      r  ds      r  ds1 

x  y  z 

5)  cos  &  ■=  —  cos  k  H  cos  u  H  cos  V. 

/  r  r       r  r 

Man  erhält  dann  für  die  Einwirkung  von  ds  auf  <fe': 

16  li'd^'  r  1 

6)  —     .  -         -3  (2xdx  cos  l  +  2xdy  cos  p  +  2a? rf  z  cos  v) 

er      2  Lr^ 

—  i  ■ —  i  (x*  cos  k  +  xy  cos  p  +  xz  cos  v)J  . 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  weiter  umformen ,  wenn  man,  geleitet  durch  die 
Form  des  letzten  Gliedes,  das  Differential  von  ~  einzuführen  sucht.  Denn 
es  giebt: 

7)  d.i  =  -3.idr. 
Ans  r*  ss»  s*  +  y9  +  «*  erhält  man  jedoch : 

8)  dr=-  dx-f^  rfy+ldz 
'  r  r    9  r 

und  daher : 

Qv  .    1  (Zxdx  -f  Zydy  +  3tdr) 

Man  findet  nun  nach  diesen  Erörterungen  leicht,  dass  man  statt  der 
Gleichung  6)  die  folgende  setzen  darf,  welche  den  Vortheil  besitzt,  bei  der 
nachfolgenden  Integration  sich  zu  vereinfachen , 

|ft.  IGii'ds'r    x*cosk  +  xy  cos  p  -f  xz  cos  v 

1U)  ~~c*    2~L  ? 

(xdy  —  ydx)  .  cosv(xdz —  zdx)~\ 
+  cosp .         /      +  L_  ' J . 

Das  erste  Glied  in  der  Parenthese  kann  man  auch  schreiben: 

.        .    ,  ,  X  (—  COSk  +  —  COÄU+  —  cosv) 

x*  cos  k  +  xy  cos  n  +  xzcosv  \r  r       r      r  / 

=  d  .  i —  . 
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Integrirt  man  nun  den  Ausdruck  10)  und  erstreckt  hierbei  die  Integration 
auf  alle  Elemente  der  Curve,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der  Paren- 

iT  COS  Ö' 

these,  weil  s —  für  beide  Grenzen  denselben  "Werth  erhält.    Die  Inte- 

r 

gration  giebt  nun  —  wenn  man  den  Werth  der  Constanten  c  einsetzt  — 
zunächst : 

TTN    „  1  C*dy  —  ydx  {'zdx  —  xdz\ 

Die  Componente  Y  würde  man  auf  gleiche  Weise  finden,  wenn  man 
denselben  Untersuchungsgang  anwendete,  jedoch  von  Anfang  der  Ent- 
wickelung  an  überall  x  und  X  mit  y  und  (i  und  umgekehrt  vertauschte.  Man 
erhält  daher  Y  sofort  aus  No.  V)  durch  Anwendung  derselben  Vertauschun- 
gen. Ebenso  findet  man  den  entsprechenden  Ausdruck  für  Z,  sobald  man 
in  V)  statt  x  und  k  die  Grössen  z  und  v  und  umgekehrt  schreibt.  Das  Re- 
sultat dieser  Vertauschungen  ist  nun: 

xrts  v  1  Cydz—zdy  (xdy—ydx\ 

vii)  z=  L-W^iritzf*-«,.  fydz-:dy). 

1  24140. 10'9  \       J         i*  V         r»  / 

Diese  drei  Ausdrücke  sind  zuerst  von  Ampere,  natürlich  mit  der  dem  nfag- 
netischen  Stromintensitätsmaase  zukommenden  Constanten,  gegeben  worden. 

§.  16.  Voltainduction  eines  geschlossenen  constanten  Stromes  auf 
das  Element  eines  bewegten  neutralen  Leiters. 

Der  Gang  der  Untersuchung  ist  genau  so,  wie  in  %.  15;  wir  nehmen 
an,  das  Element  ds  befinde  sich  anfanglich  im  Coordinatenanfange,  das- 
selbe werde  aber  in  der  kleinen  Zeit  dt  mit  einer  Geschwindigkeit  u  vom 
Coordinatenanfange  hinbewegt,  deren  Richtung  mit  den  Achsen  x,  y,  z  ro- 
spective  die  Winkel  A,  fi,  v  bildet  und  mit  r  den  Winkel  sowie  mit  der 
Stromrichtung  in  ds  den  Winkel  e  einschlicsst.  Vermöge  der  Bewegung 
des  Elementes  ds'  wird  in  selbigem  eine  elektromotorische  Kraft  inducirt, 
deren  in  der  x-  Achse  liegende  Componente  dem  $.  14,  No.  III)  zufolge  ist: 

10  iu'dsds     x  .       n  _.N 

 -   ;         .  —  (COS  £         1  COS  ©  COS  &  ). 

Formt  man  diesen  Ausdruck  ebenso  um,  als  die  Gleichung  2)  des  $.  15, 
so  erhält  man  nach  und  nach  Ausdrücko,  die  denen  des  $.  15  ganz  ähnlich 
sind  und  sich  von  ihnen  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  überall  u  an  der 
Stelle  von  i"  steht,  so  dass  das  Endresultat  der  Rechnung,  d.  i.  die  Aus- 
drücko der  Componenten  Ä\  Y,  Z  der  totalen  auf  ds  augoübten  elektro- 
motorischen Kraft  sich  ebenfalls  von  den  Ausdrücken  V),  VI),  VII)  des 
vorigen  Paragraphen  nur  durch  Vertauschung  von  i"  und  u  unterscheiden. 
Wir  erhalten  deswegen,  indem  wir  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnungen 
einführen: 
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VIII)  ^^-iiü^W  <?«•»*)! 

IX)  ^  =*  -  24140*.  10"  {B  CUS'-A  C0S  *)  •> 

X)  Z=  — ^— -r.  tu  ds  (C cos  X —  Bcosu). 

'  24140 .  10" 

Ohm  hat  bekanntlich  das  nach  ihm  genannte  Gesetz  theoretisch  zu 
begründen  gesucht,  indem  er  die  Hypothese  zu  Grunde  legte,  dass  die  Be- 
wegung der  Elektricität  in  Stromleitern  in  Folge  Ähnlicher  Ursachen  ein- 
trete, wie  die  Ausgleichung  der  Wärme  in  einem  Körper,  in  welchem  ver- 
schiedene Stellen  durch  Wärmezuführung  auf  constanter  Temperatur  er- 
halten werden*).  Das  auf  diese  Weise  abgeleitete  Gesetz  entbehrt 
demgemäß  des  strengen  theoretischen  Nachweises,  der  vielmehr  nur 
geliefert  werden  kann,  wenn  man  —  wie  bereits  Weber  und  Kirchhoff 
versucht  haben  —  von  Weber's  allgemeinem  Grundgesetze  der  Elektrici- 
tätslehre  ausgeht.  Eines  solchen  theoretischen  Nachweises  darf  man  sich 
indessen,  wo  es  auf  Messungen  ankommt,  oft  entschlagen,  sobald  durch 
den  Versuch  dargethan  wird,  dass  das  Ohm' sehe  Gesetz  in  den  betreffen- 
den Fällen  wirklich  Geltung  besitzt.  Die  Fälle  nun,  in  denen  das  genannte 
Gesetz  angewendet  werden  darf,  sind  der  Construction  der  messenden  und 
vieler  anderer  Inductionsapparato  zufolge  wirklich  die  häufigeren.  Soviel 
man  bis  jetzt  weiss,  darf  das  mehrerwähnte  Gesetz,  dessen  Giltigkeit  für 
hydroelektrische  und  therinoelektrische  constante  Ströme  fest  steht,  auch 
auf  diejenigen  magneto-  oder  stromelektrischen  Inductionsapparate  ausge- 
dehnt werden ,  bei  denen  sich  die  auf  ein  Leiterelement  ausgeübte  elektro- 
motorische Kraft  nur  nicht  allzuschnell  im  Verhältniss  mit  der  Zeit  ändert; 
in  speciellen  Fällen  ist,  wie  oben  bereits  erwähnt  wurde,  jedesmal  die  Zu- 
lässigkeit  von  Ohm's  Gesetz  durch  einen  Versuch  zu  entscheiden. 

Aus  den  Umständen ,  die  Inductionsversuche  der  letzteren  Art  beglei- 
ten, wird  nun,  wenn  Ohm's  Gesetz  erfahrungsgemäs  gilt,  die  elektro- 
motorische Kraft  auf  die  Weise  berechnet,  dass  man  mit  Hilfe  der  Aus- 
drücke VIII),  IX),  X)  des  vorhergehenden  Paragraphen  die  elektromotori- 
sche Wirkung  ermittelt,  welche  ein  Element  ds  des  Inducenton  am  Ende 
der  Zeit  /  erleidet.  Ist  diese  Eds,  so  ist  die  Summe  aller  am  Ende  der 
Zeit  /  auf  den  Leiter  ausgeübten  Kräfte: 

  o 

*)  Ohm,  die  galvanische  Kette,  mathematisch  bearbeitet.    Berlin  1827. 
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wenn  der  Leiter  die  Länge  s  besitzt.  Diese  Kraft  ist  im  Allgemeinen  eine 
Function  von  der  Zeit  f ,  welche  sich  nur  wenig  mit  letzterer  ändert.  Wirkt 
nun  der  von  dieser  Kraft  innerhalb  der  Zeiten  und  tx  hervorgebrachte 
Inductionsstrom  auf  einen  sich  gar  nicht  oder  nur  wenig  bewegenden  Leiter 
oder  Magneten  (z.  B.  auf  die  Nadel  einer  Tangentenbussole),  so  erfolgt 
die  Wirkung  des  inducirten  Stromes  immer  in  derselben  oder  fast  in  der- 
selben Richtung.  In  diesen ,  bei  günstiger  Wahl  des  Zeitintervalles  f,  —  tt 
immer  durch  den  Versuch  herstellbaren  Fällen  wirkt  der  Inductionsstrom 
wie  ein  constanter  Strom,  dessen  elektromotorische  Kraft  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  aller  auf  den  Leiter  s  innerhalb  der  Zeiten  t0  und  /,  aus- 
geübten elektromotorischen  Kräfte  ist ,  nämlich : 

üh.Jd,fEd'- 

t0  o 

Diese  Kraft  ist  die  in  absolutem  Maase  ausgedrückte  mittlere  Differenz 
derjenigen  Kräfte,  welche  auf  die  im  Leiter  befindliche  positive  mit  einer 
gleich  grossen  Menge  negativer  Elektricität  vereinigte  Elektricität  wirken 
würde ,  wenn  die  Menge  der  in  der  Längeneinheit  des  Leiters  befindlichen 
positiven  Elektricität  1  wäre.  Es  liegt  in  dem  eben  erörterten  Verhalten 
die  Möglichkeit,  Inductionsströme  mit  constanlen  Strömen  zu  vergleichen, 
zugleich  geht  daraus  hervor,  dass  Ohm's  Gesetz  für  alle  elektrischen 
Ströme  innerhalb  gewisser  Grenzen  giltig  ist,  so  dass  es  gerechtfertigt  er- 
scheint, das  absolute  mechanische  Widerstandsmaas  auf  Ohm's  Gesetz  zu 
gründen. 

Ist  nun  e  eine  constante  auf  einen  Leiter  von  überall  gleichem  Quer- 
schnitt und  gleicher  Substanz  ausgeübte  elektromotorische  Kraft,  so  ist  die 
Stromstärke : 

proportional  der  Menge  o  von  Elektricität,  die  in  einem  Stück 
des  Leiters  von  der  Länge  1  und  dem  Querschnitt  1  wirklich  ent- 
halten ist,  und  proportional  dem  Querschnitt  d.i.  also  proportional  aq, 
umgekehrt  proportional  der  Menge  gleich  starken  Hemmungen, 
die  ihrem  Strömen  durch  die  Substanz  des  Leiters  gesetzt  werden,  also 
umgekehrt  proportional  der  Läuge  /  des  Leiters  und  einem  von  dessen 
Substanz  abhängigen  Factor  ß. 
Demnach  ist  die  Stromstärke  t  etwa: 

e . aq  e  e 

aq 

wobei  w  den  Widerstand  des  Leiters  und  p  eine  Constante  bedeutet,  die 
von  dem  Maase  abhängt,  in  welchem  w  ausgedrückt  ist. 

Es  möge  nun  der  Fall  ins  Auge  gefasst  werden,  in  welchem  der  Leiter 
aus  Stücken  von  ungleichein  Querschnitt,  ungleicher  Länge  und  ungleicher 
Substanz  besteht,  deren  Widerstände  «t1  wt>  ws...wm  sind,  wobei  die 
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Summe  dieser  Widerstünde  w  sein  möge.  Die  Summe  aller  anf  die  Leiter* 
stücken  ausgeübten  elektromotorischen  Kräfte  möge  hierbei  e  sein.  Ueber 
diese  elektromotorische  Kraft  e  macht  man  sich  den  Erscheinungen  gemäss 
/  die  Vorstellung,  dass  sieh  dieselbe  in  einzelne  Theile  et ,  et . . .  em  von  selbst 
spalte ,  die  in  den  einzelnen  Leiterstücken  nach  Proportion  der  Widerstände 
wirken ,  so  dass  die  in  jedem  Leiterstücke  gleich  grosse  Stromstärke  t  sich 
in  jedem  Leiterstücke  nach  dem  Ohm' sehen  Gesetze  richtet.  Man  hat 
hiernach : 

•  =  ?  ~  oder  wli  =  Qei, 


TV 


1 


i=zQ  —  oder  n>t  t  =  o*«, 


i  =  0  —   oder  «v  ~  o**»  • 

Die  Addition  der  zweiten  Reihe  führt  wieder  auf  das  Ohm' sehe  Gesetz, 
nämlich : 

e 

Ist  nun  das  Maas,  nach  dem  die  elektromotorische  Kraft  e  und  die  Strom- 
stärke t  gemessen  ist,  das  mechanische  Maas,  so  kann  man  das  Maas,  in 
welchem  w  gemosson  wird,  so  bestimmen,  dass  o  =  l  wird;  man  nennt  dies 
so  definirte  Widerstandsmaas  das  mechanische  Wider  Standsmaas, 
so  dass  also : 

wenn  t,  e  und  w  im  absoluten  mechanischen  Maase  gemessen  werden.  Eine 
Kette  bietet  daher  den  mechanischen  Widerstand  1  dar,  sobald  die  elektro- 
motorische Kraft  l  in  ihr  die  Stromstärke  l  hervorbringt,  die  beiden  letzte- 
ren nach  absolutem  mechanischem  Maase  gemessen. 

§.  IB.  Bestimmung  des  absoluten  Widerstände!  durch  Versuche. 

Es  ist  wünschenswerth,  den  Widerstand  von  Leitern  nach  absolutem 
mechanischen  Maase  zu  bestimmen ,  da  es  kein  relatives  Widerstandsmaas 
giebt,  welches  für  wissenschaftliche  Angaben  hinreichende  Zuverlässigkeit 
besitzt.  Die  früher  auch  bei  wissenschaftlichen  Arbeiten  gebräuchlichen 
relativen  Widerstandsmessungen  geben  an,  wieviel  mal  grösser  der  Wider- 
stand einer  untersuchten  Drahtleitung  war,  als  der  Widerstand  eines  Nor- 
maldrahtes von  bestimmter  Länge,  bestimmtem  Querschnitt  und  bestimmter 
Substanz.  Da  es  sich  jedoch  herausgestellt  hat,  dass  dieselbe  Substanz  bei 
gleichen  Dimensionen  und  derselben  chemischen  Beschaffenheit  verschie- 
denen Widerstand  zeigt,  je  nachdem  sie  auf  die  oder  jene  Weise  hergestellt 
wurde  und  danach  wahrscheinlich  verschiedene  Molccularverhältnisse  an 
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sich  trug,  ist  es  noth wendig  geworden,  Widerstände  in  absoluten 
anzugeben. 

Dio  Mittel  zur  Bestimmung  de6  Widerstandes  nach  absolutem  Mi 
sind  von  Wilhelm  Weber  angegeben  worden*)  und  sollen  hier  —  aller- 
dings nur  im  Principe  —  wiedergegeben  werden.  Sie  gründen  sich  auf  die 
Magnetoinduction,  deren  Gesetz  bereits  seit  längerer  Zeit  bekannt  ist,  und 
auf  folgende  Weise  ausgedrückt  werden  kann:  Wirkt  ein  magnetisches 
nach  absolutem  magnetischem  Maaso  gemessenes  Theilchen  p  während  sei- 
ner Bewegung  inducirend  auf  ein  festes  Leiterelement  von  der  Länge  ds, 
so  wird  auf  letzteres  in  dessen  Richtung  eine  elektromotorische  in  magneti- 
schem Maase  ausgedrückte  Kraft  ausgeübt,  deren  absolute  Grösse 

.  ,     sin  6  cos 
pds.u  - — - 

ist.  Hierbei  ist  u  die  Geschwindigkeit,  mit  der  p  bewegt  wird,  S  ist  der 
spitze  Winkel,  den  die  von  p  nach  ds  gezogene  Gerade  r  mit  dem  Element 
ds  bildet,  ist  der  spitze  Winkel,  den  die  Normale  auf  der  durch  ft  und 
ds  gelegten  (sogenannten  Wirkungs-)  Ebene  mit  der  Richtung  von  u  bildet 
Da  nun,  wie  Weber  gezeigt  hat,  die  elektromotorische  Kraft  nach  me- 
chanischem Maase  erhalten  wird,  wenn  man  die  nach  magnetischem  Maase 
4  1 

gemessene  mit  — =  =  £55370 — 10«  roultiplfc«'1»  so  ergiebt  sich  hieraus  das 

Gesetz  der  Magnetoinduction,  wie  folgt: 

1  sin  &  cos  ip 

Dies  Gesetz  ergiebt  die  elektromotorische  Kraft  in  gewöhnlichem  mechani- 
schem Kraftmaase,  sobald  die  in  demselben  vorkommenden  Grössen  in 
absolutem  Maase  ausgedrückt  sind ,  die  sich  auf  das  Millimeter  als  Einheit 
der  Länge  und  auf  die  Secunde  als  Einheit  der  Zeit  gründen. 

Das  angegebene  Gesetz  lässt  sich  leicht  in  dasjenige  umformen,  wel- 
ches die  Induction  eines  bewegten  Leiters  gegen  ein  festes  magnetisches 
Element  ausdrückt,  indem  man  bei  beiden  Elementen  eine  Geschwindigkeit 
von  der  Grösse  und  Richtung  einführt,  dass  dadurch  die  Geschwindigkeit 
des  magnetischen  Elementes  annullirt  wird. 

Sobald  man  nun  den  Widerstand  eines  Multiplicators  nach  absolutem 
mechanischem  Maase  bestimmen  will,  so  hat  man  nur  1)  eine  elektromoto- 
rische Kraft  in  selbigem  zu  induciren,  indem  man  ihn  in  der  Nähe  eines 
Magneten  oder  den  Magneten  in  seiner  Nähe  bewegt.  Die  Grösse  dieser 
Kraft  lässt  sich  in  absolutem  Maase  aus  dem  Moment  des  Magneten  b  c  • 
rechnen.  2)  Man  hat  die  durch  diese  elektromotorische  Kraft  hervorge- 
brachte Stromstärke  durch  galvanometrische  Messungen  zu  beobachten. 
Indem  man  mit  der  Stromstärke  in  die  elektromotorische  Kraft  dividirt, 


*)  Abhandlungen  der  math.-pbys.  Clasuc  der  k.  siiebs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften. Bd.  I.  S.  107. 
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findet  man  die  Grösse  des  Widerstandes.  Von  Weber  sind  folgende  Mu- 
thoden zur  Bestimmung  des  absoluten  Widerstandes  versucht  worden,  die 
in  einzelnen  Fällen  durch  zweckmässige  Einrichtung  der  Apparate  jede  ge- 
wünschte Genauigkeit  erhalten  können: 

1)  Ein  Muitiplicator,  dessen  Windungen  anfänglich  horizontal  sind, 
wird  um  eine  gegen  den  magnetischen  Meridian  senkrechte  und  horizontale 
Achse  rasch  bis  zur  senkrechten  Lage  der  Windungsebenen  in  die  Höhe 
gedreht.  Die  in  der  horizontalen  Umdrehungsachse  befindlichen  Enden 
der  Multiplicatordrähte  sind  hierbei  in  Verbindung  mit  den  Drahtenden 
eines  eutfernten  ruhenden  Multiplicators;  der  vom  Erdmagnetismus  im  er- 
sten Muitiplicator  inducirte  Strom  wirkt,  indem  er  durch  den  zweiten  festen 
Muitiplicator  geht,  auf  ein  Magnctometcr.  Die  elektromotorische 
Kraft,  welche  der  Erdmagnetismus  im  beweglichen  Muitiplicator  inducirt, 
kann  mit  Hülfe  des  im  Eingange  dieses  Paragraphen  angegebenen  Gesetzes 
berechnet  werden,  wenn  man  sich  statt  des  Erdmagnetismus  in  grösserer 
Entfernung  vom  Mittelpuukt  des  beweglichen  Multiplicators  einen  Magne- 
ten plaoirt  denkt,  welcher  auf  eine  im  Mittelpunkt  des  Multiplicators  be- 
findliche Magnetnadel  dasselbe  Drehungsmoment  ausüben  würde,  als  der 
Erdmagnetismus  am  Beobachtungsorte.  Aus  der  Ablenkung,  welche  hier- 
bei die  Magnetnadel  vom  festen  Muitiplicator  aus  erleidet,  wird  hierauf  die 
Stromstärke  gefunden. 

2)  Die  Enden  eines  Multiplicator's  sind  mit  einander  verknüpft,  wobei 
seine  Windungsebenen  im  magnetischen  Meridian  liegen,  im  Mittelpunkte 
des  Multiplicators  ist  ein  starker  Magnet  aufgehangen,  welcher  in  Schwing- 
ungen versetzt  wird  und  dadurch  einen  elektrischen  Strom  im  Muitiplicator 
inducirt.  Der  Inductionsstrom  dämpft  durch  elektromagnetische  Wirkung 
fortwährend  die  Schwingungen  des  Magneten,  dessen  Elongationen  in  Folge 
davon  in  einer  geometrischen  Reihe  abnehmen;  aus  dem  durch  Beobachtung 
gefundenen  Exponenten  dieser  Reihe  lässt  sich  die  Stärke  des  Inductions- 
stromes  berechnen,  die  elektromotorische,  auf  den  Muitiplicator 
ausgeübte  Kraft  findet  man  aus  dem  Schwingungsgesetz  und  der  Stärke 
des  Magneten  mit  Hülfe  des  Magnetinductionsgesetzes. 

Den  Widerstand  eines  beliebigen  Drahtes  findet  man  nun  nach  be- 
kannten Methoden,  indem  man  selbigen  mit  dem  Muitiplicator  von  bekann- 
tem Widerstände  verbindet  und  die  Stromstärke  eines  constanten  Stromes 
ermittelt ,  wenn  er  durch  den  Muitiplicator  allein  oder  durch  Muitiplicator 
und  Draht  zugleich  hindurchgeht. 

Um  das  ungefähre  Verhält nis8  des  absoluten  mechanischen  Widerstands- 
maases  zu  dem  bisher  namentlich  zu  technischen  Zwecken  mit  Vortheil  an- 
gewendeten Jacobi'schcn  Widerstandsmaases  kennen  zu  lernen,  können 
einige  Versuche  Weber'  s  Aufschluss  geben.  Jacob i  hatte  bekanntlich, 
wie  viele  andere  Physiker,  seine  Widerstandsangaben  auf  den  Widerstand 
eines  1  Millimeter  langen  und  1  Millimeter  dicken  Drahtes  von  reinem  Kupfer 
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als  Einheit  bezogen;  da  Jacobi  aber  den  Umstand  kannte,  dass  Kupfer 
von  derselben  Reinheit  doch  verschiedenen  Widerstand  zeigt,  so  war  er  vor 
dem  Bekanntwerden  von  Weber's  Arbeit  über  den  Widerstand  bemüht 

gewesen,  allgemeine  Vergleichbarkcit  in  die  Widerstandsangaben  der  Phy- 
siker dadurch  zu  bringen ,  dass  er  bei  den  Physikern  einen  Widerstands- 
ctalon,  bestehend  in  einem  auf  einem  Brete  aufgewundenen  Kupferdraht 
von  bekannter  Lange  und  Durchmesser,  wohlverwahrt  vor  atmosphärischen 
Einflüssen,  umherwandern  Hess;  indem  er  die  Physiker  bat,  ihre  Wider- 
standsmesser mit  dem  seinigen  zn  vergleichen.  Weber  hat  nun  spater  den 
Widerstand  dieses  Etalons,  dessen  Kupfer  7,01075  Millira.  Lange  und  0,607 
Millim.  Durchmesser  hatte,  nach  absolutem  Maasc  bestimmt.  Es  geht  aus 
diesen  Messungen  hervor,  dass  reines  Kupfer  von  1  Millim.  Länge  und  1 

14  47 

Millim.  Durchmesser  einen  Widerstand  von  circa         mechanischen  Widcr- 

stnndseinheitcn  darbietet.  Eine  gonauoro  Angabe  dieser  Zahl  würde  nichts 
helfen  können,  da,  wie  bereits  erwähnt,  die  Widerstände  anderer  Drahte 
von  reinem  Kupfer  um  mehrere  Procente  von  dem  Widerstande  des  oben 
erwähnten  Drahtes  abweichen  können. 

■ 

§.  19.  Heumann't  Inductionsgesetc 

Wie  bereits  in  $.  11  ausführlicher  erwähnt  wurde,  hat  Neu  mann  sein 
Inductionsgesetz  auf  empirische  Grundlagen  basirt,*)  dasselbe  kann  jedoch 
auch  als  eine  Consequenz  von  Weber's  allgemeinem  Grundgesetz  der  Elek- 
tricitätslehre  betrachtet  werden.  Letzteres  soll  hier  gezeigt  werden,  indem 
folgende  elektromotorische  und  elektrodynamische  Wirkungen  mit  einander 
verglichen  werden : 

t)  Die  Inductionswirkung  eines  geschlossenen  Leiters  auf  ein  Draht- 
element von  der  Länge  ds.  Wird  letzteres  in  der  Richtung  der  positiven 
x-Achse  mit  derjGesch windigkeit  u  bewegt,  so  sind  nach  S.  16  die  Compo- 

nenten  der  elektromotorischen  Kraft,  weil  A  =  0,  p  =  y ,  y  =  — : 

X=0,    r=  +  ~iu'Ads\    Z  =  —  ^iu'Cdt\ 

c  er 

Schliesst  nun  das  Element  mit  den  positiven  Halbachsen  die  Winkel  o,  ß,  y 

ein,  so  ist  die  in  seiner  Richtung  auf  dasselbe  ausgeübte  elektromotorische 

Kraft,  die  mit  E'ds  bezeichnet  werden  möge: 

E'ds^  -|  t  uds  {A  cosß  —  C  cos  y). 

2)  Mit  voriger  Wirkung  soll  die  nach  der  Richtung  von  u  zerlegte 
Wirkung  des  Inducenten  auf  das  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen 


*)  Neumann,  die  mathematischen  GeseUc  der  inducirten  elektrischen  8trüme, 
Dcrlin  1846,  8.  13. 
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gedachte  Element  ds  verglichen  werden.  Letztere  ist  nach  $.  15.  V., 
selbige  durch  Cds  bezeichnet  wird: 

C  ds'  =  ~~  i  ds  (A  cosß  —  C  cosy). 

Man  erkennt  nun  ans  dem  Vorhergehenden,  dass  zwischen  beiden  Wirkun- 
gen die  Beziehung  stattfindet : 

I)  E'ds  =  —  u'Cds. 

Diese  Beziehung  gestattet,  die  elektromotorische  Kraft  aus  elektrody- 
namischen Wirkungen  zu  berechnen  und  giebt  erstere  in  absolutem  mecha- 
nische« Kraftmaase  ausgedrückt  an,  sobald  bei  der  Berechnung  von  C  und 
bei  u  absolute  auf  Millimeter  und  Secunde  basirte  Maase  zu  Grunde  gelegt 
wurden.  Die  in  I)  ausgedrückte  Beziehung  ist  nun  im  Wesentlichen  das 
zaerst  von  Neu  mann  ausgesprochene  Gesetz,  welches  von  dem  genannten 
Gelehrten  in  folgender  Form  gegeben  wurde : 

II)  E"ds'=  —  i  u'C'ds. 

In  diesem  Ausdrucke  haben  E'\  «",  C"  dieselbe  Bedeutung,  als  oben  tf,  u 
C'  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass  u"  in  beliebigem  Längen- 
maase  ausgedrückt  sein  konnte,  dass  bei  der  Berechnung  von  C"  das  zu 
Grunde  gelegte  Intensitätsmaas  nicht  bestimmt  war,  so  dass  also  E"  in  ei- 
nem Maase  für  elektromotorische  Kraft  ausgedrückt  erhalten  wurde,  welches 
so  lange  unbestimmt  blieb,  als  die  hinzugefügte  Gonstante  t  nicht  bestimmt 
worden  war.  Die  Constante  e,  welche  sich  aus  Ne um ann's  Herleitung 
des  Gesetzes  nicht  ergeben  konnte,  weil  es  an  experimentellen  Grundlagen 
fehlte,  ist  später  durch  Kirehhoff's  Versuche*)  für  bestimmte  der  Gleichung 
II)  zu  Grunde  gelegte  Maase  ermittelt  worden.  Das  Resultat  von  Kirch- 
hoffs  Versuchen  möge  um  so  mehr  hier  noch  Platz  finden,  als  in  demselben 
eine  Bestätigung  von  Weber's  Messung  des  absoluten  Widerstandes  des 
Ja cobi' sehen  Widerstandsctalons  erblickt  werden  kann. 

Das  Resultat,  welches  Kirchhoff  erhalten  hatte,  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  aussprechen:  die  Constante  s  in  Gleichung  II)  ist  =  1  zu  setzen  und 
es  ist  dann  die  Intensität  i"  des  Inductionsstromes  aus  der  Gleichung  zu 
erhalten : 

u'C'ds 


wenn  die  Maase,  in  denen  i",  u"  und  der  Widerstand  w"  ausgedrückt  sind, 
folgende  sind.  Das  Maas,  in  welchem  i"  erhalten  wird  und  welches  bei  der 
Berechnung  von  C"  zu  Grunde  zu  legen  ist,  ist  dasjenige,  bei  welchem 
Ampere1  s  Gesetz  ohne  Constante,  d.  i.  in  folgender  Form  erscheint  und 
dabei  die  elektrodynamische  Wirkung  in  absoluten  mechanischen  Kraftein- 
heiten ausgedrückt  angiebt: 


*)  Poggondorff's  Annalen,  Bd.  7ö,  8.  412. 
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I  I  ' 

—  —  ds  ds\cos  e  —  \  cos  0  cos  &'). 

Durch  Vcrgloichung  mit  No.  II)  $.  14  erkonnt  man,  dass  die  Einheit 

c 

dieser  Stromintcnsität  —  mechanische  Stromintensitätseinheiten  in  sich  fasst. 

4 

Die  Einheit  der  Geschwindigkeit  beträgt  313853  Millimeter  in  der  Secundc 
und  die  Einheit  de«  Widerstandes  ist  der  Widerstand  eines  Kupferdrahtes 
von  4,75  Quadratmillim.  Querschnitt  und  11,35  Milliin.  Länge. 

Berechnet  man  nun  die  Stromintensität  i'  aus  Gleichung  I)  in  mecha- 
nischem Maase,  so  erhält  man : 

. ,         u'C  d  s 
w' 

in  welchem  Ausdrucke  nun  auch  co'  in  mechanischem  Widerstandsmaase 
auszudrücken  ist.  Zwischen  t'  und  i"  muss  jedoch  folgende  Beziehung 
stattfinden : 

.»»  4 
t  =-  i  , 

(' 

wenn  derselbe  Indnctiousfall  nach  beiden  Formeln  berechnet  wurde  und 
wenn  Kirch  ho  ff 's  und  Wo  bor 's  Widerstaudsmcssungen  richtig  sind. 

Nennt  man  den  absoluten  mechanischen  Widerstand  von  Kupfer  von 
1  Milliin.  Lange  und  1  Milliin.  Durchmesser  x,  so  enthält  hiernach  Kirch- 

71 

hoff's  Maas  x. 0,01135.  —  mechanische  Widerstaudseinheiten ,  daher  ist: 

4,75 


4  .  4,75 

co  -=   co  , 

0,01135.  n.x 


ferner  ist  : 


u 

u 


313853 

Es  war  ferner  für  C'  der  Worth  erhalten  worden : 

C'ds  —  —  1  i  ds\A  cos  ß—C  cos  y) 
und  es  würde  für  C"  der  Werth  hervorgehen : 

C"t/s'=  —  j  i  ds\A  cos  ß  —  C  cos  y), 


woraus  folgt: 


4 

Man  erhält  nun  für  i*"=  —  i' : 

c 


4 


c  .0,01135  ,t  .  u'C'ds  4     u'C  ds 

313853  .  4*  .  4,75 .  eo  C  (o 

Berech uet  man  aus  vorstehendem  Ausdrucke  x,  so  findet  man  den  Werth 
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x  =  — ,  d.  h.  es  geht  ans  K  i  r  c  h  h  o  f  f 's  Versuchen  hervor,  dass  der  Wider- 
stand des  von  ihm  angewendeten  Kupferdrahtes  bei  1  Meter  Länge  und  1 
Millim.  Dicke         mechanischen  Widerstandseiubeiten  gleich  ist,  wahrend 

ein  Draht  von  gleichen  Dimensionen  vom  Jac  o  b  i  'sehen  Widerstandsctalon 

14  47 

nach  Weber's  Versuchen  den  Widerstand  J,  -  darbietet.    Man  kann  die 

10,J 

nahe  Ucbereinstimmung  beider  Wcrthe  als  einen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
von  Weber's  Messungen  und  für  die  Güte  seiner  Beobachtungsmethode 
ansehen,  indem  man  berücksichtigt,  dass  beide  Experimentatoren  nicht 

13  Ho        14  47 

dieselbe  Kupfersorte  anwendeten,  und  dass  die  Werthc  —  jJ5-und  —-—keine 

grössere  Differenz  des  Widerstaudos  zeigen,  als  man  auf  anderem  Wege 
zwischen  verschiedenen  Kupfersorten  gefunden  hat. 


XII. 

Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 

* 

Von  O.  SCHLÖMILCH. 


Durch  die  neueren  Arbeiten  von  Weiler  (Crelle's  Journal ,  Bd.  51) 
und  Spitzer  (Wien  1800)  ist  die  Integration  der  linearen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung 

i)      (fl.+A*)^  +  («.  +  *.*)j|  +  K  +  ft.*)y  =  o 

so  wesentlich  gefördert  worden,  dass  es  wohl  an  der  Zeit  sein  dürfte,  die 
gewonnenen  Resultate  zu  einem  Ganzen  zu  verschmelzen  und  hierbei  das 
nur  theoretisch  oder  formell  Interessante  von  dem  praktisch  Brauchbaren 
zu  sondern.  Eine  solche  kritische  Zusammenstellung  wollen  wir  im  Fol- 
genden geben  und  gleichzeitig  die  Theorie  in  einigen  Punkten  vervollstän- 
digen. 

t. 

Zunächst  möge  die  naheliegende  Frage  discutirt  werden,  unter  welchen 
Umständen  die  Differentialgleichung  1)  ein  partieuläres  Integral  von  der  Form 

22* 
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2)  y'=f** 
besitzt,  wo  A  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.    Die  Sub- 
stitution des  genannten  Ausdrucks  giebt  nun 

(«,  A«  +  «,  X  +  «0)  +  (  fr,  V  +  fr,  A  +  6.)  *  =  0, 
was  für  jedes  x  richtig  ist,  wenn  die  Gleichungen 

]  'fr.A'  +  fr.A  +  fro^O 

zusammen  bestehen.  Diese  Coexistenz  findet  erstens  statt,  sobald  die  vor- 
liegenden Gleichungen  zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben;  dann  würde 
sich  aber  die  zweite  Gleichung  nur  durch  einen  gemeinschaftlichen  Factor 
k  von  der  ersten  unterscheiden  d.  h. 

fr,  fr,  =  Arn,,    fr0  =  Ar«0, 

seiu,  und  statt  der  Differentialgleichung  l)  hätte  man  die  einfachere 

deren  vollständiges  Integral  bekanntlich  ist 


1  2a,  '      *  2a, 

Die  Gleichungen  3)  können  aber  auch  zusammen  bestehen,  wenn 
nur  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzen  und  diese  ftir  A  genommen 
wird.  Eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel  ist  vorhanden,  sobald  die  Co- 
efficienten  a0,  a, ,       fr0,  6,,  fr,  der  Bedingung 

4)  (««fri  —  «,  fr«)  («,  fr«  ~  a,fr,)  =  K *t  —  «t 

genUgen;  diese  ist  gleichzeitig  die  gesuchte  Bedingung,  unter  welcher 
y  =  e**  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  1)  darstellt. 
Um  hieraus  das  allgemeine  Integral  abzuleiten,  setzen  wir 

5)  y  =  cl*2, 

wo  A  die  vorige  Bedeutung  hat  und  z  eine  neue  abhängige  Variabele  be- 
zeichnet.   Wir  erhalten  jetzt 

(«,  +  btx)  jl  +  [2A  (a,  +  fr,*)  +  («,  +  fr,  *)]  d£( 

+  [(«,  A»  +  a,  A  +  «„)  +  (fr,  A«  +  fr,  A  +  fr0)  x]  z    (  =  ° ; 
hier  verschwindet  der  Coofficient  von  z}  und  wenn 

lf=-'      ä*z  dz 
dx~  dx%  dx 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Trennung  der  Variabclen 


6>  T—b>+aMh- 


Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  einfach,  erfordert  aber 
die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle  fr,  =0  und  fr,  ^0. 
Für  fr,  =0  erhält  man  aus  No.  6) 
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(.i+5).-a-+c 

=  —  (21  +  «)*- ,»*■+<?, 
worin  x  und  p  unmittelbar  verständliche  Abkürzungen  sind;  weiter  ist 

*-»*+•>*- 

daraus  findet  sich  z  und  nachher 

7)  y=<**  [f0  +  Ctj  Ä-<«+«l>— rfx], 

«,  fc( 

*=-»         —  • 
«,  2at 

Wegen  ot  =  0  ist  zufolge  der  zweiten  Gleichung  in  No.  3) 

und  die  Bedingungsgloichung  4)  lautet  einfacher 

Wenn  zweitens  bt  einen  von  Null  differirenden  Werth  besitzt,  so  liefert 
die  Gleichung  6) 

und  schliesslich 

8)  y=ei*[(70+  Ciyi-'«+2i)*(at+6tx)Mdx] 

di  atb.  —  a.  bt 

v   — -      u  =  — -  -  -  -  • 

V  *  (*,)'  ' 

dabei  ist  1  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  3). 

Wie  man  siebt,  kann  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
1)  immer  entwickelt  werden,  wenn  die  Bedingung  4)  erfüllt  ist;  im  Folgen- 
den setzen  wir  daher  voraus,  dass  die  Gleichung  4)  nicht  statt  finde. 

♦ 

§.2. 

Bevor  wir  an  die  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  l)  gehen, 
wollen  wir  erst  zeigen,  wie  letztere  durch  Transformationen  vereinfacht 
nnd  auf  eine  gewisse  Normalform  zurückgeführt  werden  kann.  Der  leich- 
teren Uebersicht  wegen  unterscheiden  wir  drei  Hauptfälle,  ob  nämlich 
6l  =  o,  =  0,'  oder  nur  &,  =  0,  oder  ob  0,^0  ist;  dieser  Unterscheidung 
liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass  der  Ausdruck  btk*  +  &tl  +  60  entwe- 
der constant  oder  linear  oder  höchstens  quadratisch  sein  kann. 

E  rster  Hauptfall:  6,  =  6,=0,  mithin 

9)  *§S+-.fj  + (*+**•>=«• 

Setzt  man 

y  =  <**  <q, 

wo  X  vorläufig  noch  unbestimmt  bleiben  mag,  so  ergiebt  sich 
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Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man 

nimmt  und  mit  «„  welches  keinenfalls  Null  ist,  dividirt;  sie  erhält  nämlich 
die  Form 

Hier  sind  wieder  zwei  verschiedene  Transformationen  möglich. 

Führt  man  nämlich  statt  x  eine  neue  unabhängige  Variabele  §  ein  mit 
Hülfe  der  Gleichung 

13)  *  =  *  + 

«o  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

^  +  [(«+0d)  i«  +  /^äi  =  0 

und  für 

wird  daraus 

15)  _?  +  ^  =  0. 

Hätte  man  das  Integral  dieser  Differentialgleichung  gefunden,  etwa 

15»)  n = /■(!). 

so  würde 

_  3-  —  (5  "  +  0f 

zu  substituiren  sein;  das  Integral  von  No.  12)  wäre  dann 

und  das  Integral  von  No.  9) 

worin  für  c,  ß  und  X  die  angegebenen  Werthe  gelten. 
Setzt  man  in  No.  12)  allgemeiner 

16)  *=_^  +  *5«t 

so  hat  man  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  die  neue  Variabele  { 

dx  djn 

</i   dx  di   dx     5  ' 
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und  umgekehrt 

nochmalige  Differentiation  der  vorhergehenden  Gleichung  giebt 
und  umgekehrt 

Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Werthos  von  x  verwan- 
delt sich  die  Gleichung  12)  in  nachstehende 

welche  linear  wird  für  n  =  §,  nämlich 

17)  l^+iTi  +  Sß^i^0- 

Setzt  man  weiter 

18)  *  = 

so  erhält  man  für  die  Unbekannte  £  die  Differentialgleichung 

1 0  +  (i + M)  ^ -Hi  e -H?* -K  P     f = «. 

und  wenn  hier 


,9)  f=i,    «  = 


9 

genommen  wird,  so  ergiebt  sich 

20)  '  53  +  (i  +  öj-|  +  *f=0- 
Diese  Differentialgleichung  steht  unter  der  Form 

21)  j«g+0'  +  f  +  ß}|  +  ^  =  «. 

f  P  =  g  =  h 

und  es  ist  dies  insofern  bemerkenswert..,  als  sich  nachher  zeigen  wird,  dass 
die  Gleichung  21)  als  Normalform  der  allgemeinen  Differentialgleichung  1) 
gelten  kann. 

Nennen  wir  das  Integral  von  No.  20) 

2o*)  £=*m 

so  haben  wir  für  No.  17) 

17*)  r)  =  eUF(& 

und  erhalten  hieraus  das  Integral  von  12),  indem  wir,  gemäss  No.  16) 
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substituiren ;  zur  Abkürzung  sei  liier 

dann  wird  g  =  2  (fi  +  var)*,_und  das  Integral  von  No.  12)  ist 

12*)  v  ^  ey<f+"*>>  F  [iy{p  +  vx)'j, 

sowie  endlich  das  Integral  von  No.  0) 

9*)  y^c^+^+^'^F^ydt  +  vxyi 

worin  A,  f*,  v  durch      a, ,  o,  und  bt  auszudrücken  sind. 

§.3. 

Zweiter  Hauptfall:  &f  =  o,  bt  also 

Mit  Hülfe  der  Substitution 

24)  y  =  e1*  rj, 

worin  k  vorläufig  unbestimmt  bleibt,  gelangt  man  zu  der  neuen  Differential 
gleichung 

«*0+(2M+«,+*,*)g 

+  [atkt  +  atX  +  an+(btX  +  bo)x]n  =  0, 
welche  sich  vereinfacht,  wenn 

A  =  -^ 

+       +         «t  (fep)*  —  a>  b0  h,  +  <i0  (fe, )» 

«.(*.)' 

gesetzt  wird ;  man  erhält  nämlich 

Statt  *  möge  eine  neue  unabhängige  Variabele  g  mittelst  der  Glei 
chung 

27)  x  =  5  +  t]/Y 

eingeführt  werden.    Man  findet  zunächst 

dt/  =  2j/|  dt}  Ltl!^  , 

tf*       t  da*      e«  L  §di,  +  rf|J» 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke 

^+[i  +  i«(«.  +  ^a  +  ^e^l)/|]^+K*,'7==o. 

Um  die  vorliegende  Gleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir 
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28) 

und  erhalten 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

29)  j"{  d$  . 

In  dem  specicllen  Falle  jS,  =  0  ist  diese  Transformation  unausführbar 
aber  auch  nicht  nöthig;  da  nämlich  ßx  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn 
bx  =  0  ist,  so  hätte  man  es  mit  einer  Differentialgleichung  der  ersten  Form 
9)  zu  thun. 

Vorausgesetzt,  dass  man  das  Integral  der  Differentialgleichung  29)  in 
der  Form 

29*)  ri  =  F(t) 

darstellen  kann,  ist  nun  das  Integral  von  No.  20) : 

und  das  Integral  von  No.  23) 

23«)  w^r]^±M], 
wobei  «,,  ßt  und  1  die  in  No.  25)  angegebenen  Werthe  besitzen. 

§•4. 

Dritter  Hauptfall:  Es  verschwinde  bt  nicht,  und  daher  sei  die 
Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form 

30)  (at  +  bt  x)  jl  +  («,  +  bt  x)  d£  +  («0  +  b0)  y  ^  0. 

Wie  früher  benutzen  wir  zunächst  die  Substitution 

.31)  y^el'ti 
und  erhalten  für  tj  die  Differentialgleichung 

(at  +  btx)  ^  +  [2«ti  +  a.  +  (26tÄ  +  6.)  x]  ^  =  ^ 

Für  X  setzen  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 

32)  M»  +  M  +  60  =  0l 
und  führen  folgende  Abkürzungen  ein : 

33)  ta,==a,'    ßt  =  bt>    at  =  2atk  +  aly    ft^M  +  ^i» 
wir  haben  dann  einfacher 
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34)  (,,,+/},ir)0  +  („(+ftx)^  +  „o,  =  o. 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  sind  davon  abhängig,  ob  die  Gleichung 
32)  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  besitzt. 
A.  Im  ersten  Falle  hat  man 

.35)  *.-flg,     l  — i,  ft=0,. 

und  daher  die  einfachere  Form 

36)  («,  +  ß,  aO^  +  a.g  +  «,7,  =  .», 
worin  0,  =  6,  von  Null  verschieden  ist.    Dio  Substitution 

37)  x==  ««+lf$« 

giebt  nun 


und  daher  wird  die  Differentialgleichung  37)  zur  folgenden 

d'n      /'la,       \dV  2a0i 

Wir  setzen  weiter 

38)  ri  =  eHz 

uud  erhalten  für  £  die  neue  Differentialgleichung 

diese  wird  einfacher  durch  die  Annahme 

uud  stellt  sich  unter  folgende,  bereits  erwJihnto  Form 

40)  4  6 

Aus  dem  Integral  der  vorigen  Gleichung,  welches  wieder 
40*) 

heissen  möge,  erhält  man  das  Integral  von  30)  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

wobei  zur  Abkürzung 

sein  möge;  das  Integral  von  30)  ist  dann 
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36  »)  1?  =  e  *****  F  (•>  y^  +  „  x)  y 

mithin  das  Integral  von  30) 

30  »)  y  =  e  Xx  +  /•  (2  j/p  +  var). 

Drückt  man  A,  v,  p  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  30)  aus,  so 
geltcu  folgende  Werthe:  • 

4«0  (6,),-2ntfe,     +  (/>,)' 

^-fl'  ' 

4a0  (*,)'— 2«,  6,  6,  +  fl,  (Ma 

/?.  In  dem  allgemeinen  Falle ,  wo  die  quadratische  Gleichung  32)  ver- 
schiedene Wurzeln  besitzt,  wird  die  Sache  am  einfachsten.  Durch  Substi- 
tution von 

42)  x  =  _fj?  +  x§ 
erhält  man  nämlich  aus  No.  34) 

und  da  hier  0,  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  mittelst  der  An- 
nahme 

43)  x  =  h 
vereinfachen.  Das  Resultat  ist  von  der  Form 

( 4^,  +  (p  +  9  +  i)^+p'j  =  », 

r~pv  '~   (w  ~ft- 

Nach  No.  42)  und  43)  hat  man 

A»  (W  ' 

und  wenn  daher  das  Integral  von  No.  44)  mit 

44*)  *  = 

bezeichnet  wird,  so  ist  das  Integral  von  No.  34) 

und  das  Integral  von  No.  30) 

»•>    .  *=^[^^]- 

wobei  X,  et,  und  ßt  durch  die  Cocfficienten  der  gegebenen  Gleichung  aus- 
zudrücken sind. 
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Die  Ncbeneinanderstellung  der  letzten  Formen  (21  ,  29  ,  40  ,  44) ,  wozu 
die  vorigen  Umwandlungen  führten,  zeigt  augenblicklich  die  Richtigkeit 
eines  eleganten,  von  Weiler  gefundenen  Satzes,  welcher  lautet:  Die 
Differentialgleichung 

(«t  +  M)  £p  +  fa.  +    *)  ^  +  («.  +  *•*)*  =  0 

kann  durch  gehörige  Substitutionen  immer  auf  die  Normal- 
form 

«)  tg?  +  0»  +  »  +  l)g  +  ^  =  o 

gebracht  werden.  Mit  dieser  haben  wir  uns  nur  noch  zu  beschäftigen, 
und  zwar  wollen  wir  in  $.  5  vorläufig  einige  Eigenschaften  von  ihr  ent- 
wickelt!, welche  für  die  nachherigen  Integrationen  vou  Wichtigkeit  sind. 

§.  5. 

Durch  Substitution  von 
46)  <p  =  c~  tty 

geht  die  Gleichung  45)  in  die  folgende  über 

und  daraus  wird  für  {  =  —  g, 

dies  ist,  wie  man  sieht,  Dasselbe,  als  hatte  man  q  und  p  gegeneinander 
vertauscht.  Bezeichnet  man  das  Integral  von  No.  45)  mit  q>  =  F  (p,  ff,  £), 
so  mnss  das  Integral  von  47)  mit  =  F  (ff,  p,  |,)  bezeichnet  werden  und 
die  Gleichung  40)  giebt  dann 

F (p,  ff,  Ö  =  e-*F  (ff,  p,  I.)  =         (ff,  p,  —  ß , 

oder  auch 

48)  F(p,ff,  -|)  =  *+«/-(?,  P.+l) 
und  umgekehrt 

49)  F(ff,  p,  +  *)  =  f-fiF(p,  ff,  —|). 

Die  Formel  48)  zeigt,  dass  der  Fall  eines  negativen  |  auf  den  Fall  eines 
positiven  £  zurückgeführt  und  daher  |  immer  positiv  genommen  werden 
kann;  aus  No.  40)  ersieht  man  den  Effect  der  gegenseitigen  Vertauscbung 
von  p  uud  ff. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  45) 

ff>  =  $ro>» 
so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  £r~f 

V        +  I       +  P  +  9  +  I)  ^  +  Kr+p  +7-1)  +  (r +p)*]  »  =  0; 
die  linke  Seite  wird  durch  £  theilbar ,  sobald  r  den  Worth 


Digitized  by  Google 


I 


erhält;  es  bleibt 


Von  O.  Schlömjlch.  333 
r~l~p  —  q 


und  dies  ist  dasselbe,  als  wäre  in  No.  49)  1  —  q  für  p  und  zugleich  l—p 
für  q  gesetzt  worden.   Man  hat  daher  cd  =  F(l  —  q,  I  — p,  |)  und  wegen 

50)  F{pt  qA)  =  V         Ffr  -  7,  1  -/>,  4) 
oder  auch 

51)  F{-p,  -  q,  R  =  /•(!  +  *  1  +  p,  |); 

diese  Formel  zeigt,  wie  der  Fall  negativer  p  und  q  auf  den  Fall  positiver 
p  und  q  zurückgeführt  werden  kann. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  eine  mehrmalige  Differentiation  der 
Gleichung  45)  wieder  eine  Gleichung  von  derselben  Form  giebt.  Durch. 
m  -  maligc  Differentiation  erhält  man  nämlich 

ij^FF  +  (-  +P  +  *  +  ö  5|^T  +  (-  +">jp  =  °- 
und  wenn 

gesetzt  wird ,  so  folgt  weiter 

1 1?  +  {m  +  P  +  9  +  1 )  £f  +  (m  +  P )  6     ° ' 
und  dies  ist  das  Nämliche,  als  wenn  in  No.  45)  p  +  m  für  p  gesetzt  worden 
wäre.   Man  hat  daher  B  =        +  m,    £)  und  nach  dem  Vorigen 

52)  +        |)  =       rf      — . 

Differenzirt  man  auch  die  Gleichung  47)  «-mal  in  Beziehung  auf  glt  so  ge- 
langt man  ebenso  leicht  zu  der  Formel 

^  (?  +  «,/>,  Ii)  =  d^  n 

oder 

eiF{p,q  +  w,  |)  =  — (— rffl«  » 

und  es  ist  daher 

53)  ^(^,9  +  «,£)  =  (-  Ire  «  • 

Bei  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  erhält  man  F(p,q  +  n,  £) 
ausgedrückt  durch  **(/>,  </,|),  F(/>  +  l,y,|),  /;T(p  +  2,?,£)  u.  s.  w. 

Mit  Hülfe  der  vorigen  Relationen  lässt  sieh  zeigen,  dass  die  Function 
F{p,  q,  |)  immer  gefunden  werden  kann,  wenn  sie  für  positive  acht  ge- 
brochene p  und  q  bekannt  ist.  Wir  betrachten  nämlich  folgende  vier  Fälle. 
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a.   Es  mögen  p  und  7  positive  unfichte  Brüche  sein ;  wir  setzen  dann 

p^m-f-r,    s/  =  n  +  *, 
wo  m  und  m  ganze  positive  Zahlen ,  r  und  ä  positive  ächte  Brüche  bezeich- 
nen, die  auch  Null  sein  können.   Nach  Formel  52)  haben  wir  jetzt,  indem 
wir  die  mehrmalige  Differentiation  durch  Dm  andeuten , 

F{m  +  r,  «  +  5,  i)  =  />-  F(r,  n  +  *,£); 
wenden  wir  noch  rechter  Hand  die  Formel  53)  an,  so  wird 

54)    F{m  +  r,  n  +  5,  {)  =  (-  1)"  D"  [<?-«  0"  \  e+&  F  (r,  jr,  {)  |  J. 
6.   Bei  gleichzeitig  negativen  />  und  7  setzen  wir  Ähnlich  wie  vorhin 
p  =  —  (OT  _  1  +  r) ,    7  =  -  (w  —  1  +  ,) 
und  erhalten  zunächst  ans  No.  51) 

f  (--m  +  l-r,  -»  +  1— #,  g)  =  4-  +  -  +  r  +  — 1  + 
nach  Formel  54)  giebt  dies 

i  /*  (—  w  +  1  —  r,  -  »  +  1  —  ar,  |) 

'     )=  (—1)«  {-+-+»-+'-»  /)»         />"•  f  (*,  r,  £)}]. 

<\   Wenn  /;  positiv,  7  negativ  ist,  so  sei 

/>  =  m+r,    7  =  —«+5; 
indem  man  der  Reihe  nach  die  Formeln  5*2)  und  51)  anwendet,  gelangt  man 
zu  den  Gleichungen 

F  (ro  +  r,  -  n  +  #,  |)  ^  />"  /' (r,  —  «  +  *,  £) 

=  —  *f  (»  +  1  —  »,  I  —  r,  4)1, 

d.  i. 

5G)  F(w  +  r,  —  «  +  *,  +  « -—'/>-/'(!  —  *,  1—  r,  §)]. 

</.  Bei  negativen  //  und  positiven  7  setzen  wir 

/)  =  —  m  +  r ,    7  =  n  +  .v , 
und  benutzen  der  Reihe  nach  die  Formeln  53)  und  51);  dies  giebt 
F(-  im  +  r,  m  +  *,  I)  ^  (—  1)"  [,•  +  £  F(— in  +  *\  *,  £)] 

—  (— 1)"  ,>-lb»[f  t     +      r~'F{l    S,  m+1  -r,  £)] 
und  bei  nochmaliger  Auwendung  von  Formel. 53) 

/'(—  m  +  r,  n  +  *,|) 
=  (_I)«<+'»r-5/r[^+|-'-'^wjr+{f(l-s)  1  —  r,$)|J. 
Da  r  und  s,  mithin  auch  1 — r  und  1 — 4?  positive  Uchte  Brüche  sind, 
so  hat  man  den  Satz:  Das  Integral  der  Differentialgleichung 

lHsst  sich  immer  auf  das  Integral  der  ähnlich  geformten 
Differentialgleichung 

tgl  +  (/».  +  *.  + 

zurückzuführen,  worin  />,  und  7,  positive  achte  Brüche  sind. 

Der  eigentliche  Erfinder  dieses  Theoreines  ist  Spitzer,  obschon  der- 
selbe es  nicht  in  der  vorliegenden  kurzen  Form  ausgesprochen  hat.  Dies 
liegt  an  dem  Umstände,  dass  Spitzer  immci  die  Differentialgleichung  1) 
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dircct.nach  der  Lap  1  aco'schen  Methode  integrirt,  statt  auf  die  von  Wei- 
ler angegebene  reducirtc  Form  zurückzugehen. 

§•  6. 

Die  Integration  der  Gleichung  15)  ist  sehr  leicht,  wenn  entweder  p 
oder  q  verschwindet.  Für  p  =  0  hat  man  nämlich,  wenn  mit  m  be- 
zeichnet  wird, 

und  daraus  findet  sich 

58)  tp^cjt-le-ldi  +  Ct . 

Wenn  q  "0  ist,  vertauscht  mnn  p  und  q  gegen  einander,  d.  h.  man  inte- 
grirt  die  Gleichung  47)  und  erhält  nachher 

59)  q>  —  e-i[l'j  |-J"  e+£rf£  + 

Unter  welchen  Umständen  p  oder  <y  verschwinden,  sielit  man  leicht 
aus  den  früher  angegebenen  Werthen  dieser  Constanten ,  und  daher  möge 
nur  für  den  allgemeinen  Fall  (tf.  4,  Ii)  eine  Bemerkung  folgen.  Nach  For- 
mel 44)  wird  p=0,  wenn  ct0  ~0,  d.  h.  wenn 

60)  at  k*  +  «,  k  +  a0  —  0 , 
und  da  A  durch  die  Gleichung 

61)  fcsl4  +  //,  k  +  b0^=o 

bestimmt  war,  so  kann  das  Verschwinden  von  p  nur  eintreten,  sobald  beide 
quadratische  Gleichungen  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  k  besitzen ,  wozu 
die  Bedingung 

62)  (fl0ft,  —  a,  b0)  (fi,  bt  —  at bt)  =  (a0bt  —  at bQY 

gehört,  und  wenn  für  k  diese  gemeinschaftliche  Wurzel  X,  genommen  wird. 
Damit  kommt  man  auf  den  in  $.  1  erörterten  Fall  zurück.  Es  verschwindet 
ferner  q  unter  der  Bedingung 

(«i  ßt  —  °tßt)  ßt  —  «0  {ßt)*  =  °  » 
welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  ar0,  o, ,  c/t,  0, ,  ]8f  Übergeht  in 

63)  (at  bt  -  «,&,)  (2ft,A  +  M  ~  (''■)"  (Mf  +  «i  *  +  «o)  =  0. 

Durch  Elimination  von  k  aus  (51)  und  G3)  gelangt  man  wieder  zur  Beding- 
ungsgleichung (52);  es  ist  daher  wiederum  erforderlich,  dass  die  Gleichungen 
00)  und  Gl)  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  kt  besitzen ,  nur  darf  man  nicht 
diese  für  k  nehmen  und  muss  folglich  die  audere  Wurzel  der  Bcstiiiimungs- 
glcichung  Ol)  für  k  setzen.  In  der  That  überzeugt  mau  sich  a  posteriori  sehr 
leicht,  dass  der  Werth 


die  Gleichung  03)  befriedigt. 
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Wir  betrachten  nun  den  etwas  allgemeineren  Fall,  wo  eine  der  Gröben 
p  and  q  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Bei  ganzen  positiven  p  =  m  erhält 
man  mittelst  der  Formeln  52)  und  58) 

/>,?,S)  =  Z>-*'(0,?,S) 

dies  ist  aber  nur  ein  particulärcs  Integral ,  und  daher  bedarf  die  Methode 
einer  kleinen  Modifikation.  Denken  wir  uns  <p  =  ^  (»»,</,  £)  als  roten 
Differentialquotienten  einer  anderen  Unbekannten  o>  und  substituiren  dem- 
gemäss 

dm  o) 

in  die  Gleichung 

64)  *ij?  +  (»  +  f  +  l)g  +  «»  =  0, 

so  gelangen  wir  zu  der  neuen  Differentialgleichung 

£ Z>«"+*a>  +  (»,  +  q  -f.  £)  (»  +  w 0" o  =4) , 

welche  übereinkommt  mit 

/>"[£/>««>  +  (?  +  £)  z>»J  =  o. 

Dieser  Gleichung  genügt  ein  a>,  für  welches 

^•  +  (V  +  I)1>«=C 
wird  oder,  weil  Da  =  u>  ist, 

Nach  einem  sehr  bekannten  Verfahren  findet  man  als  Integral  dieser  Dif- 
ferentialgleichung 

•'=$-ff-t[c/!f-if+«rfi+  C,]f 
und  wegen  9  =  />•"  cd  =  Z>w~1  w'  hat  man  schliesslich 

65)  9  =  C/>— «  [{-^-«y^-^+firfSjj  +  C,/)"— 1 

als  vollständiges  Integral  von  No.  64). 

Bei  positiven  9  und  £  lÄsst  sich  dieser  Ausdruck  in  eine  andere  Form 
bringen,  bei  welcher  die  angedeuteten  Differentiationen  ausführbar  wer- 
den. Es  ist  nämlich 

0 

mithin  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  bei  Aemlernng  der  Con- 

■ 

stanten  C, 
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0 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  i  =  £  (1  —  «)  und  erhalten 
0—1  [l*  f  e-«y* ff-«  «+'  rf/]  =  Z>— i ^(i  _  «)f-i  dw 


-1 


im  zweiten  Integrale  ist 

.<X> 


= (~  i)— «yi (i 

=  (—  1)*-^ (1  +  „)  — 1  „f-l  e-|0+.)  dw  f 
0 

mithin  ergiebt  sich,  wenn  der  Factor  (—  l)«"-1  in  die  willkührlichcn  Con- 
stanten eingerechnet  wird , 

r 

66)  q>  =  cj  u—*  (1  -  M)r-i  <r  «•  <fa  +  ct  <r*f(}  +  w)—1  w«"1  e-frrf«. 

o  u 

Ist  zweitens  g  eine  ganze  Zahl  =  +  n ,  mithin  die  gegebene  Diffe- 
rentialglcichnng 

67)  «3|?  +  (j  +  »  +  Öjf . 

so  vertauscht  man  zuerst  p  und  q  gegeneinander  wie  in  No.  47)  und  iute- 
grirt  die  Gleichung 

S,  Jr  +  (»  +  p  +  l,)g  +  «v  =  o 

auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  die  Gleichung  04);  dies  giebt 

*  =  CX>-i  [fe-f       y&P-i        d|,  J  +  (7,  />—•  [|,-P  e-fc]. 

Wegen  |,  =  —  {  und  vermöge  Formel  46)  folgt  hieraus  bei  Aenderung  der 
Constanten 

68)  <p  =  Ce-t  Z>"~1  [|-*  e+i J  -p-J  e~l  d {]  +  C,       />— 1 

Bei  positiven  p  und  £  lässt  sich  dieser  Ausdruck  auf  Ähnliche  Weise 
umwandeln ,  wie  es  vorhin  mit  dem  unter  No.  05)  angegebenen  Wertho  von 
9>  geschehen  ist.  Man  hat  nämlich  einerseits 

J\r-i  e-*  rf£  == yiiP-»  c—  du  +  C0 
o 

und  mit  Ilülfo  der  Substitution  u  =  |y 

ZeiUchrift  f.  Malhnualik  u.  Physik.  V.  23 
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|-P  e+tj\r~l  e~Z  d£  —J c-t<x-*>  dv  +  etc.; 


u 

andererseits  ist 


0 

1 


«  0 
nacli  Substitution  dieser  Wertho  in  No.  68)  werden  die  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen ausführbar  und  man  erhält 

I  OD 

69)  <p^Cljvi>-x{l-v)*-*c-t''dv+Cte~tJ(\  +  u)r-Ui"-ic-Zl'd,i. 
u  0 

Auch  iu  dein  Falle,  wo  p  oder  q  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  können 
ähnliche  Methoden  angeweudet  werden,  doch  wollen  wir  uns  bei  diesen 
Details  nicht  aufhalten. 


§.  7. 

Durch  die  Formeln  00)  und  09)  wird  man  auf  die  Vermuthung  geführt, 
dass  der  Werth  von  tpy  wenigstens  in  manchen  Fallen,  aus  zwei  bestimm- 
ten Integralen  zusammengesetzt  ist,  in  welchen  die  unabhängige  Variabele 
(£)  der  Differentialgleichung  die  Rolle  einer  Constanten  spielt.  Dies  bedarf 
einer  genaueren  Untersuchung. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  erstens  den  Ausdruck 

1 

70)  M=juP-i  (l— d«. 

0 

Durch  zweimalige  Differentiation  in  Beziehung  auf  §  erhaltcu  wir 

1 

0 

1# 

+  j  mP+«  (l  -  f*)«"1  i-t«du, 
0 

und  eh  int  daher 
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i  i 


= J\p  (1  —  «)  —  yu]  «P-1  (1— M^e-^dw  — |  Juv(\  —  u)*e-l"du. 

Wendet  man  auf  das  zweite  Integral  die  tbcilweise  Integration  an,  so  hat 
man  weiter 

=  —  t/P(l—  M)*e-6'-  (1  —  ")  —  '/«]  "p~l  (I— 

vorausgesetzt  nun,  dass  p  und  y  gleichzeitig  positiv  und  von  Null  verschie- 
den sind,  verschwindet  uP(l  —  u)i  sowohl  für  w  =  i  als  für  m=0,  und  os 
ist  daher 

1  1 

I J* t*  (1  —  u)i  er**  du  =y  [p  (1  —  «)  —  g  u)  uf-1  (l  —  «)«-»  du. 

Nach  Einführung  dieses  Werthes  reducirt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleich- 
ung 71)  auf  Null,  und  man  ersieht  hieraus,  dass  M  ein  particuläres  Integral 
der  Gleichung 

w  d*  <P      ,     .         ^  dw 

i-$  +  (p+9  +  i)-%  +  p<p=** 

darstellt.  Uebrigens  kann  dasselbe  leicht  in  eine  nach  Potenzen  von  | 
fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke 
nur  <r~£"  durch  die  bekannte  Reihe  zu  ersetzen  und  die  einzelnen  Glieder 
zu  integriren;  für  p+q  =  s  erhält  man 

/  ;        r{s)    L     *  i     5(>  +  i)i.2    *(t+i)(*+2)i.a.3  +  ,"l 

Wir  betrachten  zweitens  den  Ausdruck 

73)  N= ß\  +  u)P-*  w«->  e-t«+«>  du. 

Durch  eine  der  vorigen  sehr  ähnliche  Rechnung  ergiebt  sich  die  Gleichung 

r  f 

=  —J[pu+q(l+u)](l+u)P-lu^c-iWdu  +  U  (l+«)p«'^(,+")<*«, 

wobei  das  zweite  Integral  mittelst  theilweiser  Integration  folgendermaasen 
umgestaltet  werden  kann : 

§^(1  +  u)p  M?  du 

=  _  (1  +  „)P  w9  +  J[pu  +  ^  (l  +  u)]  (l  +  m)'-1  k«-1  <H('+«)  dr/. 

23  * 
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Ist  nun  q  positiv  und  £  positiv  oder  eine  complcxe  Zahl  mit  positivem  re 
eilen  Bestandteile,  so  verschwindet  nf«-£<H-«>  sowohl  für  m  =  0  als  ftr 
u  =  oo  ,  und  daher  bleibt 

l  i 

$  r(i+M)Ft,f<r-^i+«)dii= y[/>«+?(i+M)](i+«)'»-,uf-^-^,+'')rf«5 

0  o 

nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  reducirt  sich  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 74)  auf*  Null,  und  folglich  ist  gleichfalls  ein  particuläres  Integral 
der  besprochenen  Differentialgleichung. 

Das  mit  N  bezeichnete  Integral  lässt  sich  nicht  unmittelbar  in  eine 
nach  steigenden  Potenzen  von  |  fortschreitende  Reihe  verwandeln,  wohl 
aber  kaun  es  leicht  in  eine  sogenannte  halbconvorgento  Reihe  umgesetzt 
werden,  und  es  liegt  hierin  keine  Gefahr,  wenn  man  den  Rest  dieser  Keilie 
anzugeben  weiss.  Nach  dem  binomischen  Satze  ist  nun  allgemein,  wenu  # 
einen  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet, 


(1 


P  — 1      .  (P—  1)(P  —  2)  ,  . 

+  »Op-1  =  i  -f-  — {—  «  -f-  - — ytj — *  +  


4.  (P  — *)(/>  — *)••-•(/>— *—*) M„-i 
1.2  («—  1) 


+  (p  —  D(p  —  *).-.(p  —  *)m 


1.2  n  "(1 +  *«)"+■-*' 

substituirt  man  dies  in  No.  73) ,  so  kann  man  die  n  ersten  Glieder  leicht  in 
tegriren  und  hat  dann  noch  den  Rest 


ü»--i) (y~2)... (/>-/>)  r  * 

1.2  n  J  (l  +  dn)"*1-* 

u 

hinzuzufügen.  Der  Werth  des  hierin  vorkommenden  Integrales  ist  positiv 
und  zugleich,  wenn  ;i> p — l  genommen  wird,  kleiner  als  der  Werth  von 


0  * 
er  kann  daher  mit  q  T(y  +  «)£"'""*"  bezeichnet  werden,  wo  p  zwischen  0 
und  1  enthalten  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  erhält  man  ohne 
Mühe 

'  L       ig  1.2$* 

(/>-!)...(/>  — ^T)  y(y+l)...(y  +  »-8) 

1.2. ..(«-1)1  — 1 
(/*—  IV. .  +  1)  ...(y  +  ft-Ql 

+  ?  1.  2  .  ..  «5"  J 

Wie  man  sieht,  beträgt  der  Rest  der  Reihe,  sobald  letztere  Zeichen 
Wechsel  erhalten  hat,  immer  einen  aliquoten  Theil  desjenigen  Terms,  der 
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bei  weiterer  Fortsetzung  folgen  würde.  Hiermit  ist  gleichzeitig  der  Beweis 
geliefert,  das«  N  immer  einen  bestimmten  angebbaren  Werth 


§.  8. 

Nachdem  man  zwei  particuläre  Integrale  der  zu  integrirenden  Diffe- 
rentialgleichung  kennen  gelernt  hat,  von  welchen  das  erste  für  p>0  und 
y>0,  das  zweite  für  y>0  und  |  >0  gilt,  ist  es  sehr  leicht,  unter  allen  Um- 
stäuden  das  allgemeine  Integral  anzugeheu.  Wir  müssen  dabei  auf  fol- 
gende vier  Fälle  eiugchen. 

a.  Bei  positiven  p  und  <y  sind  beide  particuläre  Integrale  brauchbar, 
wofern  |,  oder  sein  reeller  Bestandteil,  positiv  ist;  man  hat  daher  für 

!  •  ® 

76)  <p  =  C\j ur~l  (1  —  w)«-1*-*«  du  -f  Cte~i  j{l+u)Pl  «*-•  e~t*du. 

0  0 
Bei  negativen  |  macht  man  von  der  Formel 

f  (/>.'/>  i)  =  (?,;>,—!) 

Gebrauch,  wo  nun  — £  positiv  ist;  indem  mau  F(q%p, — £)  nach  No.  70) 
bildet,  erhält  man  zunächst 

J  00 

cp^l\e-^j fit-«  (l  —  u)P~l  et«  du  +  C\j (l  +         uP~*  du 

0  0 
oder  auch,  wenn  man  im  ersten  Integrale  1  —  u  an  die  Stelle  von  u  treten 
lä*st, 

1  00 

77)  <p  ~  CXJ (1  —  u)i~l  er-£»  du  +  CXJ (l  +  w)»"1  et"  du. 

h.  Der  Fall  gleichzeitig  negativer  p  und  q  ist  mittelst  der  Formel 

F(t>,  <1, 1)  =  S1-"    (1  —    1  — />,  I) 
leicht  auf  den  vorigen  Fall  zurückzuführen  und  man  hat  dann  F{l—q,l—p,!;) 
nach  No.  76)  oder  nach  No.  77)  zu  bilden,  indem  man  p  durch  1  —  qy  und  q 
durch  l — p  ersetzt.    Dies  giebt  für  positive  |: 

78)  ^^-^[c.yo-^ 

0  0 
dagegen  für  negative  | : 

1  00 

79)  9=  S'-J»-«         [l  —  u)~p  M-f  m  +        1  +  m)-i»  k~*  rfMJ. 

ü  ü 
c.  Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  zerlege  man  p  in  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  m  und  den  positiven  ächten  Bruch  r;  man  hat  dann  nach  For- 
mel 52) 
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<p  =  F(m  +  r,  qt  §)  =  />"F(r,  ff,  ß 

und  nach  No.  50) 

80)  <p  =  lr[?-r-v  F{\  —  r,  1  —  |)]. 

Hier  sind  1  — r  und  1 — q  gleichzeitig  positiv  und  daher  ist  bei  positiven  : 
einzusetzen : 

1  oo 

81)  F(l-ry  \-q,  t)==C,Jtr+{\-u)~le^ludu+Cie-l j* 1+«)-»- 

und  bei  negativen  g: 

l  oo 

82)  r,  1—  q,i)  =  CxJurr{\—  u)-ie-i« du+CtJ(\  +  u)~* tr*el*dn. 

o  0 
d.  Im  Fall  p  negativ,  q  positiv  ist,  zerlegt  man  q  in  die  ganze  positive 
Zahl  n  und  den  positiven  ächten  Bruch  * ;  dies  giebt  nach  Formel  53) 

p  =  +    S)  =  (-l)"e-*/>"[^ /*(/>,*,£)] 

und  nach  Formel  50) 

83)  <p  =  e-i  D*  [et  |»-p-*  F  (l  -s,  £)], 

wobei  der  Factor  ( — 1)"  weggelassen  wnrde,  weil  er  sich  in  die  willkührli- 
chen  Constanten  C,  und  C9  einnehmen  lässt.  Da  nun  1  —  s  und  1 — p  po 
sitiv  sind,  so  gilt  in  der  Formel  83)  bei  positivem  £  der  Werth: 

\  00 

84)  .P(l-*t  l-p,  &  =  cj u-'(l-u)-P<r-t»du  +  Cte-i  j* ;i  +  ii)-*ir-»*-W« 
und  bei  negativem  £: 

1  00 

85)  F{l  — *,  1— jö,  l)  =  CtJu—{\+u)-rc-i*du  +  Ctj  u—(l+u)-Pcl'du. 


§.  9. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  sind  vollkommen  brauchbar  so- 
lange |  eine  reelle  Grösse  oder  eine  complexe  Variabcle  ist,  deren  rcdlA 
Bestandtheil  nicht  verschwindet;  sie  verlieren  dagegen  ihre  Allgemeingül- 
tigkeit  bei  rein  imaginären  £.  Aus  den  Probercchnüngcn  in  S.  7  geht  näm- 
lich hervor,  dass  zwar  M  unter  allen  Umstünden  ein  particuläres  Iutegral 
der  betrachteten  Differentialgleichung  darstellt,  dass  hingegen  N  bei  rein 
imaginären  |  keinen  angebbaren  Werth  hat,  weil 

eine  unbestimmte  Grösse  ist.  Der  Fall  eines  rein  imaginären  |  kann  aber 
vorkommen,  nämlich  dann,  wenn  die  Differentialgleichung 
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nicht  von  Hause  aus  gegeben,  sondern  durch  Transformation  hergeleitet 
worden  ist.    Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Differentialgleichung 

xö+26*S  +  ("+fc,-r)J'i=0' 

so  müssen  zunächst  die  in  $.  4,  ^  erwähnten  Umwandlungen  vorgenommen 
werden,  und  dabei  erhalt  man 

«f  =  0,    ft  =  l,    a,r=0,    0,^=0,    a0  =  ^ 
A=  — 6,    f4  =  0,    v  =  — 4^,    p  =  ?=  — 1, 

£  =  2^  +  v.r  =  4&  /—x, 

.      y  =  e-**+2*^--/'(-i,-i,46/^); 

in  der  That  entspricht  hier  einem  positiven  x  ein  rein  imaginäres  |.  Unter 
diesen  Umständen  ist  es  ein  zweifelloses  Verdienst  Spitzers,  solche'For- 
meln  aufgestellt  zu  haben,  die  für  jedes  beliebige  £  passen,  wenn  auch  da- 
bei eine  etwas  grössere  Anzahl  einzelner  Fälle  unterschieden  worden  muss. 
Die  Sache  wird  aber  weit  einfacher  als  beim  Erfinder,  sobald  man  sich 
nur  auf  die  reducirte  Differentialgleichung  einlässt  und  die  Formeln  des  S.  5 
anwendet,  welche  den  Algorithmus  der  Function  F  enthalten. 

Wenn  p  uud  y  positive  ächte  Brüche  sind,  die  wir  mit  r  und  s  bezeich 
nen  wollen,  so  ist 

1 

9  =  f(risi$)=f  T-i  (1  -  «)<-i  e-i*du. 
eiu  allgemein  richtiges  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

86)  l^  +  ('  +  *  +  l)£f +  = 

es  kommt  also  nur  darauf  an,  ein  zweites  particuläres  Integral  zu  finden. 
Nun  führt  aber  die  Substitution 

zu  der  neuen  Differentialgleichung 

*    °>  ,  /~  ,      rfca     .  v 

fijp  +  (2  — f-r  +  |)  -+(!_,)  cd  —  0, 

in  dieser  sind  1  —  s  und  1 — r  wiederum  positive  ächte  Brüche,  mithin  ge- 
nügt ihr  der  Ausdruck  cö  =  /*(1 — s,  1  —  r,  £)  und  folglich  wird  die  Glei- 
chung 86)  auch  erfüllt  durch 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Ausdruck  verschieden  von  /" (r,  *,  £)  und 
stellt  demnach  ein  zweites  particuläres  Integral  von  80)  dar;  hieraus 
folgt  als  allgemeines  Integral 

*P~Ctf  (r,  *,  I)  +  C\  s'—  f  (l  -  *,  1  -  r,  ö 

d.  h. 
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1  1 

87)  q>  —Ctj*ur-X  (1— »/)'-'  er-i« du  +  Ctg~r-'j*u—  (\  —  u)-re-i*du. 

Diese  Formel  bedarf  einer  Modifikation,  wenn  r  -f-*  =  1,  denn  es  wer- 
den dann  beide  Particnlarintegrale  einander  gleich  und  snmniiren  sieb  zn 
einem  nur  particulären  Integrale.  Um  diesen  Ausnahmefall  zu  erledigen, 
setzen  wir  vorläufig  r  -f-  s  =  1  —  6  und  bezeichnen  für  den  Augenblick  die 
beiden  in  No.  87)  vorkommenden  particulären  Integrale  mit  qp,  und  pa,  so 
dass 

tp  ~  Ct  (pi      Ct  <pt ; 

bei  Aenderung  der  Constanten  lässt  sich  dafür  schreiben 

/            (pf  —  <]p| 
cp  =  C  g>,     C   - —  , 

d.  i.  vermöge  der  Wertho  von  a>|  und  <pt 

l 

tp  =  C'J  Mr-!  (1  -  m)'-1  r~  fi"  </» 
o 

l 

wobei  im  zweiten  particulftren  Integrale  (qpt) 

—  r-=s  —  l  +  ö,    —  s=r  —  l+ä 
gesetzt  wurde.  Durch  üoborgang  zur  Grenze  für  verschwindende  ö  ergieto 
sich  unter  der  Bedingung  r  -f-  5  =  1 

88)  <fi  =  C  I  ur~l  (l  —  k)'-1  </m 

o 

l 

+  C'J\?^  (1  —  Ii)'-»  CT  l"  l  [|  M  (1  — u)]  rf  U. 

0 

Für  Ächt  gebrochene  positive  r  und  *  ist  also  das  Integral  von  No.  80)  ent- 
weder durch  No.  87)  oder  durch  No.  88)  bestimmt,  jonaclulem  r-f-a?  von  der 
Einheit  differirt  oder  nicht;  wir  bezeichnen  dasselbe  mit  <p  =  F (r,  *,  |). 

Die  Formeln  dos  §.  5  erledigen  nun  sogleich  alle  übrigen  Falle,  wobei 
immer  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und  s  positive  ächte  Brüche  bedeu 
ten  mögen;  man  hat  nur  für  F(ry  s,  |)  den  vorhin  angegebenen  Werth  oder 
den  analog  gebildeten  Werth  von  F(l  —  s,  1  —  r,  £)  zu  substituiren. 

So  ist  z.  B.  für  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  erwähnte  Diffe- 
rentialgleichung 

mithin  nach  Formel  55),  wobei  m  =  n  =  1,  r  :=  s  =  J, 

[<Hi7>  ),<+**•(•,  4,ö||; 
wegen  r  +  «  —  1  hat  mau  nach  No.  88) 


Digitized  by  Google 


Von  O.  Schlömilch.  345 
i  i 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man 
durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen 

t  I 

t  =  C'V  (W^Ö  <r-l«du  +  C"  fl  "ig.  ~ 2  u)  e-f  du 
l 

+  C"vj  ^w(l— w)         MfiM  (!  —  «)J  <*«• 
u 

Am  Schlüsse  dieser  Untersuchungen  können  wir  deren  Resultate  in 
zwei  Worte  zusammenfassen.  Durcli  die  Weiler'schen  Transformationen 
wird  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  auf  ihre  einfachste  Form  ge- 
bracht; der  Spitzer'scbe  Satz  zeigt,  dass  die  in  der  reducirten  Differen- 
tialgleichung vorkommenden  Coefficionten  immer  als  positive  ächte  Bräche 
vorausgesetzt  werden  dürfen;  für  diesen  Fall  gilt  abor  das  von  Spitzer 
angegebene  Integral,  mithin  ist  die  verlangte  Integration  unter  allen  Um- 
ständen ausführbar.  Was  endlich  die  vorliegende  Darstellung  anbelangt, 
so  hat  sie  vielleicht  das  kleine  Verdienst,  jenen  raschen  Ueborblick,  den 
man  an  den  Quellen  nicht  gewinnen  wird,  zuerst  gewährt  zu  haben. 


XIII. 

Ueber  die  geometrische  Darstellung  der  Werthe  einer 
Potenz  mit  complexer  Basis  und  complexem  Exponenten. 

Von  Dr.  H.  Durege, 

Poeent  an  der  Universität  Zürich. 

Man  kennt  seit  längerer  Zeit  die  Art  und  Weise,  wie  sich  complcxe 
Grössen  durch  Punkte  iu  einer  Ebene  geometrisch  darstellen  lassen  und  wie 
man  dieselben  durch  die  Operationen  der  Addition,  Subtraction,  Multipli- 
cation  und  Division  zu  neuen  Pnnktcu  mit  einander  verbinden  kann.  We- 
niger vollständig  aber  kennt  man  die  geometrische  Darstellung  der  ver- 
schiedenen Werthe  einer  complexcn  Potenz.  Es  existirt  darüber  meines 
Wissens  nur  die  folgende  Abhandlung  von  Johu  Warron:  „Ün  Ihc  yvome 
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friert/  rcprcscntalion  »f  the  powrrs,  rrhuse  indiecs  inrolve  ihr  gf/uarr  roots  of  nc 
gative  r/uanlilies.    Philosophien!  Transattions ,  182!)."     Zur  vollständigeren 
Kenntniss  diene»  Gegenstandes  etwas  beizutragen,  ist  der  Zweck  des  gegen- 
wärtigen Aufsatzes. 

1. 

Es  soll  im  Folgenden  die  Potenz  als  eine  vieldeutige  Grösse  aufge- 
fasst  und  die  verschiedeneu  VVerthe  einer  solchen  von  einander  unterschie- 
den werden.  Es  ist  daher  nöthig,  für  dieselben  eine  besondere  Bezeichnung 
einzuführen. 

Bedeutet  «  eine  positive  reelle  und  p  eine  beliebige  reelle  Grösse,  ko 
befindet  sich  bekanntlich  unter  den  verschiedenen  Werthen  der  Potenz  a? 
immer  ein  einziger  positiver  reeller  Werth.  Diesen  werde  ich  mit 

"o" 

bezeichnen.  Tritt  an  die  Stelle  von  a  die  Grundzahl  e  der  natürlichen  Lo- 
garithmen, so  bedeutet  <,0'*  zugleich  die  Summe  der  Exponcntialreihe. 
Irgend  einen  anderen  Werth  der  Potenz       der  aus  dem  Ausdrucke 

«0 [cos  In  pn  -f-  i  sin  2  n  ,u  n) 
(i  =  i/--l  gesetzt)  hervorgeht,  wenn  man  für  n  eine  bestimmte  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  setzt,  werde  ich  mit 

bezeichnen.  Ist  ferner 

u  ~  rt  (cos  a  +  i  sin  a) 
eine  beliebige  complexe  Grösse,  so  erhält  man  alle  Werthe  der  Potenz  m", 
wenn  man  in  dem  Ausdrucke 

aj1  [cos  p  (a  +  2  w  »f )  +  i  sin  p  (a  +  2  « n)\ 
für  n  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  und  Null  setzt.  Wenn 
nun  a  entweder  Null  ist,  oder  zwischen  0  und  In  liegt,  werde  ich  den  be- 
stimmten Werth ,  den  der  vorige  Ausdruck  für  einen  bestimmten  Werth 
von  n  annimmt,  mit 

1)  «0*  [cos  p  (o  +  2  n  n)  +  i  sin  (er  +  2  n  *)] 

bezeichnen.  Denn  es  erhellt,  dass  nur  unter  einer  derartigen  Beschränkung 
diese  Bezeichnungsart  mit  der  vorigen  conform  sein  wird.  Wenn  dagegen 
2mn  das  grösste  in  o  cntlialtenc  Vielfache  von  In  ist,  so  wird  man  haben 

=  «o^  I'*"*  P  (a  +  2"  n)  +  '  sin  f»  (a  +  2  w  *)]• 
Für  einen  rein  imaginären  Exponenten  iß  werde  durch  c9*ß  wieder 
die  Summe  der  Exponcntialreihe  bezeichnet,  oder  es  sei 

ejt--  cosß+  isinß. 

Ferner  sei 

wo  unter  log  a  der  reelle  Werth  des  natürlichen  Logarithmen  zu  verstehen 
ist.   Da  nun  auch  für  einen  reellen  Exponenten  p 

%ß^c0v  '»9" 

ist,  so  kann  mau  statt  der  Gleichuug  1)  auch  schreiben 
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unu  =  f0M  **«  +       +         [o  <  «  <  2  *]. 
Nuu  werden  aber  durch  den  Ausdruck 

%  a  +  i  («  +  2«7i) 
alle  Werthe  des  Logarithmen  von  p  ausgedrückt;  bezeichnet  man  daher  mit 

/oo*  m  =s  %  <i  -|-  i  («  -f  2  /i  n) 
denjenigen  Werth  des  Logarithmen ,  der  einer  bestimmten  positiven  oder 
negativeu  ganzen  Zahl  n  entspricht,  so  hat  man  auch 

Aehnlich  möge  nun  auch  die  Bezeichnung  sein,  wenn  der  Exponent 
coniplex  ist.  Nämlich ,  ist  v  =  x  -f  iy  ein  complexcr  Exponent,  ferner  wie 
vorhin  u  =  a  (cos  a  +  i  sin  er)  und  zugleich  0  <  a  <*2«,  so  sei 

Entwickelt  man  den  Exponenten,  so  erhält  man  vollständig: 
2)  un9  —  <.0*/#»«-j»(«  +  2if*)eo*[>'«y«+*(a+»««)l. 


2. 

Hiernach  ist  es  nun  leicht,  wenn  irgend  zwei  complexe  Grössen  u  und 
v  und  damit  auch  die  sie  darstellenden  Punkte  gegeben  sind,  denjenigen 
Punkt  zu  Huden,  welcher  den  nten  Werth  der  Potenz  u9  darstellt.  Näm- 
lich bezeichnen  rH  und  <p„  den  Iladiusvector  und  den  Neigungswinkel  des 
Punktes  i<„',  so  erhält  man  aus  2)  : 

xlogrH~  xlaga  —  y  (u  +2«») 
'  \      (pn  =  y  log  a  +  x  (a  -f-  2/1  ;r) 

oder  wenn  man  der  Kürze  wegen 

x  loga  —  ya  =  Ä;    y  log  u  +  x a  =  <P 

setzt , 

f  log  r„  —  R  —  2nit .  y 

.  x 

Des  kürzeren  Ausdrucks  halber  mögen  die  Punkte,  welche  die  ver- 
schiedenen Werthe  der  Potenz  u'  darstellen,  Potenzpunkte,  und  der- 
jenige unter  ihnen,  welcher  den,  einem  bestimmten  Werthe  voifw  entspre- 
chenden Werth  von  uH9  darstellt,  der  wte  Potenzpunkt  genannt  werden. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  bieten  die  Mittel  dar,  um  die  Fragen 
über  die  Construction  der  Potcnzwerthe  zu  beantworten.  Warren  unter- 
sucht vorzüglich,  wie  sich  ein  bestimmter  »ter  Potenzpunkt  bewegt,  wenn 
man  einen  der  Punkte  u  und  v  auf  gewisse  einfache  Weisen  sich  bewegen 
lässt.  Besonders  interessant  aber  erscheint  die  von  Warren  nur  ober- 
flächlich berührte  Frage,  auf  welcher  Curve  die  säinmtlichen  Potenzpunkte 
liegen.  Diese  Curve  erhält  man,  wenn  man  «  aus  deu  Gleichungen  'S)  oder 
4)  eliininirt.  Alsdann  ergiebt  sich ,  wenn  mit  r  und  q>  die  laufenden  Polar* 
coordinaten  bezeichnet  werden,  eine  lineare  Gleichung  zwischen  log  r  und 
<pt  also  die  Gleichung  einer  logarithinischcn  Spirale,  die  sich  in  den  Formen 


'  K      q>n  =  <J>  -f  2 u  n 
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X  X 

oder 

logr  =  R-  ^(<p-0) 

schreiben  lägst.  Dio  sammtlichen  Potenzpunkte,  d.  b.  die  Paukte,  welche 
die  sämmtlichen  Werth e  einer  und  derselben  Potenz  darstellen,  liegen  also 
auf  einer  logarithmischen  Spirale*),  und  so  vertheilt,  dass  die  Radieuvec- 
toren  je  zweier  auf  einander  folgender  Potenzpunkte  den  constauteu  Winkel 
2nx  einschliessen.  Diese  Spirale  hat  den  Anfangspunkt  zu  ihrem  Pole 
und  durchschneidet  ihre  Radienvectoren  unter  einem  Winkel,  der  von  der 
Neigung  des  Exponenten  v  um  00°  verschieden  ist. 

Von  ihr  ist  zuerst  zu  bemerken,  dass  sie  von  der  Neigung  er  der  Ba 
sis  m  unabhängig  ist.  Lässt  man  also  den  Punkt  u  sich  in  einem  Kreise 
mit  dem  Radius  a  nm  den  Anfangspunkt  herumbewegen,  so  bewegen  sich 
die  Potenzpunkte  auf  derselben  Spirale  fort,  und  zwar  so,  dass  der  Winkel 
zwischen  den  Radienvcctorcn  je  zweier  auf  einander  folgender  Potenz- 
punkte constant  gleich  2nx  bleibt.  Jeder  Radiusvector  dreht  sich  also  um 
einen  gleichen  Winkel,  nämlich,  wenn  der  Radiusvector  des  Punktes  u  deu 
Wiukcl  a  —  a  beschreibt,  um  den  Winkel  {a  —  a)x. 

Viel  wesentlicher  als  von  der  Basis ,  hängt  die  Beschaffenheit  der  Spi- 
rale von  dem  Exponenten  ab.  Ist  dieser  nämlich  zuerst  reell,  also  y  =  0, 
so  geht  die  Spirale  in  einen  Kreis  über,  der  um  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  e 0*  lo9 a  —  a0x  beschrieben  ist.  Auf  der  Peripherie  desselben  sind 
die  Potenzpunkto  so  vertheilt,  dass  dio  Radiouvectoren  je  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Potenzpunkto  wiederum  den  constanten  Winkel  2nx  bil- 
den. Ist  daher  x  ein  rationaler  Bruch ,  so  fallen  nach  einer  gewissen  An- 
zahl von  Potenzpunkten  alle  späteren  mit  früheren  zusammen,  so  dass  die 
Anzahl  der  Potenzpunkte  dann  eine  endliche  ist.  Ist  x  aber  eine  ganze 
Zahl,  so  fallen  alle  Potenzpunkte  in  einen  zusammen;  die  Potenz  hat  dann 
nur  einen  Werth. 

Ist  zweitens  der  Exponent  rein  imaginär,  also  .r  =  0,  so  geht  die  Spi- 
rale in  eine  Gerade  über,  und  zwar  in  eine  Gerado,  welche  zwar  auf  der 
einen  Seite  unbe^ränzt,  auf  der  andern  Seite  aber  durch  den  Anfangspunkt 
begränzt  ist.  Denn  der  Winkel  zwischen  den  Radienvectoren  je  zweier  auf 
einander  folgender  Potenzpunkte  ist  dann  ebenfalls  Null,  also  fallen  die 
Radienvectoren  säinintlicher  Potenzpunkte  in  einen  zusammen,  welcher  um 
den  Winkel  y  log  a  gegen  die  Abscissenachse  geneigt  ist,  und  auf  welchem 
der  «tc  Potenzpunkt  die  Entfernung  c-y{a+2**)  vom  Anfangspunkte  hat 
Ist  «--1,  so  fällt  die  Gerade,  auf  welcher  alle  Potonzpunkte  liegen,  mit 
der  positiven  Abscissenachse  zusammen,  folglich  haben  alle  Potenzen  von 
der  Form 

*)  Diirffü  Uvsultut  {jiebt  Warren  schon  im. 
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{cos  et  +  i  sin  «)  '» 
lauter  reelle  und  positive  Worthe. 

Aus  dieser  Eigenschaft,  dass  die  Potenzpunkte  einer  Potenz  mit  rein 
imaginärem  Exponenten  auf  einer  durch  den  Anfangspunkt  begrenzten 
Oeraden  liegen ,  folgt  ein  auffallender  Unterschied  zwischen  den  Werthen 
einer  solchon  Potenz  und  denjenigen  einer  Potenz  mit  reellem  Exponenten. 
Während  nämlich  die  letzteren  durchaus  ungleichartig  sind,  indem  höch- 
stens zwei  derselben  reell  und  ebenso  auch  höchstens  zwei  rein  imaginär, 
alle  übrigen  aber  complex  sind ,  so  sind  die  sämmtlichen  Werthe  einer  Po- 
tenz mit  rein  imaginärem  Exponenten  stets  gleichartig,  nämlich  entweder 
alle  reell,  oder  alle  rein  imaginär,  oder  alle  complex,  und  zwar,  wenn  A 
und  B  zwei  reelle  und  positive  Grössen  bedeuten,  alle  von  einer  und  der- 
selben der  folgenden  acht  Formen:  +  A,  — Ay  +  iB,  —  i/?,  +A  +  iBy 
+  —  A  +  iBy  —  A  —  i  B. 

Dieselbe  Eigenschaft,  lauter  gleichartige  Werthe  zu  besitzen,  hat  auch 
die  allgemeine  Potenz 

u*+'*y 

wenn  der  reelle  Theil  x  des  Exponenten  eine  ganze  Zahl  ist.  Auch  dann 
liegen  sämmtliche  Potenzpunkte  auf  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehen- 
den Geraden,  weil  die  verschiedenen  Werthe  von  g>„  =  0  +  Inn .  x  dann 
nur  um  eine  ganze  Anzahl  von  Peripherieen  von  einander  verschieden  sind. 
Dasselbe  erhellt  auch  aus  folgender  Betrachtung.  Wie  sich  leicht  zeigen 
lässt,  ist  allgemein 

Ist  nun  aber  x  eine  ganze  Zahl,  so  sind  die  Werthe  uH*  alle  einander  gleich, 
die  Werthe  von  m«**  dagegen  werden  durch  Punkte  dargestellt,  welche  in 
gerader  Linie  liegen.  Es  seien  (Fig.  1,  Taf.  IV)  p, ,  />, ,  ps...  diese  letzte- 
ren und  $  der  Punkt,  der  die  einwerthige  Potenz  u*  darstellt.  Alsdann  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  die  Producte  der  Punkte  p(,  pt,  />*••»  in  den  Punkt  s 
die  ebenfalls  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  qx ,  qty  qt...  liefern,  weil 
die  Dreiecke  optqiy  optqt,  opaq9  ...  dem  Dreieck  ols  ähnlich  sein  müssen. 

3. 

Die  Potenzpunkte  einer  beliebigen  complexen  Potenz  ,•  welche ,  wie 
wir  gesehen  haben ,  auf  einer  logarithmischen  Spirale  liegen ,  besitzen  die 
beuierkenswerthe  Eigenschaft,  dass  sich  durch  dieselbe  noch  unendlich 
viele  von  der  vorigen  verschiedene  logarithmischc  Spiralen  hindurch  legen 
lassen.  Diess  beruht  auf  der  bekannten  Eigenschaft  der  Polarcoordinaten, 
dass  zwar  durch  einen  gestimmten  Werth  r  des  Radiusvectors  und  einen 
bestimmten  Werth  <p  des  Neigungswinkels  ein  bestimmter  Punkt  der  Ebene 
festgesetzt  wird,  dass  aber,  wenn  umgekehrt  der  Punkt  gegeben  ist,  dem- 
selben nicht  blos  die  vorigen  Werthe  von  r  und  q>  als  Polarcoordinaten  zu- 
gehören, sondern  dass  man  den  Winkel  <p  um  ein  beliebiges  Vielfaches 
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von  27c  vermehren  oder  vermindern  kann,  nnd  dass  dann  diese  neuen 
Werthe  der  Polarcoordinaten  denselben  Punkt  bestimmen,  wie  r  und  <p. 

Denken  wir  uns  daher  die  Potenzpunkte  als  gegeben ,  so  gehören 
ihnen  nicht  allein  die  vorigen  Werthe  4)  .von  logr„  und  q>m  an,  sondern 
dieselben  Potenzpunkte  werden  auch  durch  die  Werthe 

log  rn  —  R  —  2nny 
,     <pn  =  <P  -f-  2nnx  —  2mn 
bestimmt,  wenn  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu- 
tet. So  lange  nun  m  von  n  ganz  unabhängig  ist,  erhalten  wir  hieraus  aller 
dings  keine  neue  Curve  für  die  Potenzpunkte;  allein  nehmen  wir  an,  m  sei 
ein  beliebiges  Vielfaches  von  w,  setzen  wir  also 

m  =  Xn, 

wo  X  wiederum  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  auch 
Null  bedeutet,  so  liefert  die  Elimination  von  n  aus  den  Gleichungen 
logrm  =  R  —  2nny;    <pn  —  <2>  -f  2 n n  ( x  —  X) 

die  Gleichung 

5)  logr=R  +  j^(9-  <P), 

welche  für  jeden  Werth  von  X  eine  besondere  logarithmische  Spirale  dar- 
stellt*). Es  ergiebt  sich  also,  dass  man  durch  die  aammt  liehen  Potenz- 
punkte  eine  Schaar  von  unendlich  vielen  logarithmischen  Spiralen  hindurch 
legen  kann.  Alle  diese  Spiralen  haben  den  Anfangspunkt  als  gemein- 
schaftlichen Pol  und  werden  aus  5)  erhalten,  wenn  man  für  X  alle  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen  und  Null  setzt. 

In  dem  Falle,  dass  der  Exponent  reell,  also  y=0  ist,  fallen  alle  diese 
Spiralen  mit  dem  schon  früher  gefundenen  Kreise  zusammen.  Ist  aber  der 
Exponent  rein  imaginär,  also  #  =  0,  so  geht  nur  die  dem  Werthe  1  =  0 
zugehörige  Spirale  in  eine  Gerade  über,  während  alle  übrigen  logaritbmi- 
scho  Spiralen  bleiben,  die  paarweise  gleich,  aber  entgegengesetzt  gewun- 
den sind.  Dasselbe  tritt  auch  ein,  wenn  x  eine  ganze  Zahl  ist;  dann  geht 
die  Spirale,  welche  dem  Werthe  X  =  x  angehört,  in  eine  Gerade  über, 
und  jeder  Spiralen  mit  einem  Werthe  X=X'  entspricht  eine  andere  mit  dem 
Werthe  X~'ix  —  X\  welche  ihr  gleich  ist,  aber  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  gewunden. 

Zur  Erläuterung  des  Vorigen  ist  die  Fig.  2,  Taf.  IV,  beigefügt  worden, 
bei  deren  Verzeichnung  ich  von  der  Potenz 

(cos  ß0°  +  i  sin  60°)«"  ,so  +  ,sn 


*)  Man  könnte  für  m  irgend  eine  Function  von  n  annehmen,  von  der  Beschaffen- 
heit, das»  allen  ganzznhligen  Werthen  von  n  auch  ganzzahlige  Werthe  von  in  ent- 
sprachen, z.  Ii.  die  Anzahl  der  zu  n  relativen  Primzahlen,  welche  kleiner  als  n  <in<l; 
die  Anzahl  der  Divisoren  von  n  u.  dgl.  Eine  logarithmische  Spirale  erhält  man  aber 
nur  dann,  wenn  m  eine  lineare  Function  von  n  mit  ganzzahligen  (Joefricieuten  ist 
Man  überzeugt  sieh  leicht,  dass  der  letzte  Fall  von  dem  im  Texte  angenommenen  im 
Resultate  nicht  vorschieden  ist. 
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ausgegangen  bin.  In  derselben  sind  P  und  P'  zwei  aufeinander  folgende 
Potenzpunkto,  welche  den  Wcrthen  «  —  0  und  w  =  —  1  angehören;  ihre 
Polarcoordinaten  haben  die  absoluten  Werthe 

r0  =  7™\2,  <3Po=-570,l;  r_,  =  50^,4,  ^,  =  74D,7. 
Zur  Einheit  wurde  die  Länge  von  10mm  genommen.  Von  den  durch  sämmt- 
liclie  Potenzpunkte  hindurchgehenden  Spiralen  sind  7  gezeichnet  worden, 
nämlich  diejenigen,  welche  den  Werthon  — 2,  — 1,  0,  1,  2,  3,  4  von  1  zu- 
gehören. Von  denselben  sind  aber,  damit  die  Figur  nicht  zu  complicirt 
werde,  nur  diejenigen  Theile  in  der  Zeichnung  vorhanden,  welche  zwi- 
schen den  beiden  Punkten  P  und  P'  liegen. 


4. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten  Spiralen  schneiden  sich  zwar 
alle  in  den  Potenzpunkten,  ausserdem  besitzen  sie  jedoch  noch  andero 
Durchschnittspunkte,  welche  nicht  allen  Spiralen  zugleich  angehören,  und 
die  näher  untersucht  zu  werden  verdienen. 

Betrachten  wir  zu  dem  Ende  zunächst  die  Art  und  Weise,  wie  sich 
zwei  beliebige  logarithmische  Spiralen,  welche  denselben  Pol  haben,  über- 
haupt schneiden  können. 

Es  seien 

I)  Q  —  V  +  P>  «PS  II)  q'~  q  +/>'.  <p' 
die  Gleichungen  zweier  beliebiger,  um  den  Anfangspunkt  als  Pol  ge- 
schlungener, logarithinischer  Spiralen,  indem  zur  Abkürzung  hg  r  =  p, 
logr=Q  gesetzt  ist  und  darunter  die  reellen  Logarithmen  der  stets  als 
positiv  angesehenen  Radienvectoren  verstanden  werden.  Dann  ist  zunächst 
klar,  da  diese  Glcichungeu  in  Bezug  auf  q  und  q>  linear  sind,  dass  es  nur 
einen  einzigen  Punkt  giebt,  für  welchen  zu  gleicher  Zeit  /=  r  und  (p'=<p 
ist.  Allein  da  der  nämliche  Punkt,  welcher  die  Polarcoordinaten  r  und  q> 
hat,  auch  durch  die  Polarcoordinaten  r  und  a>-f*2w*  bestimmt  ist,  wenn  n 
eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  folgt,  dass  auch  alle  diejenigen  Punkte  bei- 
den Spiralen  gemeinschaftlich  sein  werden ,  für  welche  zugleich 

r  ~r  und  g/=  <p  -f  2«  n 
ist.    Die  beiden  Spiralen  durchschneiden  sich  daher  in  unendlich  vielen 
Punkten  und  man  wird  die  Polarcoordinaten  sämmtlicher  Durchschnitts- 
punkte  erhalten,  wenn  man  q  und  tp  aus  den  Gleichungen 

V'^V  +P-<P,    Q  =  l'+  P  (qp-M/m) 
"bestimmt  und  dem  n  alle  ganzzahligen  Werthe  (Null  eingeschlossen)  zuer- 
tbeilt.    Bezeichnet  mau  daher  mit  q„  ,  (p„,  o„',  <pn'  die  einem  bestimiuteu 
n  zukommenden  Werthe  der  Polarcoordinaten  der  Durchschnittspunkte ,  so 
erhält  mau 
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6) 


0»          0«  ~>  , 

P  —P 

_        9  +  *p'*  * 
p— p' 


Alsdann  sind  die  Winkel  qp  in  der  Spirale  I)  gezählt.    Zählt  man  diese 

Winkel  in  der  Spirale  II) ,  so  erhält  man 

.  a  q  —  q  +  2pnn 

<p„  =  <P»  T  *  «  «  ~  ;  . 

P—P 

Beide  Spiralen  nähern  sich  ihrem  gemeinschaftlichen  Pole  in  unendlich 
vielen  Windungen.  Es  giebt  daher  keine  Windung,  die  man  absolut  ab 
die  erste  oder  nullte  annehmen  und  von  der  aus  man  die  übrigen  zählen 
könnte.  Vielmehr  kann  dazu  irgend  eine  beliebig  angenommen  werden. 
Bezeichnet  man  nun  dem  Obigen  gemäss  mit  q>0  und  <p0'  die  demjenigen 
Durchsthnittspunkte  Angehörigen  Winkel,  welchem  in  beiden  Spiralen  ge- 
zählt derselbe  Werth  zukommt  (was  bestimmt  ist,  sobald  die  Constanten 
p,  q,  p\  q  gegeben  sind) ,  so  hat  man  successive 

<P*'—  «Po 

9i'  =  9i  +  2«,    <JP_i'=  g>_i  —  2*, 

qpi'=9t+4*i    9>— 2      9>-2 — 4*, 

qp«'  =  9>s  +  0*»  q>-3=<P-a  —  6«, 
•  •  •  ... 
Daraus  geht  hervor ,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Spiralen  so 
vertheilt  sind,  dass  der  Unterschied  der,  einem  und  demselben  Durch- 
schnittspunkto  zugehörigen  Winkel,  wenn  derselbe  einmal  in  der  einen 
und  dann  in  der  anderen  Spirale  gezählt  wird,  bei  jedem  folgenden  Durch- 
schnittspunkte um  eine  ganze  Peripherie  grösser  wird.  Man  erhält  näm- 
lich leicht 

2  p'  7t  ,  ,       2pn         2p' n 

p   p  p  p        p  p 

<p* — <p*  =  ?*— r —  <p»-i  +  2», 

worin  das  ausgesprochene  Gesetz  liegt.  Sind  z.  B.  zwei  gleich  gewundene 
Spiralen  so  beschaffen,  dass  vier  ihrer  Durschnittspunkte  auf  der  Oten, 
lten,  2tcn,  3ten  Windung  der  einen  Spirale  liegen,  so  liegen  dieselben 
Punkte  in  der  andern  Spirale  auf  der  Oten,  2ten,  4ten,  Oten  Windung. 
Oder  nimmt  man  zwei  gleiche  aber  entgegengesetzt  gewundene  Spiralen 
an,  welche  immer  auf  jeder  Windung  zwei  Durchsehnittspuukte  besitzen, 
so  liegen  die  Punkte,  welche  in  der  einen  Spirale  sich  resp.  auf  der  Oten, 
Oten,  lten,  lten,  2ten  Windung  befinden,  in  der  anderen  Spirale  der  Reibe 
nach  auf  der  Oten,  —lten,  — lteu,  —  2ten,  —  2ten  Windung. 

Durch  die  sämmtlichen  Durchschnittspunkte  der  beiden  Spiralen  I) 
und  II)  kann  man  nun  aufs  Neue  logarithmische  Spiralen  hindurch  le- 
gen. Ist 

III)     o  =  q  +  p  .  <p 
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die  Gleichung  einer  solchen,  so  müssen  p"  und  y"  so  bestimmt  werden  kön- 
nen, dass  für  jeden  Werth  von  n  zugleich 

Q*  —      und  q>„"~  <fn  +  2mn 
werde,  wo  m  wiederum  eine  ganze  Zahl  oder  Null  bedeutet.  Man  erhalt 
aber,  wenn  man  in  die  Gleichung 

Vn  =  f+p"{<P*  +  2mn) 
die  Werthe  6)  von  p„  und  <pm  substituirt , 

pq  —  pq     'Ippnn       ,  q'~Q,     >>  Ipnit  „ 

 .-  +  >  =  q  +/>  .  ,  +  p  .  — ;  +  2p  m  n, 

p—p        p^p  P—p  p—p 

welche  Gleichung  für  jeden  Werth  von  n  erfüllt  sein  muss.   Steht  nun  m 

in  keiner  Verbindung  mit  n ,  so  erhält  man  daraus  nur  wieder  die  beiden 

ersten  Spiralen.  Ist  aber  m  ein  Vielfaches  von  n,  also  m  =  Xtt,  so  erhalt 

man  die  beiden  Gleichungen 

p—p  p—p1  p—p  p—p 

aus  welchen  sich 

7n  pp       .         py  +  *  {pq'—p'q) 

}  *~~P  +  1{P-PV     *~  p'+A(p~p') 

ergiebt.  Hieraas  folgt,  dass  man  durch  alle  Durchschnittspunkte  zweier 
beliebiger  logarithmischer  Spiralen,  die  denselben  Fol  haben,  unendlich 
viele  andere  logarithmische  Spiralen  hindurch  legen  kann,  deren  Bestim- 
mungsflächen aus  den  Ausdrücken  7)  hervorgehen,  wenn  man  l  alle  ganz- 
zahligen Werthe  zutheilt.  Für  die  Werthe  1=0  und  A=l  erhält  man  die 
Spiralen  I)  und  II)  selbst. 

Heben  wir  nun  aus  allen  diesen  Spiralen  irgend  eine  heran s ,  welche 
einem  beliebigen ,  von  0  und  1  verschiedenen  Werthe  von  k  zugehört  und 
bezeichnen  dieselbe  wie  vorhin  dnrch 

III)    o"=  f"+  p".  qp"» 
so  ist  für  die  allen  drei  Spiralen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte 
ipH"=<pH  -f  2 Inn.   Diese  Punkte  haben  also  folgende  Winkel: 
in  der  Spirale  I  gezählt . . .  qp_2,  9-1 ,  <Po ,  <Pi ,  (pt  •  •  • 

„    II      „      ...<p-2-4jr,  9>_,  —  2»,  o>0,  <jp,  +2«,  <pt  +  4n... 
ti  »        „  HI      „      ...<p_3— 4*«,  2ln,  O50,  <p,H-2Aä,  <pt  +  4lff... 

Betrachten  wir  jetzt  aber  die  beiden  Spiralen  I)  und  II)  für  sich  und 
bezeichnen  die  ihren  Durchschnittspunkten  zugehörigen  Winkel  in  der  Spi- 
rale I)  gezählt  mit . .  .^_2,  ip-i ,  ty>»  *i »  *rV--i  80  ist  fttr  irgend  einen  der- 
selben ,  tyk ,  gemäss  6) : 

9"-<7  +  2p"** 

P   P 

oder  wenn  man  darin  die  Auadrücke  7)  für  p"  und  q"  substituirt, 

q  —  q  +  2p'  jn 

yh  =  -7—  • 

P  —  P 
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Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  für  <pn  in  6),  so  ergiebt  sich,  dass 
jedesmal  und  nur  dann  t^*  =  g>„  ist,  so  oft  Ar  —  nX  ist.  Unter  den  Durch- 
schnittspunkten  der  Spiralen  I)  und  III)  gehören  also  nur  diejenigen  auch 
der  Spirale  II)  an,  für  welche  k  ein  Vielfaches  von  X  ist,  und  daher  liegen 
zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Durchnehmt tspunkten ,  welche 
allen  drei  Spiralen  gemeinsam  sind,  noch  X —  1  Durchschnittspunkte,  die 
nur  den  Spiralen  l)  und  III)  angehören.  Z.  B.  zwischen  den  Punkten, 
welche  den  Werthen  0  und  1  von  n  zugehören,  liegen  diejenigen  Durch- 
schnittspunkte der  Spiralen  I)  und  III),  welche  den  Werthen  1,  2,3  ...1  -1 
von  h  entsprechen.  In  Ähnlicher  Weise  ergiebt  sich  aus  der  Verglcichnng 
irgend  zweier  Spiralen,  welche  den  Werthen  X,  und  Xt  von  X  angehören, 
wo  *,>A,  sei,  dass  diese  Spiralen  sich  zwischen  je  zwei  aufeinanderfol- 
genden, allen  gemeinschaftlichen  1  »urehschnittspunkten  noch  in  i,  —  X,  \ 
Punkten  schneiden.  In  Fig.  2,  Taf.  IV,  z.  13.  treffen  sich  die  beiden  Spi- 
ralen für  X  -=  —  2  und  X  ^  4  zwischen  /'  und  in  5  Punkten,  welche  mit 
1,  2,  3,  4,  5  bezeichnet  worden  sind.  Je  zwei  Spiralen  dagegen,  welche 
zweien  auf  einander  folgenden  Werthen  von  X  angehören,  schneiden  sich 
nur  in  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkten  und  in  keinen  andern. 

Die  durch  die  Reihenfolge  der  Zahlen  X  bedingte  Aufeinanderfolge  der 
Spiralen  tritt  noch  deutlicher  hervor,  wenn  man  die  Tangenten  untersacht, 
welche  man  in  einem  der  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  an 
sttmmtliche  Spiralen  legen  kann.  Es  sei  (Fig.  3,  Taf.  IV)  P  einer  der  ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspnnkte,  0  der  gemeinschaftliche  Pol.  Auf 
dem  Radiusvcctor  errichte  man  in  0  die  Senkrechte  ON  (die  Polarsubtan- 
gente) und  lege  in  P  an  alle  durch  P  hindurch  gehende  Spiralen  Tangenten, 
welche  die  Senkrechte  ON  in  den  Punkten  Z.0,  Lx ,  Lt ...  schneiden  mögen. 
Es  seion  PL0  und  PLX  die  Tangenten  an  den  Spiralen  I)  und  II)  nnd  PLi 
die  Tangente  an  der  einem  beliebigem  Werthe  von  X  zugehörigen  Spirale 
III).  Bezeichnen  ferner  y0,  y, ,  yi  dio  Winkel,  welche  diese  Tangenten  mit 
der  Senkrechten  ON  bilden,  so  ist  bekanntlich 

p  ■-=    Yo,  p'=  'tf  y, ,  p'=  ig  yx , 

folglich  hat  man  wegen  der  zwischen  />,  />',  p"  bestehenden  Relation  "): 

tg  yo  f9  Y\ 

tg  n  =  'yyT+Ä  iign^Yx) ' 
woraus  durch  leichte  Rechnung 

(yo  -  Yi)  =  k  m  si»  (y»  ~  Yt) 
sin  yi  sin  y, 

folgt.    Nun  ist  aber 

*"l(Yo— n)  =         ^(yo  -  yi) 

sin  Yl  -         PL0  '         sin  y,  Pl0  ' 

folglich  ergiebt  sich 

IJX  fJo  :lj=  ^  •  LtLQ 

oder  es  ist 
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Z0£,  =  L%  =  LtLs  =  . . .  =  X_  i  L0  =  i_2^— 1  =  . .  . 
Hiernach  hat  man  folgenden  Satz :  Legt  man  durch  die  Durchschnittspunkte 
zweier  logarithraischen  Spiralen  alle  möglichen  logarithmischen  Spiralen, 
die  mit  den  beiden  gegebenen  denselben  Pol  haben,  und  zieht  in  einem  der 
gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  P  Tangenten  an  sämmtliche  Spi- 
ralen, so  schneiden  diese  die  auf  dem  Radiusvector  PO  im  Anfangspunkte  0 
senkrecht  stehende  Gerade  (die  Polarsubtangonte)  in  gleichen  Abständen 
von  einander. 

Mit  Rücksicht  auf  die  hierdurch  hervortretende  Aufeinanderfolge  der 
Spiralen  kann  man  das  oben  gefundene  Gesetz  über  das  gegenseitige 
Durchschneiden  derselben  so  aussprechen:  Je  zwei  aufeinander  folgende 
Spiralen  schneiden  sich  nur  in  den  allen  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkten;  je  zwei  nicht  auf  einander  folgende  Spiralen  dagegen  schneiden 
sich  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden,  allen  gemeinschaftlichen 
Dnrchschnittspunkten  noch  so  viele  Male,  als  man  Spiralen  zwischen  den 
beiden  in  Betracht  kommenden  ziehen  kann. 

5. 

Kehren  wir  nun  zu  der  Form  zurück,  welche  die  Gleichungen  der  Spi- 
rale erhielten,  wenn  wir  von  den  Potenzpunkten  ausgingen,  nämlich  zu  der 
Gleichung  5) 

8)  iogr  =  *+  -J—m{<p-0), 

so  gehen  hier  sämmtliche  Spiralen  durch  die  Potenzpunkte  hindurch;  diese 
sind  also  die  allen  Spiralen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte.  Es 
werden  sich  daher  irgend  zwei  Spiralen,  welche  zwei  auf  einander  folgen- 
den Werthen  von  l  angehören,  nur  in  den  Potenzpunkten  und  iu  keinen 
anderen  schneiden  und  die  im  vorigen  Abschnitt  ermittelten  Sätze  werden 
von  diesen  Spiralen  gleichfalls  gelten. 

Man  kann  nun  hier  zuerst  den  oben  betrachteten  Winkel  yx  noch  auf 
eine  andere  Weise  construiren.   Man  hat  nämlich  aus  8) 

Verbindet  man  also  den  Punkt  r  (Fig.  3,  Taf.  IV),  welcher  den  Exponenten 
v=zx  +  iy  darstellt,  mit  dem  Punkte  1,  der  die  ganze  Zahl  auf  der  Ab- 
ßcisscnachsc  darstellt,  so  ist  der  Winkel,  den  die  Gerade  vi  mit  der  Ab- 
scissenachse  bildet,  ebenfalls  der  Winkel  y^.  Da  nun  dies  für  jeden  Werth 
von  k  gilt,  so  ist  die  Figur,  welche  aus  den  im  Punkte  P  gezogenen  Tan- 
genten, dem  Radiusvector  und  der  Polarsubtangente  ON  besteht,  derjeni- 
gen Figur  ähnlich,  welche  entsteht,  wenn  man  die  alle  positiven  und  ne- 
gativen ganzen  Zahlen  repräsentirenden  Punkte  ...  — 1 ,  n,  1,  2,  3  . ..  mit  v 
verbindet  und  tlie  Ordinate  vx  des  letzteren  zieht.  Den  Tangenten  PL0> 
PLtf  PLt...  entsprechen  dio  Geraden  vO,  vi,  Vi...,  der  Polarsubtangente 

24* 
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entspricht  die  Abscissenachse  und  dem  Radiusvector  die  Ordinate  des 
Punktes  v. 

Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sich,  dass  die  sämmtlichen  Werthe  einer  Po- 
tenz geometrisch  dargestellt  werden  durch  die  sämmtlichen  Durchschnitts- 
punkte zweier  logarithmischer  Spiralen,  nämlich  durch  irgend  zwei  auf 
einander  folgende  aus  der  durch  die  Gleichung  8)  dargestellten  Schaar. 
Nur  in  dem  Falle,  dass  der  Exponent  reell  ist,  degeneriren  beide  Spiralen 
in  den  nämlichen  Kreis.  Derselbe  hat  dann  den  Radius  a0*  und  den  An- 
fangspunkt zum  Mittelpunkt,  und  die  Radienvectoren  der  Potenzpflnkte 
bilden  mit  der  Abscissenachse  die  Winkel  x(o-j-2n?r).  Man  kann  aber 
auch  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen,  nämlich,  wenn  irgend  zwei  um  den- 
selben Pol  gewundene  logarithmische  Spiralen  gegeben  sind,  so  kann  man 
immer  eine  Potenz  bestimmen,  deren  sftmmtliche  Werthe  durch  die  Durch- 
schnittspunkte der  gegebenen  Spiralen  geometrisch  dargestellt  werden. 
Denn ,  sind 

9  =  logr  =  q+p  .  qp;    q  =  log  r  =  q  +  p.  <p 

die  gegebenen  Spiralen,  so  darf  man  nur  die  Werthe  6)  den  Ausdrücken  3) 
für  jeden  Werth  von  n  gleich  setzen.  Dann  erhält  man  die  Basu 
u  ==  a  (cos  er  +  i1  sin  a)  und  den  Exponenten  v  =  x  -f-  iy  der  gesuchten 
Potenz,  wenn  man  aus  den  Gleichungen 

,  pjf—p'q  PP 

x  log  a  —  ya~  —  ,     y  =  

P—P  P—P 

t  r 

q  —  q  p 

ytoga  +  xa  =  -  ^,       *  =  > 

P — P  P—P 

die  Werthe  von  y,  log  a  und  o  bestimmt.  Auf  den  Umstand,  dass  man 
dabei  verschiedene  Potenzen  finden  kann,  welche  dieselben  Werthe  haben, 
soll  hier  nicht  näher  eingegangen  werden.  , 

Anstatt  zwei  Spiralen  durch  die  vier  Constanten  />,  p\  q'  zu  bestim- 
men, kann  man  auch  in  der  Ebene  zwei  beliebige  Punkte  annehmen,  ge- 
geben durch  ihre  Polarcoordinaten  r0,  <p0  und  r,,  <jp,,  und  die  Aufgabe  stel- 
len, durch  diese  beiden  Punkte  alle  möglichen  logarithmischen  Spiralen 
hindurch  zu  legen,  welche  den  Anfangspunkt  zum  Pol  haben,  wobei  zu- 
gleich festgesetzt  sein  möge,  dass  der  dem  ersten  Punkte  zugehörige  Win- 
kel, in  allen  Spiralen  gezählt,  denselben  Werth  q>0  habe. 

Setzt  man 

1ogr0~Q0,    logrt=Qtz=Q0  +  l,    ©,  =  y0  +  e, 

und  ist 

Q^q+p.q> 

die  Gleichung  von  irgend  einer  der  gesuchten  Spiralen ,  so  müssen  dersel- 
ben die  Werthe  q0  und  q0  /  von  q  und  die  Werthe  qp0  und  qp0-f>6-  21* 
von  q>  genügen,  und  es  kann  dabei  l  keine  andere  als  eine  ganze  Zahl  oder 
Null  sein,  weil  sonst  durch     +  /  und  <p0  +  8  —  21«  nicht  derselbe  Punkt 
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bestimmt  wfire  wie  durch  p 0  -f-  /  und  gp0H-6.  Man  hat  also  die  beiden 
Gleichungen 

Qo  =  q  +i>qPoJ    Po +  '  =  ? +  />(<*>„  + 6  —  2Aw). 
Daraus  folgt  zuerst 

Da  man  aber  den  Grössen  t  und  6  immer  die  Form 
geben  kann ,  so  kann  man  auch  schreiben 

und  erhält  dadurch  die  Gleichung 

9)  Q  =  Qo  +  ~l^~ 

welche  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  X  (Null  eingeschlossen)  eine 
Spirale  darstellt,  die  durch  die  beiden  Punkte  hindurchgeht,  welche  durch 
die  Werthe  p0,  <p0  und  fo  —  2*17,  g>0  +  27rg  bestimmt  sind. 

Nun  hat  aber  die  vorstehende  Gleichung  genau  dieselbe  Form,  wie 
die  Gleichung  5),  welche  alle  durch  die  Potenzpunkto  hindurchgehenden 
Spiralen  darstellt.  Man  kann  also  die  durch  zwei  gegebene  Punkte  hin- 
durchgehende Schaar  immer  als  identisch  mit  der  durch  die  Potenzpunkte 
hindurchgehenden  betrachten  und  daher  auch  folgenden  Satz  aufstellen: 
Durch  zwei  beliebig  gegebene  Punkte  kann  man  unendlich  viele,  um  den- 
selben Pol  sich  windende  logafithmische  Spiralen  hindurch  legen.  Diese 
Spiralen  schneiden  sich  ausser  in  den  gegebenen  Punkten  noch  in  unend- 
lich vielen,  allen  gemeinsamen  Durchschnittspunkten  und  die  letzteren 
nebst  den  gegebenen  Punkten  kann  man  als  geometrische  Darstellung  der 
sämintlichen  Werthe  einer  und  derselben  Potenz  ansehen. 

6. 

Um  das  Gewebe  der  in  Rede  stehenden  Schaar  von  Spiralen  vollstän- 
dig zu  durchschauen,  suchen  wir  noch  diejenigen  unter  den  nicht  allen  ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkten  auf,  durch  welche  drei  oder  mehrere 
Spiralen  zugleich  hindurch  gehen. 

Heben  wir  aus  den  durch  die  Gleichung  0)  dargestellten  Spiralen  ir- 
gend drei  heraus,  welche  den  ganzen  Zahlen  A,  A  +  d\  A  +  6'  angehören, 
so  erhalten  wir  die  Durchschnittspunkte  der  beiden  ersten  durch  Auflösung 
der  Gleichungen 

Q  =  0O+  j-ITg  (<P  —  9o).      9  =  Qo  +  i  _j_  J  |  (V  —  *o  +  2*ff)' 

wo  k  jede  ganze.  Zahl  und  Null  sein  kann.  Daraus  folgt 

V.2kn  _{k-t)2kn 
Q  ~  Qo  —  — ^  1     <P  —  <Po  —  ^  • 
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Ebenso  erhält  man  für  die  Durchschuittspunkte  der  Spiralen  A  und 

y.2k'n                     (A  —  £)  2k'n 
Q  —  Qo  =  £ —  i     <P  —  <Po  =  —  ^  , 

wo  k'  ebenfalls  jede  ganze  Zahl  und  Null  sein  kann.  Sollen  nun  die  drei 
Spiralen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  müssen  die  entsprechenden 
der  obigen  Ausdrücke  einander  gleich  werden,  also  muss 

sein.  Halten  wir  jetzt  irgend  einen  Werth  von  ö  und  irgend  einen  von  k 
fest  und  bezeichnen  mit  i  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  d 
und  Ar,  so  folgt  aus 

*-  k~> 
c 

k  ö 
dass  k'  ein  Vielfaches  von  —  und  daher  d'  das  nämliche  Vielfache  von  — 

sein  muss.  Demnach  gehen  durch  irgend  einen  Durchschnittspunkt  der 
Spiralen  A  und  i  +  fl,  welcher  irgend  einem  Werthe  von  k  zugehört,  auch 
alle  diejenigen  Spiralen ,  welche  durch  die  Zahlen 

A,    A  +  -,    A  +  2-,    A  +  3-,  ... 

—  9  —      t  —  t 

bestimmt  werden ,  wobei  e  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  <3 
und  k  bedeutet.  Ist  k  ein  Vielfaches  von  d ,  so  ist  —  =  1 ;  die  vorige  Zah- 
lenreihe verwandelt  sich  dann  in  die  aller  ganzen  Zahlen,  und  daher  gehen 
durch  diejenigen  Durchschnittspunkte  der  Spiralen  A  und  X  +  <$,  für  welche 
k  ein  Vielfaches  von  6  ist,  sämmtliche  Spiralen  hindurch,  wie  wir  dies 
auch  schon  früher  gefunden  haben.  Ist  ö'  ein  Vielfaches  von  ö,  so  wird 
der  Gleichung  10)  für  jeden  Worth  von  k  genügt,  wenn  k'  das  gleiche  Viel- 
fache von  k  ist.  Daher  gehen  die  Spiralen,  welche  den  Zahlen 

A,    A  +  i,    A  +  2J,     A  +  3d\  ... 
angehören,  durch  alle  DurchschnittBpunkte  der  Spiralen  A  und  A  +  ö  hin- 
durch. 

Beispiele  zu  dem  Vorigen  zeigt  die  Fig.  2,  Taf.  IV,  in  welcher  im 
Punkte  3  die  Spiralen  A=  —  2,  A  =  0,  A  =  2,  A  =  4;  in  den  Punkten  2  und 
4  die  Spiralen  A= — 2,  A— 1,  A=4,  und  im  Punkte  c  die  Spiralen  A  =  — 1, 
A  =  l,  A=3  zusammentreffen. 

7. 

Auch  die  von  den  Spiralen  eingeschlossenen  Flächenräume  bieten 
eigentümliche  Verhältnisse  dar.  Der  Sector  einer  logarithmischen  Spirale 
vom  Pole  an  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Spirale  ist  bekanntlich 
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gleich  der  Hälfte  de»  rechtwinkligen  Dreieck»  POL^  (Fig.  3,  Taf.  IV),  wel- 
ches von  dem  Jtadiusvector  PO,  der  PoUrsubtangente  OL*  and  der  Tan- 
gente PL±  gebildet  wird.  Wir  wollen  nun  für  P  einen  der  allen  Spiralen 
gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  annehmen  und  den  in  der  Spirale  X 
genommenen  Sector  mit      bezeichnen,  so  ist 

So  =  4  POL0 ,  S,  —  J  POLt ,  St  =  i  POL9  etc. , 
wobei  wir  diejenigen  Seetoren  und  Dreiecke  als  positiv  aunebmen  wollen, 
welche  auf  derjenigen  Seite  des  Radiusvectors  liegen,  auf  welcher  die  Zah- 
len k  wachsen,  die  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegenden  aber  als  ne- 
gativ. Zieht  man  je  zwei  auf  einander  folgende  Seetoren  von  einander  ab, 
so  erhält  man 

Nun  sind  aber  die  Dreiecke  PLi^\L\  für  jeden  Werth  von  A  einander, 
gleich,  weil  sie  alle  eine  gemeinschaftliche  Spitze  und  nach  dem  im  Ab- 
schnitt 4  bewiesenen  Satze  auch  gleiche  Grundlinien  haben.  Also  ist 

S\  —  <S'0  =  St  —  iS'j  =r  iSj  —  jSj  =  . .  . 
Macht  man  dieselbe  Betrachtung  für  den  auf  P  folgenden  Durchschnitts- 
jmnkt  P'  und  bezeichnet  die  bis  zu  diesem  Funkle  reichenden  Seetoren  mit 
Sj',  so  ist  auch 

c '      c '  c  '      o  '       c  •      c  '  _ 

o,  —  o0  —  cit  —  0|  =  o3  —  Oj  =  .  .  . 

nnd  wenn  man 

»*' = 

setzt ,  gleichfalls 

*i  —  so  —  st  —  *i  ~  s»  —  st  =  .  . . 
Nan  bedeutet  *A  den  Sector  der  Spirale  X,  welcher  zwischen  den  beiden 
auf  einander  folgenden  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkten  oder  Po- 
tenzpunkten P  und  P'  enthalten  ist;  die  Differenz  $i  —  s^—i  bedeutet  also 
das  Flächenstück ,  welches  von  zwei  auf  einander  folgendeu  Spiralen  k — 1 
und  k  begrenzt  wird,  wenn  von  diesen  Spiralen  nur  die  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden  Potenzpunkten  enthaltenen  Theile  in  Betracht  gezogen 
werden.  Wir  erhalten  daher  folgenden  Satz:  Nimmt  man  von  der  durch 
zwei  Punkte  hindurchgehenden  Schaar  von  Spiralen  diejenigen  Theile, 
welche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnittspunkten enthalten  sind ,  so  haben  die  von  je  zwei  auf  einander  fol- 
genden Spiralen  eingeschlossenen  Flächenräume  gleichen  Flächeninhalt. 

Denselben  Satz  kann  man  noch  in  einer  etwas  anderen  Form  aus- 
sprechen. Betrachtet  man  irgend  drei  auf  einander  folgende  Spiralen,  so 
haben  die  beiden  von  ihnen  eingeschlossenen  Flächenstücke  stets  ein  ge- 
wisses Stück  gemeinschaftlich.  Nämlich  zwischen  je  zwei  auf  einander 
folgenden  Potenzpunkten  /*  und  P'  liegt  dann  noch  der  Durchschnittspuukt 
0  (Fig.  4  und  5,  Taf.  IV)  der  beiden  äusseren  Spiralen  und  das  Stück,  wel- 
ches von  den  zwischen  den  Punkten  P  und  Q  liegenden  Theilen  der  beiden 
äusseren  Spiralen  begrenzt  ist,  ist  beiden  Flächenräumen  gemeinschaftlich. 
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Die  übrig  bleibenden,  einander  ebenfalls  gleichen  Flächenstücke  aber  bil- 
den zwei  krummlinige  Dreiecke,  welche  die  Punkte  P,  Q  und  P'  zu  Ecken 
und  die  drei  Spiralen  zu  Seiten  haben.  Daher  hat  man  auch  folgenden 
Satz :  Von  irgend  drei  auf  einander  folgenden  logttrithmischen  Spiralen  aus 
der  durch  zwei  Punkte  hindurchgehenden  Schaar  schneiden  sich  die  beiden 
äusseren  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkten  P  und  P'  in  einem  dritten  Punkte  Q;  und  die  beiden 
krummlinigen  Dreiecke,  welche  die  Punkte  Py  Q,  P'  zu  Ecken  und  die  drei 
Spiralen  zu  Seiten  haben,  sind  an  Flächeninhalt  einander  gleich.  In  Fig.  4 
und  5,  Taf.  IV,  sind  die  Spiralen  für  dio  Werthe  1 ,  2,  3  und  2,3,4  von  l 
aus  Fig.  2  besonders  gezeichnet,  und  die  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Spiralen  enthaltenen,  einander  gleichen  Flächenräume  durch  ver- 
schiedene Schrafnrung  unterschieden  worden,  wodurch  die  gemeinschaft- 
lichen Stücke  und  die  Übrig  bleibenden  krummlinigen  Dreiecke  deutlicher 
hervortreten 

S. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Worte  über  die  Oonstruction  der 
Logarithmen  der  Potenzwerthe  hinzugefügt  werden.  Versteht  man  unter 
l°9  (am9)  denselben  Werth,  welcher  nach  der  Bezeichnung  des  Abschnitts  1 
auch  durch  v  .  logH  u  ausgedrückt  ist ,  so  erhält  man  aus  2) 

log  (u,,')  =  xloga  —  y  (o  +  2n n)  +  » [y  log  a  +  x  (or  +  2n »)]. 

Bezeichnet  man  nun  mit  £„  und  q„  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Punktes  log  (umv) ,  setzt  man  also 

l°0        =     +  »'/»• 

so  ist 

l  U  ~xloga  —  y  (a  +  2«7i), 
*  if„  =  y  log  a     x  (a  -f-  2  n  n). 

Eliminirt  man  daraus  w,  so  erhält  man  für  die  Linie,  auf  welcher  die  Lo- 
garithmen sämmtlicher  Werthe  der  Potenz  u*  liegen,  die  Gleichung 

*l  +  yn^i^  +  y^iog«* 

wenn  £  und  17  die  laufenden  Coordinaten  dieser  Linie  bedeuten.  Diese 
Gleichung  schreibt  sich  auch,  wenn  mit  b  und  ß  der  Radiusvector  und  der 
Neigungswinkel  des  Exponenten  v  bezeichnet  werden , 

£  cos  ß  +  t)  sin  ß~bloga\ 
und  zeigt,  dass  die  Punkte,  welche  die  Logarithmen  der  Werthe  der  Po- 
tenz u 9  darstellen,  auf  einer  Geraden  liegeu,  welche  senkrecht  auf  dem 
Radiusvector  des  Exponenten  p  steht  und  denselben  in  der  Entfernung 
b  log  a  vom  Anfangspunkte  durchschneidet. 

Die  Werthe  II)  sind  dieselben,  welche  »ich  auch  für  log  rn  und  tp„  er- 
gehen haben,  wenn  r„  und  <p„  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  w„"  bedeu- 
ten. Setzt  man  nun 
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un*  =  Y=  r  (cos  <p  +  «  <p)t 
so  dass  F  =  ^cx  ist,  so  hat  man  stets 

l=zlogr  und  17  =  <p. 
Daraus  kann  man  den  Schluss  ziehen,  dass  wenn  der  Punkt  X  eine  Curve 
beschreibt,  die  in  rechtwinkligen  Coordinaten  g  und  r\  durch  die  Gleichung 

f(lv)  =  o 

ausgedrückt  ist,  der  Punkt  Y  in  der  besonderen  isogonalen  Verwandt- 
schaft*), weiche  durch  die  Gleichung 

gegeben  ist ,  eine  Carve  durchläuft ,  deren  Gleichung ,  in  Polarcoordinaten 
r  und  9  ausgedrückt,  die  folgende 

/•(/o0r,<p)=O 

ist.  In  dem  besonderen  Falle,  dass  der  Punkt  X  eine  Gerade  durchläuft, 
beschreibt  der  Punkt  Y  eine  logarithmische  Spirale.  Jeder  Geraden  in  X 
entspricht  also  eine  logarithmische  Spirale  in  Y\  weil  aber,  wenn  k  eine 
ganze  Zahl  bedeutet, 

—  e/=r 

ist ,  so  entspricht  jeder  logarithmischen  Spirale  in  Y  eine  Schaar  paralleler 
Geraden  in  X}  deren  Durchschnitte  mit  der  Ordinatenachse  den  constanten 
Abstand  2»  von  einander  haben.  Ebenso  entspricht  jeder  durch  die 
Gleichung  f  {log  r,  tp)  =  0  gegebenen  Curve  in  Y  eine  Schaar  von  Curven 
in  X,  die  durch  die  Gleichung  ^  4.  2A  *)  =  0  bestimmt  werden,  worin 
für  k  Null  und  alle  ganzen  Zahlen  zu  setzen  sind. 


*)  Vgl.  Seebeck.   Ueber  die  graphische  Darstellung  imaginärer  Functionen. 
Crelle's  Jonrnal ,  Bd.  55. 
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XXXI.  Zusammenhang  unter  den  Coefflcienten  zweier  gleichen  Ket- 
tenbrücke von  verschiedener  Form.  Von  Dr.  Heilermann,  Director  der 
Prov.-Gewcrbcsehule  zu  Koblenz.    Wenn  die  Ketteubrüche 

1  .         und  1 : x 

K  ,  —r-  ,  Pt  :  * 


x  +  ö,  —  l  + 


l  + 

;     Pi* :  * 


gleich  sein  sollen ,  so  ist  zunächst 

1  1  :x 


1 


folglich 

J)  a0  =  p, 


Zweitons  ist 


oder 


folglich 


h  P, 

#  +  ««       l  +  _Ü£_ 

x  +  p9 

a0x  +  «0fl,  —  &o  _  pt  x  +  /?,  ;js 
x  +  at  "*+/»t+/*8' 


2)  «i=/>t+/>j.    *>0  =  PiPt> 

Drittens  ist 

ai  —  ~j~r  —  Pt  H  —  i 

oder 

+        ~  ^      (/>«  +  />«)  *  +  7>t/'4  +  frfo  + 
und  daraus  folgt  wieder 
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3)  «t=/>4+/>8,  bl=PsPf 

Da  diese  Vergleichung  fortgesetzt  und  auch  (Iah  Kästner'sche  Inductions- 
verfahren  in  derselben  Weise  angewendet  werden  kann,  so  ist  allgemein 

4)  aas=p2a  +  Pla+l  i    ^a-i  =P2«-lP2a. 
Zuletzt  erhält  man 

Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  an,  wie  die  Coefticicnten  des 
erstem  Kettenbruches  aus  denen  des  zweiten  gebildet  werden ;  durch  Um- 
kehrung  derselben  erhält  man  den  letztern  aus  dem  erstem,  und  zwar 


K 

p»  =  <*t  —  -  >  Pl 


«0 


«I 


«o  „   

«0 

6, 


/'s  —  «i  T' 


6/     "  * 


/,2a-l  =  aa— 1 — ; — —  r,a-\ 

«a-2  

y>2o  =  -          ft«-2  i, 

Oa-l  "«-3 


«a-2  —  — - 
aa- 


1  , 

P2n  =    2 

—  1  

«*-2  — 

-Li» 

r,  > 

*— 1  I 

/»2«+l=«ii  ^-2 


«•-2  — 


XXXIL  Ueber  die  grössten  Polygone,  die  sich  Uber  eine  gegebene 
Oer  ade  einer  Parabel  einschreiben  lassen.  Von  Prof.  Simon  Spitzeb. 
1.  Aufgabe.  Fig.  8,  Taf.  IV.)  Ks  soll  der  Parabel  über  die  Seite  AB  das 
grösste  Dreieck  eingezeichnet  werden. 
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Auflösung.  Halbirt  man  AB  in  C  und  zieht  durch  C  eine  Gerade 
CD  parallel  zur  Achse  der  Parabel,  so  wird  offenbar  eine  Tangente  an  D 
parallel  zu  AB  sein,  der  Puukt  D  ist  also  bezüglich  der  Geraden  AB  ein 
höchster  Punkt  der  Parabel,  somit  das  Dreieck  ABB  das  grösste,  was  sich 
Über  AB  in  der  Parabel  construiren  lässt. 

2.  Aufg.   Fig.  7,  Taf.  IV.    Es  soll  der  Parabel  Über  die  Seite  AB  das 

» 

grösste  Viereck  eingezeichnet  werden. 

Aufl.  Gesetzt,  es  sei  AN  MB  das  grösste  Viereck,  welches  sich  der 
Parabel  einschreiben  lässt.  Zieht  man  die  Diagonale  BNy  so  muss  offenbar 
BMN  das  grösste  Dreieck  sein,  welches  sich  über  BN  der  Parabel  ein- 
schreiben lässt,  folglich  muss  nach  dem  Früheren  die  durch  M  zur  Parabel- 
achse gezogene  Parallele  die  Sehne  BN  in  m  halbiren  und  folglich  muss, 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BmC  und  BND  halber,  BC  =  CD  sein.  Ganz 
ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  CD=AD  sein  muss,  folglich  findet  man  das 
grösste  Viereck,  das  sich  der  Parabel  Über  AB  einzeichnen  lässt,  wenn  man 
AB  in  drei  gleiche  Theile  theilt  und  durch  die  Theilpunkte  parallele  Ge- 
rade zur  Hauptachse  zieht;  da,  wo  diese  Linien  die  Parabel  schneiden,  sind 
zwei  Eckpunkte  des  Vierecks. 

Ebenso  müsste  man  verfahren,  wollte  man  über  AB  der  Parabel  das 
grösste  «Eck  einzeichnen.  Man  theile  nämlich  AB  in  n  —  1  gleiche  Theile, 
ziehe  durch  die  Theilpunkte  parallele  Gerade  zur  Achse  der  Parabel;  da, 
wo  diese  Linien  die  Parabel  treffen,  sind  die  gesuchten  Eckpunkte  des 
grössten  der  Parabel  eingezeichneten  «  Eckes. 


XXXITT.  Ueber  die  grössten  Dreieoke,  die  sich  über  eine  gegebene 
Oerade  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  einschreiben  lassen.  Von  Prof.  S. 
Spitzer.  1.  Aufg.  Fig.  8,  Taf.  IV.  Es  soll  der  Ellipse  über  die  Seite  AB 
das  grösste  Dreieck  eingezeichnet  werden. 

Aufl.  Halbirt  man  AB  in  C  und  verbindet  den  Mittelpunkt  der  El- 
lipse 0  mit  C  durch  eine  Gerade,  welche  die  Ellipse  in  den  zwei  Punkten 
M  und  N  schneidet,  so  werden  offenbar  die  Tangeuten  an  M  und  N  parallel 
zu  AB  sein,  folglich  sind  die  Pnnkte  M  und  N  bezüglich  der  Geraden  AB 
die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Ellipse,  folglich  die  Dreiecke  AMB 
und  ANB  die  grössten  Dreiecke,  die  sich  der  Ellipse  über  AP  einschreiben 
lassen. 

2.  Aufg.  Es  soll  der  Hyperbel  über  die  Seite  AB  das  grösste  Dreieck 
eingezeichnet  werden.   (Figur  ist  leicht  selbst  zu  entwerfen.) 

Aufl.  Halbirt'man  AB  in  C  und  verbindet  den  Mittelpunkt  0  der 
Hyperbel  mit  C  durch  eine  Gerade,  welche  die  Hyperbel  in  den  zwei 
Punkten  M  und  N  schneidet,  so  werden  offenbar  die  Tangenten  an  M  und 
N  parallel  zu  AB  sein,  folglich  sind  die  Punkte  M  und  N  bezüglich  der 
Geraden  AB  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Hyperbel,  folglich  ist 
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das  Dreieck  AHB  das  grösste  und  das  Dreieck  AMB  das  kleinste  Dreieck, 
was  sich  über  AB  der  Hyperbel  einschreiben  lÄsst.  —  Würde  die  Sehne  AB 
beide  Zweige  der  Hyperbel  schneiden,  so  fände  man  weder  ein  grösstes 
noch  ein  kleinstes  Dreieck,  was  sich  der  Hyperbel  einschreiben  Hesse. 

Gans  analog  lassen  sich  die  Aufgaben  lösen,  wo  «es  sich  um  Einschrei- 
ben einer  grossten  Pyramide  in  eine  Fläche  aweiten  Grades  Über  eine  ge- 
gebene Grundfläche  handelt. 


Die  Beziehung  zwischen  den  Halbmessern  von  vier  sich 
gegenseitig  berührenden  Kreisen,  sowie  von  fünf  derartigen  Kugeln. 

Von  C.  W.  Baub. 

Vier  Kreise. 

1.  Sind  xm  und  ym  die  Coordinaten  eines  Punktes  Pm  in  einem  ebenen 
Systeme,  so  geben  drei  Punkte  Pt ,  Pti  Pt  folgende  identische  Gleichung 
zwischen  ihren  Coordinaten  zu  erkennen: 

oder  nach  der  Vorschrift  für  die  Multiplication  zweier  Determinanten  mit 
gleichviel  Gliedern  (Baltzer,  Determinanten,  $.6.2): 

*i  *t  +  y.  y» ,     a-t*  +  y*\    *t    +  y*  y, 


1) 


•ti  *a  +  yi  9» ,  *t ^>  +  yty8 »        +  y«* 


Ist  das  System  ein  rechtwinkliges  und  man  bezeichnet  den  Abstand 
des  Punktes  Pm  vom  Ursprung  0  mit  amt  den  Abstand  PmPm  aber  mit  amn> 
so  wird 

2)  **•        +  =  + 

(jt*  -  *„)Ä  +  (y-,  -  y,)' 

nnd  es  folgt 

3)  2  {.rmxH  +  y*y„)  =  o*'  +  — 

oder,  wenn  der  hohle  Winkel  Pm0Pm  mit  (amam)  bezeichnet  wird, 

4)  x-x»  +  yMy«,  =  «*o»  cos  («»«»). 

In  Folge  der  Gleichungen  2)  und  4)  geht  die  Identität  1)  mit  at*at9af 
durchdividirt  in  die  Beziehung  über,  welche  zwischen  den  hohlen  Winkeln 
dreier  von  einem  Punkt  ausgehenden  Geraden  in  einer  Ebene  stattfindet 
und  einen  Ausdruck  dafür  darbietet,  dass  der  Rauminhalt  des  Tetraeders 
0  P,  Pt  Pt  Null  sein  müsse.  (Baltzer.  $.16.  2.) 

In  Folge  der  Gleichungen  2)  und  3)  dagegen  giebt  1): 


5)  0.-= 


+  at  —  a\  t'l     «if  +  "t 


2  «,», 


t 

1 1 » 


at*  -f-  «,*  —  n 


2  a. 
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Diese  Gleichung  zwischen  den  Abständen  a,,at,a,  eines  Punktes  0 
von  den  Ecken  eines  durch  seine  Seiten  a%  3,  bestimmten  Dreiecks 

PtPtPt  bietet  einen  Ausgangspunkt  dar  für  die  Auflösung  der  viel  beban- 
delten Auflage,  den  Halbmesser  eines  Kreises  zur  bestimmen ,  der  drei  ge- 
gebene Kreise  berühren  soll. 

Nimmt  man  niiinlich  an ,  ein  aus  0  mit  r  beschriebener  Kreis  berühre 
die  drei  aus  Px ,  Pt ,  Pz  mit  r, ,  rt,  r,  beschriebenen  Kreise,  so  wird,  wenn 
für  die  letzteren  Halbmesser  ihre  absoluten  Langen  positiv  oder  negativ 
eingeführt  werden,  je  nachdem  der  betreffende  Kreis  den  aus  0  beschrie- 
benen von  Aussen  oder  von  Innen  berührt: 

Setzt  man  diese  Werthe  in  5)  ein  und  verwandelt  die  Determinante  mit 
neun  in  eine  solche  mit  sechszehn  Elementen,  indem  man  den  vorhandenen 
Horizontalreihen  links  Nullen  vorsetzt,  oben  die  neue  Horizontalreihe 

+  1,    -2r(r  +  r,),    —  2r(r  +  r,),    —  2r(r  +  ri) 
anfügt  und  dieso  zu  den  drei  unteren  addirt,  so  erhält  man,  wenn 

rj  +  r,*  —  amH*~  2 kmm 
gesetzt  wird  (Baltzer,  $.  2.  0,  S.  3.  4)  : 

+  1,    —  2r(r  +  r,),        — 2r(r  +  rt)f 
+  1,     +2r1(r  +  r1),  +2rr,+2*ltl 
+  1,     +2rrt  +  2*lt,  f2rl(r+rl), 
+  1,     +2rra+2*lt,      +  2rr,  +  2*,,, 
oder,  wenn  man  abermals  links  Nullen  vorsetzt,  oben  die  Horizontalreibe 

+  1,    0,    +  2r,    +2r,     +  2r 

anfügt  und  dieselbe  mrt  beziehungsweise  -4-  r,  — r,;  — rt,  — r3  multiplicirt 
zu  den  vier  unteren  addirt: 

+  1,         0,  +2r, 
+  r,      +1,    —  2rr,, 
+  1,  +2/-,«, 
+  1,  +2/r,,, 
~f"  1 »     H"  2  Ä"j  3  , 

Werden  endlich,  unbeschadet  der  Gleichheit,  die  zwei  oberen  Horizontal- 
reihen mit  r,  die  drei  letzten  Vertikalreihen  mit  2  durchdividirt  und  die 

♦ 

zwei  ersten  links  vertauscht,  so  ergiebt  sich: 


0  = 


—  2r(r+r,) 
+  2rr,  +  2*,, 
-4-  2rr,  +  2Xt, 
+  2rs  (r  r,) 


0  = 


i  > 


1 1 


s  » 


+  2r, 
—  2rr,, 
"I"  2  Ar,  | , 
+  2rf«, 

^  2  Ä'j  3  , 


+  2r 
—  2rr, 
+  2*,, 
+  2*f3 
+  2r,' 


0) 


+  1, 

+  1, 

+  1 

+  i, 

— 'n 

—  rly 

+  i, 

—  r,, 

+  r,«, 

+  *,„ 

+  *.. 

+  i. 

+  *.t, 

+  V, 

+  *t. 

+  i, 
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Die  Entwickelung  der  Determinante  liefert  eine  in  Beziehung  auf  —  qua- 
dratische Gleichung,  aus  welcher  r  in  den  gegebenen  Halbmessern  auszu- 
drücken wäre.  Bemerkt  mau ,  dass  ein  gleichzeitig  vor  allen  vier  Halb- 
messern ausgeführter  Zeichenwechsel  auf  die  Elemente  in  den  drei  letzten 
Horizontal-  und  Vertikalreihen  ohne  Einfluss  ist,  also  keine  andere  Wirk- 
ung hat  als  eine  Multiplication  der  zweiten  Horizontal-  und  Vertikalreihe 
mit  — 1,  d.  h.  die  Gleichheit  nicht  stört,  so  wird  man  die  Zweideutigkeit 
der  Auflösung  dahin  auszulegen  haben,  dass  die  eine  Wurzel  den  positiven 
Halbmesser  desjenigen  Kreises  angebe,  der  von  den  gegebenen  Kreisen  so 
berührt  wird,  wie  es  die  Vorzeichen,  mit  denen  ihre  Halbmesser  eingeführt 
worden  sind,  erfordern,  die  andere  Wurzel  aber  den  negativen  Halbmesser 
des  anderen  Kreises,  der  von  allen  drei  gegebenen  Kreisen  anders  berührt 
wird ,  als  der  ersterc.  Die  Erörterung  der  verschiedenen  Fülle ,  welche  in 
Betreff  der  Vorzeichen  der  Halbmesser  r,,  r,,  r,  eintreten  können,  führt  in 
Verbindung  mit  der  Beziehung  zwischen  dem  Coefficienten  des  zweiten 
Glieds  einer  quadratischen  Gleichung  und  der  Summe  ihrer  Wurzeln  zu 
dem  von  H.  Wiegand*)  mitgetheilten  Satze  des  Engländers  Mr.  G.  W. 
Hearn : 

Wenn  drei  Kreise  in  einer  Ebene  gegeben  sind,  so  kann  man  im  All- 
gemeinen acht  Kreise  beschreiben,  welche  die  drei  gegebenen  berühren. 

Bezeichnet  nun  RH  den  Radius  eines  Kreises,  welcher  von  n  der  gegebenen 

1 

Kreise  berührt  wird ,  und  2—  die  Summe  der  reeiproken  Werthe  aller  der- 
artigen  Kreise,  so  ist: 

ä,      /?i    /?„  /?, 

2.  Nimmt  man  aber  den  besonderen  Fall  an,  dass  sich  die  drei  ge- 
gebenen Kreise  selbst  Kusserlich  berühren,  so  vereinigen  sich  sechs  von 
diesen  acht  Kreison  in  drei  Paaren  mit  den  drei  gegebenen  Kreisen  und  es 
treten  nur  zwei  neue  auf,  unter  welchen  der  eine  von  allen  drei  gegebenen 
von  Aussen ,  der  andere  aber  von  Innen  berührt  wird.  Der  Halbmesser 
des  einen  wird  positiv,  der  des  anderen  negativ  für  r  eingeführt  werden 
müssen,  wenn  unsere  Gleichung  6)  befriedigt  werden  soll.  In  dieser  geht 
aber  die  Veränderung  vor  sich ,  dass 

2kmH^  rm*  +  r*  —  amH*  =  rm*  +  r*»  —  (rm  +  r„)1  =  —  2rmr„, 

wird.  Man  hat  also,  wenn  die  drei  letzten  Horizotal-  und  Vertikalreihen 
beziehungsweise  mit  r, ,  rt,  r,  durchdividirt  werden: 


*)  Die  schwierigeren  Aufgaben  au*  des  Herrn  Trof.  Jaeolii  Anhängen  zu  van 
Swinden's  Geometrie  mit  Ergänzungen  englischer  Mathematiker  etc.  von  Dr.  A. 
Wiegand.  Halle,  8chwet*chke  u.  8. ,  184U.  S.  154. 
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0  = 


A 

.1 

+  ,~' 

+  r/ 

+  1 

,  1 
+  rt 

,  i 

+  7' 

-4-  1 

T  1  j 

 i 

 i 

i 

—  1 

1 

+  1, 

—  Ii 

—  1 

—  h 

—  1. 

+  1, 

—  1 

—  1. 

—  1, 

—  1. 

+  1 

oder,  wenn  die  Determinante  ausgeführt  und  die  Gleichung  mit  4  durch- 
dividirt  wird : 

11,11         /  1         11         11        t  \ 
**     ri      rt       rs         \rrx      rtri     rrt     r,r,     rr,  rtrj 
oder  in  abgekürzter  Schreibart: 


4 


rr, 


Dieses  ist  also  die  Beziehung,  welche  zwischen  den  Halbmessern  von 
vier  sich  gegenseitig  berührenden  Kreisen  in  der  Art  stattfindet,  dass  Tor 
jeden  Halbmesser  seine  Länge  positiv  oder  negativ  einzuführen  ist,  je 
nachdem  den  betreffenden  Kreis  die  drei  anderen  alle  von  Aussen  oder  alle 
von  Innen  berühren. 

3.  Da  es  für  graphische  Zwecke  von  Vortheil  sein  kann,  in  einen 
gegebenen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  r  drei  andere  sich  gegenseitig  be- 
rührende Kreise  zu  beschreiben,  deren  Halbmesser  zu  r  in  rationalen  Ver- 
hältnissen stehen,  so  mögen  hier  die  Formeln  entwickelt  werden,  welche 
das  Mittel  zu  diesem  Zweck  darbieten. 

Dnrch  Auflösung  der  Gleichung  4)  nach  —  erhält  man,  nachdem  r 
negativ  genommen  worden  ist : 

8)        i  =  I  +  I_I  +  27/_L__L__L. 

'  r,      r,      r,      r  —   V  r,  r,     rr,  rr, 

Der  Bedingung  wird  daher  genügt  sein,  wenn  —  unter  u  eine  beliebige 
rationale  Zahl  verstanden  — 

1        1        1  t/* 


rirt 


rr. 


r  r. 


Nimmt  man  daher  beliebig  das  rationale  Verhältniss: 


») 


so  gibt  die  vorhergehende  Gleichung  mit  r*r  durchmultiplicirt: 

rc  —  r, —       =  ru«, 

also: 
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10) 

vermöge  8)  also : 


oder 


"'-r  r+7'  r,— 7'  r+T' 
i=i(,±2B  +  ,)-i 

J_    (1  +  *  ±  2  m)'—  s 
"  r  *  6  —  u* 


11)  rs  =  r. 


(1+  « +  «)«—«• 

Die  Gleichungen  9),  10)  und  11)  enthalten  also  die  Auflösung  der  Aufgabe. 
Nimmt  man  insbesondere  €  =  1,  so  wird 

1  —  m*  1  —  m1  1  +  m 

rt  — r,  =  r.— ^— ,     r,  =  (j  ±  ^  %  =  r  .  _ . 

Beide  Werthe  von  rs  dagegen  werden  einander  gleich,  wenn  w  =  0,  in 
Folge  dessen ,  den  Gleichungen  8)  und  10)  gemäss ,  sich  herausstellt : 

1111 

r  =  rt+rt,    -  =  -  H  . 

r»      rt      r,  r 

Auf  den  letztern  Fall  bezieht  sich  eine  Schul- Aufgabe  aus  Sohne  ke's 
Sammlung  zur  Differentialrechnung,  wo  in  $.  11  unter  No.  68  verlangt  ist, 
der  Durchmesser  2r  eines  gegebenen  Halbkreises  solle  in  zwei  solche 
Theile  getheilt  werden,  dass,  wenn  man  über  jedem  Theile  wieder  einen 
Halbkreis ,  sodann  aber  einen  diese  beiden  von  aussen  und  den  gegebenen 
von  Innen  berührenden  Vollkreis  beschreibt,  der  Flächeninhalt,  welchen 
diese  drei  neuen  Figuren  an  der  gegebenen  übrig  lassen,  ein  Maximum 
werde.  Eine  etwas  aufmerksame  Behandlung  zeigt,  dass  die  im  Buche 
angegebene  Auflösung,  der  Halbmesser  jedes  der  beiden  neuen  Halbkreise 
soll  jr,  der  des  Vollkreises  aber  werden,  ein  Minimum  und  nicht  ein 
Maximum  des  übrig  bleibenden  Flächeninhalts  bestimmt;  durch  Auflösung 
einer  Gleichung  des  dritten  Grades  dagegen  stösst  man  auf  ein  ziemlich 
unerwartetes  Maximum,  wolches  dann  eintritt,  wenn  die  Halbmesser  der 
neuen  Halbkreise  die  Werthe  0,64463. .  .r  und  0,35537. .  .r  erhalten. 

Fünf  Kugeln. 

4.  Sind  xm ,  ym  zm  die  Coordinaten  eines  Punktes  Pm  in  einem  räum- 
lichen Systeme,  so  geben  vier  Punkte  Pn  Pt1  PS1  P4  folgende  Identität 
zwischen  ihren  Coordinaten  zu  erkennen: 

*i ,  yx »  *i »  o 

,  y$ ,  *3 »  o 
*4>  y*>  *4>  o 

oder  durch  Ausführung  der  Multiplication : 
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12)  0  = 


a,i*+yiÄ+*iti  ^i*i+yiyi+*irt»  *i*s+yiyi+*i*sf  a'^+yi^+Vr 

•^j^s+yiys+M^»  ^s+y»ys+»j?s»  ^s,+y3,+?>,t  ^3*4+3^4+ v« 
^t^+j/^+z,^,  «v^+ytft+v*  «v^+jm+v«.!  x'+y'+z? 

Wird  wieder  der  Abstand  des  Punktes  Pm  vom  Ursprünge  0  mit  am,  der- 
jenige der  Punkte  Pm  und  7»,  aber  mit  aan  bezeichnet,  so  ist  im  Falle  eines 
recbtwinkligen  Systems : 

1 3)  aj  =  xm*  +  ym*  +  zm\    a*      x„*  +  y*  +  zm\ 

somit  » 

1  4)  2  (xmXm  +  !/m!/n  +  tm*n)  =         +  ««*  ~ 

oder,  wenn  wieder  («„a«)  der  bohle  Winkel  PMOP„  ist: 

15)  xm xn  +  ym yH  +  ?„,  r„  =  am  a„  cos  (am an). 

Vermöge  der  Gleichungen  13)  und  15)  liefert  12)  die  Beziehung  zwischen 
den  Cosinus  der  sechs  hohlen  Winkel,  welche  vier  von  einem  Punkte  aus- 
gehende Geraden  im  Räume  mit  einander  bilden ,  oder  —  wenn  man  sich 
zu  jedem  Abstände  OPm  eine  Ebene  senkrecht  gelegt  denkt  —  die  Bezieh- 
ung zwischen  den  Cosinus  der  Neigungswinkel  eines  Tetraeders,  wie  solche 
Carnot  S.  407  ff.  der  Geometrie  de position  aufgestellt  bat. 

Dagegen  liefern  die  Ausdrücke  13)  in  Verbindung  mit  14)  in  12)  ein 
gesetzt,  die  Beziehung  zwischen  den  vier  Abstanden  eines  Punktes  0  von 
den  Ecken  eines  durch  seine  sechs  Kanten  gegebenen  Tetraeders,  und  eine 
solche  ist  es ,  von  welcher  mau  bei  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe 
zugehen  hat: 


Den  Halbmesser  einer  Kugel  zu  bestimmen,  welche 
vier  gegebene  Kugeln  berührt. 

Carnot  stellt  diese  Aufgabe  auf  S.  41C  der  Ge'om.  de  pos.  auf  und  zeigt, 
wie  die  obige  Beziehung  zwischen  den  Cosinus  joner  sechs  hohlen  Winkel 
in  eine  solche  zwischen  den  vier  Halbmessern  und  den  sechs  Centralen  der 
gegebenen  Kugeln  nebst  dem  gesuchten  Halbmesser  R  umgesetzt  werden 
kann ,  fügt  aber  bei :  „  il  viendra  une  e'quation,  oü  il  riy  aura  plus  que  R  d  in 
connuc,  et  qui,  ä  ce  que  je  presumc,  ne  sera  que  du  second  degre.  Mais  le  cnlad 
elant  fori  long,  quoique  sans  aueune  difficulle,  je  nie  conlenle  de  Findiquer." 

Es  erfordert  aber  weder  lange  noch  schwierige  Rechnungen,  dies« 
quadratische  Gleichung  vermittelst  einer  Determinante  darzustellen.  Nimmt 
man  nämlich  an  ,  eine  aus  0  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebene  Kogel 
werde  von  den  vier  aus  Pl}  Pt,  P3,  PA  mit  r, ,  rt,  r,,  r4  beschriebenen  Ku- 
geln berührt,  so  hat  man  unter  Beibehaltung  der  oben  über  die  Vorzeichen 
der  Kreishalbmesser  gegebenen  Vorschriften: 
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«m  —  r  +  r,„. 

Setzt  man  nun  wieder 

so  erhalt  man  ganz  auf  demselben  Wege,  wie  oben  6)  aus  5)  abgeleitet  wor- 
den ist, 


13)0  = 


o. 

*'p 

+  1, 

+  1, 

+  1, 

+  1 

+!, 

r 

+  1, 

—  r,, 

—  rt. 

— 

—  r* 

+  1, 

—  r,i 

+  r,\ 

"f*  ^"l  «  1 

"f"  ^'l  3  » 

+  *,4 

+  1, 

—  *t» 

+  *.., 

+  r,f, 

+  *!.. 

+  *t4 

+  1, 

—  r»> 

+  *ti, 

+  rs«, 

+  *34 

+  1, 

—  r«, 

"t"  ^1  4» 

+  *,4, 

"T  ^3  4  1 

+  r4« 

Diese  Darstellung  der  in  Beziehung  auf  —  quadratischen  Gleichung  ge- 
währt wenigstens  einen  genügenden  Einblick  in  den  Bau,  den  die  rechte 
Seite  durch  Entwickelung  der  Determinante  annehmen  würde,  um  die  Mit- 
tel zum  Beweis  der  folgenden  Sätze,  welche  an  die  Stelle  des  obeu  ange- 
führten Satzes  von  Hearn  treten,  darzubieten: 

Sind  vier  Kugeln  im  Räume  gegeben,  so  sind  im  Allgemeinen  sechs- 
zehn andere  möglich,  welche  von  denselben  thcils  innerlich,  theils  äusser- 
lich  berührt  werden.  Es  seien  Rm  und  /?m'  die  Halbmesser  zweier  solchen 
unter  den  sechszehn  Kugeln,  deren  eine  von  m  unter  den  gegebenen  äusser- 
lich,  die  andere  aber  von  allen  vier  anders  berührt  wird  als  die  erstem, 
ferner  SM  und  Sn'  die  Halbmesser  zweier  solchen,  deren  eine  ausser  von 
einer  bestimmten  unter  den  vieren  noch  von  n  unter  den  drei  andern  äusser- 
lich ,  die  andere  aber  von  allen  vier  anders  berührt  wird  als  die  erstere ,  so 
finden  folgende  Beziehungen  statt: 


Sämmtliche  Glieder  der  zweiten  Gleichung  beziehen  sich  auf  einerlei  be- 
stimmte Kugeln,  es  giebt  also  vier  derartige  Gleichungen;  zusammen  lie- 
fern diese  wieder  die  erste  der  drei  obigen. 

5.  Geben  wir  aber  wieder  zu  der  besonderen  Voraussetzung  Über, 
dass  sich  die  vier  gegebenen  Kugeln  selbst  gegenseitig  äusserlich  berühren, 
so  giebt  die  Anwendung  des  oben  mit  Gleichung  6)  vorgenommenen  Ver- 
fahrens auf  Gleichung  13) : 


Digitized  by  Google 


372 


Kleinere  Mittheilungen. 


0  = 


1 

+  ?' 

,  1 

,  1 

+ 

1 

7' 

+  1, 

—  1» 

—  Ii 

  1 

+ 

l 

—  1, 

1  1 

* 

—  1, 

—  1» 

• 

  1 

+ 

i 
l 

r,' 

—  Ii 

—  1. 

+  1, 

—  Ii 

—  1 

+ 

1 

r,' 

—  1. 

—  i. 

—  1, 

+  1, 

—  1 

+ 

1 

—  Ii 

—  1, 

+  1, 

—  1. 

+  1 

oder  durch  Entwicklung  der  Determinante  in  abgekürzter  Schreibart,  nach 
welcher  das  Summenzeichen  auf  alle  fünf  Halbmesser  gleichmäßig  bezo- 
gen wird: 


14) 


r*  rr. 


Wollen  wir  diese  Formel,  um  sie  zu  prüfen,  auf  die  Bestimmung  des  Halb- 
messers r  einer  Kugel  anwenden,  welche  von  vier  gleichen,  sich  gegen- 
seitig ausserlich  berührenden  Kugeln  berührt  werden  soll ,  so  geht  aus  der 
Annahme 


die  Gleichung 

hervor,  welche  die  Wurzeln 

r  =  r,  (—  1  + 

liefert.  Die  eine  positive  giebt  unmittelbar  den  Halbmesser  der  von  allen 
vier  gegebenen  Kugeln  ausserlich,  die  andere  negative  mit  gewechseltem 
Vorzeichen  denjenigen  der  von  allen  vier  innerlich  berührten  Kugel  an. 
Die  Nachweisimg  der  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  aus  geometrischen  Be- 
trachtungen unterliegt  keinem  Anstand. 

Handelt  es  sich  darum ,  in  eine  gegebene  Kugel  vom  Halbmesser  r 
vier  andere  6ich  gegenseitig  äusserlich  berührende  Kugeln  zu  beschreiben, 
so  giebt  die  Bestimmung  von  r4  aus  den  als  gegeben  angenommenen  Halb- 
messern —  r,  -f-r.,  +r,,  +  r,  nach  Gleichung  14),  wenn  nachfolgend  das 
Summenzeichen  nur  auf  die  drei  letzteren  Halbmesser  bezogen  wird: 

»)I-1(xI_i)±B^(_'_^_ixi+«;l!> 

Die  Wurzelgrösse  verschwindet  vermöge  Gleichung  7) ,  wenn  drei  in  einer 
Ebene  mit  den  Halbmessern  r, ,  rt,  r8  beschriebene,  sich  gegenseitig  ausser 
lieh  berührende  Kreise  einen  mit  r  beschriebenen  innerlich  berühren,  d.  b. 
beide  Werthe  von  r4  werden  einander  gleich ,  wenn  die  Mittelpunkte  der 
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drei  als  gegeben  angenommenen  einbeschriebenen  Kugeln  in  der  Ebene 
eines  Grosskreise9  der  umschriebenen  liegen.  Dass  in  diesem  Falle  in  der 
That  zwei  gleiche,  symmetrisch  gegen  die  Ebene  des  Grosskreises  liegende 
Kugeln  der  an  die  vierte  innere  Kugel  gestellten  Bedingung  gleichmässig 
genügen,  folgt  unmittelbar  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  nicht  so  aber,  dass 
der  Halbmesser  dieser  vierten  Kugel  durch  die  einfache  Beziehung 

angegeben  wird.  , 

6.  Die  andere  Aufgabe,  r, ,  ra,  ra,  r4  in  rationale  Verhältnisse  zu  r 
zu  bringen,  habe  ich  folgenderniaassen  aufzulösen  versucht. 

Setzt  man 

.«>  Ly(_Hi_IjL_i£i+,^)_» 

so  erhalt  man,  nachdem  quadrirt  und  mit  r,f  durchmultiplicirt  ist,  durch 
Auflösung  nach  — ,  wenn 

T 

17)  £  =  ff  und  £  = 
gesetzt  wird: 

18)  £  =  -  (1  +  *,  +  •.)  ±  ^4     +  f ,  +  f,  h)  -  3  «■ 5 
nimmt  man  daher 

4  (et  +  «>  +  ft  *«)  —  3m»  =  p», 
«o  bestimmt  sich  aus  dem  beliebig  gewählten  rationalen  Verhältniss  f,  eben- 
falls rational: 

,9)  "  4(i  +„)  ■ 

Dadurch  geht  18),  wenn  wegen  des  nur  positiv  verlangten  Werthes  von  r4 
nur  das  obere  Zeichen  berücksichtigt  wird ,  über  in : 

20)  Ü  =  4f'  —  3n«  — (2  +  2ft  —  «Q» 

'  r  4  (1  +  £,) 

Dieser  Ausdruck  giebt  aber  in  Verbindung  mit  15)  und  16): 

91  \  r,_3  (1  +  »,  ±  ii)»  +  (1  +  f,  -  »)«  — 4i. 

21>        74-  :      4(1  +  ,,)  :  * 

Die  Gleichungen  17),  10),  20)  und  21)  enthalten  jetzt  die  vollständige  Auf- 
lösung der  Aufgabe. 

Wird  insbesondere  r,  =  rt=r,  oder  £,  =  #,  =  *,  verlangt,  so  sind  ver- 
möge 10)  die  rationalen  Zahlen  u  und  v  so  zu  wählen,  dass 

9»  +  3t<t=sl2. 

Derartige  Wcrthe  lassen  sich  aber  in  einer  beliebigen  rationalen  Zahl 
iv  folgendermaassen  angeben  :  » 


Digitized  by  Google 


374  Kleinere  Mitthei hingen. 


12m  1— 3w« 

M  =  2  . 


1  +  3«;«'  '1  +  3«^ 

und  führen  vermöge  20)  und  21)  zu  folgender  doppelten  Auflösung : 

22)    r,  =  3r .  »nd  r,  =  1 .  1=  oder  r,  =  r  .  . 

'  l+3w*  2       w  2 

Durch  unmittelbare  Behandlung  diese«  speciellon  Falles  habe  ich,  von 
Gleichung  15)  mit  r8  =  rt=:rl  ausgehend,  folgende  Ausdrücke  in  einer  be- 
liebigen rationalen  Zahl  f>3  erhalten: 

'  — 3      ,  r— 1     ,  /  — 3 

r.  =  Gr  .         '  und  r.  —   oder  rA  =  r  .  . 

1  f*  +  3  4        2r  4  f+3 

Beide  Auflösungen  sind  identisch,  denn  in  die  letzteren  Ausdrücke  gehen 

diejenigen  unter  22)  über  für 

t  —  1 

tv  =  — - —  . 
t  +  3 

N.  S.  Nachdem  vorstehende  Arbeit  schon  geschrieben  und  auch  ab- 
gesendet war,  wurde  ich  durch  eine  Veröffentlichung  auf  Seito  438  des 
XVIII.  Bandes  der  Nottvelles  Annales  auf  ein  Memoire  aufmerksam,  das  in 
No.  30  und  31  des  XVII.  Bandes  des  Bulletin  de  la  classe  physico - mathema- 
tique  de  VAcademie  imperiale  des  sciences  de  St.  Petersbourg  unter  folgendem 
Titel  erschienen  ist :  Des  rclations  qui  existent  enlre  les  rayons  des  huit  cercles 
tangenls  ä  trois  autres  et  enlre  les  rayons  des  seize  spheres  tangenles  ä  qua  Ire 
aulres:  par  N.J.  Mcntion  (In  le  26  Nov.  1858). 

Wie  schon  aus  diesem  Titel  ersichtlich,  bat  die  Abhandlung:  mit  dein 
Hauptgegcnstsnd  meiner  Mittheilung,  nämlich  den  vier  sich  gegenseitig 
berührenden  Kreisen  und  den  vier  derartigen  Kugeln  sich  nicht  befasst, 
dagegen  ist  der  allgemeinere  Fall,  den  ich  nur  vorübergehend  berührt  habe, 
durch  ausgeführtere  Behandlung  der  Gleichungen ,  die  ich  in  unentwickel- 
ter Gestalt  gelassen  habe,  erschöpfender  betrachtet  worden.  Ich  glaube 
eine  Pflicht  gegen  die  Leser,  die  sich  weiter  für  den  Stoff  interessiren ,  zu 
erfüllen,  indem  ich  sie  auf  die  obige  Abhandlung  aufmerksam  mache. 


XXXV.  Notiz  über  die  photographirten  Lichtspectren  des  Herrn 
Dr.  Julius  Müller  in  Freiburg.  Der  genannte  Herr  hat  bekanntlich  vor 
zwei  Jahren  das  mit  Hülfe  eines  Glasspeetrutns  erhaltene  Sonnenspectrum 
photographirt ,  um  auch  den  chemisch  wirksamen  ultravioletten  Theil  des 
Sonnenspectrums  darzustellen.  Da  die  Absorption  des  Glases  gegen  die 
äussersten  Strahlen  um  Vieles  stärker  ist,  als  die  des  Bergkrystalles ,  so 
wendete  Müller  bei  erneuten  Versuchen  eine  Bergkrystalllinsc  und  ein 
Bergkrystallprisma  an ,  um  den  ultravioletten  Theil  des  Spectrums  in  grös- 
serer Ausdehnung  als  bei  den  früheren  Versuchen  zu  erhalten.  Bei  An- 
wendung von  nur  einem  Quarzprisma  würden  durch  Doppelbrechung  zwei 
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theilweise  sich  deckende  Spectren  entstehen,  deshalb  schob  Müller  zwi- 
schen Spalte  und  Quarzprisma  das  von  ihm  (Pouillet,  5.  Aufl.,  1.  Bd.  671, 
Fig.  747)  angegebene  achromattsirte  Quarzprisma  ein,  welches  nur  zwei 
gänzlich  von  einander  getrennte,  senkrecht  gegen  einander  polarisirte 
Strahlen  hindurchlässt.  Der  eine  derselben  wird  zur  Abbildung  des  Spec- 
trums benutzt,  indem  die  Kante  des  Bergkrystallprismas  die  geeignete  Lage 
zur  Polarisationsebene  des  einfallenden  Strahles  erhält.  Müller  gelang 
es  auf  diese  Weise,  die  über  die  letzte  sichtbare  Gruppe  von  H  hinaus 
liegenden  Linien  X,  31,  N,  0,  P,  Q,  Ä,  S  (nach  S t o k e s  und  Esselbach) 
darzustellen.  Für  diejenigen  Herren  Physiker,  welche  sich  dergleichen 
photographische  Abbildungen  des  Sonnenspectrums  kauflich  zu  verschaffen 
wünschen,  entnehmen  wir  aus  Poggendorf's  Annalen  die  Notiz,  dass  ver- 
schiedene photographirte  Spectren  direct  durch  Herrn  Hofphotographen 
Theodor  Hase  oder  durch  die  Buchhandlung  von  Diernfellner  zu 
Freiburg  im  BreUgau  oder  endlich  durch  Herrn  J oh.  Val.  Albert  Sohn 
in  Frankfurt  a.  M.  zu  beziehen  sind,  und  zwar: 

1.  Die  Tafel  mit  5  Glasspectren  zu  1  Thlr.  10  Sgr.  Das  Spectrum  ist 
hier  in  derselben  Weise  erhalten,  wie  es  Müller  in  seinem  Lchrbuche  der 
Physik  (4.  Aufl.  I.  Bd.  S.  430)  beschrieben  hat;  an  die  Stelle  des  Papier- 
schirmes war  aber  die  mit  photographischem  Collodium  überzogene  Glas- 
platte gesetzt  worden.  Das  Spectrum  ist  fünfmal,  bei  1,  2,  4,  10  und  15  Se- 
cunden  Lichtwirkung  abgebildet  worden.  Bei  l"  Lichtwirkung  hatte  sich 
nur  der  Theil  zwischen  H  und  G  mit  allen  zwischenliegenden  dunkeln  Li- 
nien abgebildet,  übrigens  hatten  alle  Strahlen  von  den  hellblauen  zwischen 
G  und  F  an  bis  zu  den  rothcn  Strahlen  nicht  mit  gewirkt.  Bei  2"  Licht; 
Wirkung  wurden  noch  die  von  Stokes*)  mit  ( bezeichneten  Linien  sicht- 
bar, welche  indess  bei  4"  Lichtwirkung  am  schönsten  ausfielen.  Die  Gruppe 
m  trat  am  deutlichsten  bei  10"  Lichtwirkung  hervor. 

2.  Die  Tafel  I.  der  Quarzspectra  zu  1  Thlr.  Diese  enthält  zwei  bei 
l"  und  2"  Lichtwirkung  •  erhaltene  Spectra.  Die  Partie  zwischen  G  und  L 
ist  hier  weniger  rein  und  scharf,  als  bei  dem  einen  Glasspectrum.  Die 
Streifen  M,  N  sind  bei  l"  Lichtwirkung,  die  Streifen  M,  N,  0  bei  2"  Licht- 
wirkung sehr  schön  sichtbar. 

3.  Die  Tafel  II.  der  Quarzspectra,  enthaltend  fünf  Abbildungen,  bei 
1,2,  4,  8  und  16  Secunden  Lichtwirkung  erhalten.  Etwas  weniger  scharf 
und  kleiner  als  Tafel  L,  jedoch  hinlänglich  deutlich,  um  die  Positionen  der 
dunkeln  Linien  zu  bestimmen.  Das  erste  Spectrum  geht  über  0  hinaus,  das 
zweite  bis  (),  das  dritte  über  Q  hinaus,  das  vierte  und  fünfte  über  R  hinaus. 

4.  Die  Tafel  III.  der  Quarzspectra,  fünf  Spectra  enthaltend  zu  1  Thlr. 


*)  Stokes  giebt  eine  Abbildung  des  ultravioletten  Theiles,  zum  Theil  mit  An- 
wendung flurrescirter  Körper  erhalten  nnd  übereinstimmend  mit  den  damals  von 
Kingley  verfertigten  photographisclien  Spectren  in  Pogg.  Ann  Krgilnzungsbd.  IV. 
Taf.  I.  Fig.  1. 
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Die  zwei  letzten  Spectren  dieser  Tafel  enthalten  eine  besondere  Eigen- 
tümlichkeit, eine  nebelartige  Erweiterung  des  Spectrnms  zwischen  F  und 
G,  welche  dadurch  hervortritt,  dass  man  eine  bromhaltige  Collodium- 
schicht  dem  Lichte  des  Spectrums  45  bis  00  Secunden  lang  aussetzt. 

Anmerk.  Eine  recht  nette  Abbildung  des  ganzen  Spectrums  be- 
findet sich  in  Karstens  allgemeiner  Encyklopädie  der  Physik.  7.  Lieferung. 
Taf.  IV.  Fig.  1.  Dr.  Kahl. 


XXXVI.  Ueber  die  Fraunhofer'schen  Linien  (Pogg.  Ann.  Bd.  109. 
S.  148  nach  den  Monatsbcr.  der  Herl.  Akad.  Octbr.  1850)  von  0.  Kirchhoff. 
Das  Licht,  welches  von  den  Himmelskörpern  ausgestrahlt  wird,  giebt  uns 
Kunde  von  ihrer  gegenseitigen  Stellung  zu  einander;  die  Untersuchung 
desselben  zeigt,  ob  die  Lichtquelle  in  dem  ausstrahlenden  Körper  selbst 
liegt  oder  ob  selbiger  nur  fremdes  Licht  wiedergiebt ;  man  kann  indess  auch 
(nach  dem  oben  citirten  Aufsatze)  durch  die  Analyse  des  Lichtes  der  Sonne 
und  der  helleren  Fixsterne  Aufschlüsse  über  die  Bestandteile  dieser  selbst- 
leuchtenden Körper  erhalten.  Bei  einer  noch  nicht  veröffentlichten  Arbeit 
über  das  Spectrum  der  bunten  Flammen  haben  Kirchhoff  und  Bunsen 
folgende  Entdeckung  gemacht:  Treten  im  Spectrum  einer  Flamme  helle 
Linien  auf,  wie  z.  B.  im  Spectrum  der  durch  Kochsalz  oder  Chlorlithium 
gefärbten  Spiritusflamme ,  und  man  lässt  durch  die  Flamme  Licht  hindurch 
gehen,  welches  die  eben  genannten  hellen  Linien  auch  hat  (z.  B.  Kalk- 
licht), so  sieht  man  nun  im  Spectrum  an  der  Stelle  der  hellen  Linien  scharfe 
dunkle  Linien  entstehen ,  es  scheint  hiernach,  als  ob  Strahlen  von  der  Farbe 
der  hellen  Linien  am  Meisten  durch  die  Flamme  geschwächt  würden.  Das 
Sonnenspectrum  nun  zeigt  dunkle  Linien,  wo  nach  Brewster  im  Spectrum 
der  Salpeterflamme  und  nach  Kirchhoff  und  Bunsen  im  Spectrum  der 
Natronflamme  helle  Linien  sind;  hieraus  schliessen  die  letzteren  auf  die 
Anwesenheit  von  Kali  und  Natron  in  der  als  Flamme  wirkenden  Photo- 
sphäre der  Sonne.  Die  hoffentlich  bald  erfolgenden  Mittheilungen  von 
Kirchhoff  und  Bunsen  werden  uns  Veranlassung  geben,  weitere  Be- 
richte über  den  interessanten  Gegenstand  zu  geben.  Dr.  Kahl. 
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XIV. 

Das  Problem  des  Pappus  und  die  Gesetze  der  Doppelschnitts- 
verhältnisse  bei  Curven  höherer  Ordnungen  und  Clasaen. 

Von  Dr.  Wilh.  Fiedlee, 

Lehrer  der  darstellenden  Geometrie  an  der  Oewerbschnle  in  Chemnitz. 


Wenn  die  Gleichungen  von  vier  geraden  Linien  durch 
«  =  0,    er,  =0,    0  =  0,  jJ,=0 
dargestellt  werden  und  C  eine  Constante  bezeichnet,  so  lässt  sich  die 
Gleichung  eines  Kegelschnittes,  welcher  dem  von  diesen  vier  geraden  Li- 
nien, in  der  angegebenen  Ordnung  genommen,  gebildeten  Vierecke  um- 
schrieben ist,  durch 

O  .  ß  =  C  .  CT]  .  ßi 

ausdrücken.  Denn  diese  Gleichung  repräsentirt  einen  Kegelschnitt  und 
derselbe  muss  durch  die  Punkte  gehen,  wo  die  geraden  Linien  a  =  0,  ß  =  0 
von  den  beiden  andern  geraden  Linien  at  =  0,  ßt  =  0  geschnitten  werden. 

Indem  man  der  Constanten  C  nach  einander  alle  möglichen  reellen 
Werthe  beilegt,  erhält  man  die  Gleichungen  aller  der  Kegelschnitte,  welche 
diesem  Viereck  umschrieben  werden  können, 

Dieselbe  Gleichung  spricht  bei  zweckmässiger  Interpretation  zugleich 
die  allgemeine  Eigenschaft  der  Punkte  jedes  solchen  Kegelschnittes  aus, 
die  im  7.  Buche  der  mathematischen  Sammlungen  des  Pappus  schon  ge- 
geben und  von  Newton  in  seinen  Principiis  maih.  philos.  nat.  neu  bewiesen 
und  erfolgreich  angewendet  worden  ist:  In  jedem  einem  Viereck  um- 
schriebenen Kegelschnitt  besteht  zwischen  dem  Product  der 
Entfernungen  eines  Punktes  desselben  von  zwei  Gegensei- 
ten des  Vierecks  und  dem  Product  seiner  Entfernungen  von 
den  zwei  andern  Gegenseiten  ein  constantes  Verhaltniss. 

Dann  führt  eine  leichte  Erweiterung  auch  zu  der  allgemeinen  Auf- 
lösung des  berühmten  alten  Problems  ad  (res  aut  plures  H/was,  welches  for- 
dert, den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Reihe  von 
geraden  Linien  so  zu  bestimmen,  dass  das  Product  seiner  Entfernungen 
von    einer    Anzahl   derselben   zu  dem   Product    seiner  Entfernungen 

ZeiUchrin  f.  Mathematik  n.  I»hy»ik.  V.  20 
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von  allen  übrigen  in  einem  constftnten  Verhältnisse  stehe,  nnd  von  welchem 
Problem  der  Satz  des  Pappus  das  enthält,  was  die  Geometrie  der  Alten 
zu  seiner  Auflösung  gethan  hat. 

Man  findet  diesen  Satz  in  der  obigen  Gleichung  ausgedrückt,  sobald 
man  die  in  ihr  durch  Symbole  vertretenen  Gleichungen  der  vier  geraden 
Linien  in  der  Form 

xeos  et  +  y  sin  a  —  n  =  0 
voraussetzt,  wo  a  den  von  der  geraden  Linie  mit  der  positiven  Seite  der 
Achse  der  x  eingeschlossenen  Winkel  und  n  den  senkrechten  Abstand  des 
Coordinatcnanfangspunktes  von  ihr  unter  Annahme  rechtwinkliger  Coordi- 
naten  bedeutet. 

In  dieser  Form  besitzt  die  Gleichung  den  Vorzug,  die  Länge  der  Nor- 
male von  einem  beliebigen  Punkte  Or,,y,)  auf  die  durch  sie  dargestellte  ge- 
rade Linie  anzugeben,  denn  diese  letztere  ist 

xt  cos  a  -f-  i/i  sin  er  —  n. 
Man  kann  dies  leicht  direct  beweisen;  es  folgt  aber  auch  aus  der  Regel  zur 
Bestimmung  dieses  Abstandes  für  die  durch 

Ax  +  By  -f-  C~0 
dargestellte  gerade  Linie,  welche  die  Formel  ausdrückt 

Hiernach  drückt  offenbar  dio  Gleichung 

er .  ß  =  C .  er,  .  ßx 

den  Satz  des  Pappus  aus,  sobald  man  dio  Symbole  er  =  0,  0—0,  a,=<\ 
ßt~0  als  Abkürzungen  für  die  Gleichungen  der  vier  geraden  Linien  in 
dieser  Form  betrachtet,  nämlich 

a  für  xeosa  +  y  sin  a  — «,  ß  für  x  cos  ß  +  y  sin  ß  —  n\ 
er,  für  x  cos  er,  -f-  y  sin  o?,  —  w, ,  ßl  für  x  cos  ßt  +  y  sin  ß,  —  /»,'. 
Alles  diess  gilt  auch  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sich  zur  ana- 
lytischen Entwicklung  des  Systems  dreiseitiger  Punktcoordinaten  be- 
dient, bei  welchem  ein  Punkt  durch  seine  drei  Abstände  von  drei  festen 
Fundamentallinien  bestimmt  und  eine  gerade  Linie  durch  eine  homogene 
Gleichung  ersten  Grades  zwischen  diesen  drei  Veränderlichen  ausgedrückt 
wird.  Und  damit  erlangt  man  den  wesentlichen  Vortheil ,  dass  dieselben 
Relationen  auch  nach  dem  System  der  dreipunktigen  Liniencoordinaten 
interpretirt  werden  können,  bei  welchem  eine  gerade  Linie  durch  ihre  drei 
Abstände  von  drei  festen  Fundamentalpunkten  bestimmt  uud  ein  Punkt 
durch  eine  homogene  Gleichung  zwischen  diesen  Veränderlichen  dargestellt 
wird*).    Dann  liefert  dieselbe  Gleichung  noch  den  Satz:   Wenn  ein 


*)  Ich  dnrf  wohl  für  diese  beiden  Coordinatensysteme  und  ihre  gcgenseUijren 
Hozieliuiijjon  auf  meine  Abhandlung:  „Die  Theorie  der  Pole  und  Polaren  bei  Curron 
höherer  Ordnung"  in  dieser  Zeitschrift,  2.  llft.  1859,  S.  91  f.  nnd  S.  127,  rerwison. 
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Kegelschnitt  einem  Viereck  eingeschrieben  ist,  so  besteht 
zwischen  dem  Product  aus  den  senkrechten  Abständen  einer 
beliebigen  Tangente  desselben  von  zweien  seiner  Gegen- 
ecken und  dem  Product  der  Abstände  derselben  Tangente 
von  den  zwei  andern  Gegenecken  ein  constantes  Verhältniss. 

Lässt  man  in  jener  Symbolgleichung  die  beiden  geraden  Linien  at  und 
ßt  zusammenfallen ,  so  dass 

a.  ß  =  C.at\ 

so  wird  die  dadurch  repräsentirte  Curve  zweiter  Ordnung  von  den  Linien 
«  =  0  und  0  =  0  in  je  zwei  zusammenfallenden  Punkten  geschnitten,  näm- 
lich in  den  Punkten,  wo  die  Linie  c,  =  0  ihr  begegnet;  o  =  0  und  0  =  0 
sind  Tangenten  der  Curve  und  «,  =  0  ist  ihre  Berührungssehne. 

Für  jeden  Punkt  eines  Kegelschnittes  ist  das  Product 
der  Entfernungen  von  zwei  festen  Tangenten  desselben  zu 
dem  Quadrat  seiner  Entfernung  von  ihrer  Bertihrungssehne 
in  constantem  Verhältniss. 

Für  jede  Tangente  eines  Kegelschnittes  ist  das  Product 
der  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  desselben  zu  dem 
Quadrat  ihrer  Entfernung  von  dem  Durchschnitt  der  in  jenen 
Punkten  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  in  constantem 
Verhältniss. 

Da  sich  die  Gleichung  einer  unendlich  entfernten  geraden  Linie  auf 
eine  Constantc  reducirt,  so  wird  die  letzte  Symbolgleichung  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  Berührungssehne  er,  in  unendlicher  Ferne  sei, 

o  .  ß  =  C\ 

die  Asymptotengleichung  der  Kegelschnitte,  und  drückt  den  Satz 
aus:  Für  jeden  Punkt  eines  Kegelschnitts  ist  das  Product  sei- 
ner Abstände  von  den  Asymptoten  der  Curve  constant. 

Alle  dieso  Symbolgleicbnngon  enthalten  fünf  oder  mehr  Constanten 
und  drücken  daher  allgemeine  Eigenschaften  aller  Kegelschnitte  aus;  auch 
die  aus  ihnen  ohne  weitere  speciellere  Voraussetzungen  gezogenen  Folge- 
rungen gelten  allgemein.  Ich  gehe  unter  diesen  nur  auf  die  Eigen- 
schaften von  fünf  Punkten  und  fünf  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes hinsichtlich  der  Doppelschnittsverhältnisse  ein. 

Sind  a,'t  «,",  «,",  die  Ecken  des  eingeschriebenen  Vierecks,  Ä,  und 
ht  die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  p  auf  dem  Kegelschnitte  von  den 
Gegenseiten  «,'a,",  at"at'  respective,  //,  und  Ht  die  Abstände  desselben 
Punktes  von  dem  andern  Paare  der  Gegenseiten,  so  sagt  der  Satz  des 
Pappus,  dass 

h.ht 

— ■ — --  =  const. ; 
Hx  Ht  ' 

indem  man  die  Abstände  Ä, ,  A, . . .  als  Höhen  der  entsprechenden  Dreiecke 
von  der  Spitze  p  und  über  den  Seiten  des  Vierecks  ausdrückt, 

26* 
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p«,'.  pat".  sin  afpa^' 
/»•  . —   u.  8«  w . . 


erhält  man 


pat'.pat".  sin  a^'pn".  pat'.  pat".  sin  at'pat"  at"at".  «,'a,'  

 -. — :  t,  -  ;  ; — :  .  > .  — > — 7>  —  consi. , 

pax  .  pat  .  5i«  a,  pat  .  p«,  .  pa, .  stn  a,  p«,   a,  at  .  ata^ 

oder 

^tt,w;,».fl,-w=CT,^ 

stn  «,  pat  stn  at  pat 
Bezeichne  man  ebenso  durch  «,",  af",  at'  die  Seiten  des  umschrie- 
benen Vierseits ,  durch  p  eine  fünfte  Tangente  des  Kegelschnittes  und  mit 
denselben  Buchstaben  a,"...  die  Durchschnittspunkte  dieser  Tangente 
mit  jenen  Seiten,  endlich  mit  A, ,  A,  die  Entfernungen  dieser  Tangente  von 
den  Gegenecken  (o,'f  er,")  und  («,",  «,'),  mit  /T, ,  //,  die  Entfernungen  der- 
selben Tangente  von  den  Gegenecken  («,",  at")  und  («,', «,')  des  Vierecks, 
drücke  man  endlich  die  Entfernungen  A, ,  ht...  als  Höhen  der  entspre- 
chenden Dreiecke  aus,  welche  von  den  paarweise  genommenen  Seiten  des 
umschriebenen  Viereckt*  mit  der  fünften  Tangente  gebildet  werden,  nüuilich 

a,V'.  sin  (a,\ p) .  sin  (<?,",  p) 

flt  —  .     'i     ;       777   U.  8.  W.  ), 

Stn  (fl,  ,  a,  ) 

so  geht  aus 

tk=c<""'' 

hervor 

«,'a,".  sin  (at\p) .  sin  (rt/\p) .  ft'at".  sin(at\p) . sin(at'\p)  sin(at'  ,at' ).  sin(at  ,  at') 
a,'af'.<*i«  («,',p) .  *i«  («t'p)  •  <t,"u9".sin  (at'\p).sin  (fft",p)  «w(«,',a,").  sin(at\at") 

=  consi.  y 

oder 


— ,  =  corist. 


atat    at  at 

Man  kann  diese  Satze  auch  ohne  weiteren  Beweis  aus  dem 
Princip  des  anharmonischen  Entsprechens  schliesscn ,  vou  welchem,  als 
von  einem  sehr  ausgedehnter  Anwendungen  fähigen  allgemeinen  Gesetze, 
ich  in  dieser  Zeitschrift  demnächst  handeln  werde.  Gewiss  können  sie 
nur  durch  die  Form,  in  der  sie  hier  vorgetragen  wurden,  und  durch  die 
Beziehung  des  Folgenden  auf  diese  Darlegung  an  dieser  Stelle  berechtigt 
sein;  ich  verdanke  die  Anregung  zu  dieser  Darstellungsweise  der  Kennt- 
niss  der  Werke  des  ßev.  George  Salmon. 


*)  Aus  den  Seiten  a,  b,  c  und  den  Gegenwinkeln  er,  /?,  y  ergiebt  sieb  die  zu  a 
gehörige  Höhe  ebensowohl 

b  .c .  sina 
h  =  , 

als  auch 

,      a  .  sin  ß  ,  Ar«  y 

«  -~  :  . 

um  a 
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Ks  liogt  sehr  nahe,  von  dem  Satze  des  Pappus  über  zwei  Gruppen 
von  zwei  geraden  Linien  in  Bezug  auf  eine  Curve  zweiter  Ordnung  und 
dem  entsprechenden  über  zwei  Gruppen  von  zwei  Punkten  in  Bezug  auf 
eine  Curve  zweiter  Classe  zu  Sätzen  über  zwei  Systeme  von  drei,  geraden 
Linien  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  über  zwei  Systeme 
von  drei  Punkten  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritter  Classe  überzugehen. 

Diese  Satze  sind  in  der  Symbolgleichung 

a  .  ß  .  y  =  C .  o,  .  ßx  .  y, 
enthalten;  sie  repräsentirt  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die 
neun  Punkte  geht,  wo  die  geraden  Linien  a  =  0,  jS  =  0,  v  =  0  respective 
den  geraden  Linien  «,  =0,  0,  =  0,  y,  =  0  begegnen,  und  weil  die  Zahl 
der  in  ihr  enthaltenen  Constanten  grösser  ist,  als  die  Zahl  der  Constanten 
in  der  allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades,  so  kann  jede  Curve  dritter 
Ordnung  durch  sie  dargestellt  werden. 

Man  findet  in  ihr,  je  nach  der  Interpretation  in  Punkt-  oder  in  Linien- 
coordinaten,  die  folgenden  beiden  Sätze: 

Für  jeden  Punkt  einer  Curve  dritter  Ordnung,  die  durch 
die  nenn  Punkte  geht,  in  denen  ein  System  von  drei  geraden 
Linien  in  einer  Ebene  einem  zweiten  System  von  drei  gera- 
den Linien  in  derselben  Ebene  begegnet,  ist  das  Product 
seiner  Entfernungen  von  den  geraden  Linien  des  einen  Sy- 
stems zu  dem  Product  seiner  Entfernungen  von  den  geraden 
Linien  des  andern  Systems  in  constantem  Verhäl  tniss  *). 

Für  jede  Tangente  einer  Curve  dritter  Classe,  welche 
die  neun  geraden  Linien  berührt,  welche  drei  Punkte  eines 
ersten  Systems  mit  den  drei  Punkten  eines  zweiten  Systems 
in  derselben  Ebene  verbinden,  ist  das  Product  der  Entfer- 
nungen von  den  drei  Punkten  des  ersten  Systems  zu  dem 
Product  der  Entfernungen  von  den  drei  Punkten  des  zweiten 
Systems  in  constantem  Verhältniss. 

Andererseits  liefert  dieselbe  Gleichung  die  Sätze:  Wenn  man  zwei 
gerade  Linien  («  =  0,  o  =  0)  zieht,  welche  eine  Curve  dritter 
Ordnung  je  in  drei  Punkten  schneiden,  und  diese  Schnitt- 
punkte paarweise  durch  drei  neue  gerade  Linien  (cr,=0,  0|=O, 
y,  =  o)  verbindet,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte,  welche 


*)  Dieser  Satz  ist  von  M.  Terqu  em  in  seinen  Nouoell.  Annal.  Oct.  1858  gegeben 
worden  und  es  ist  von  ihm  die  damit  zusammenhangende  Verallgemeinerung  der  Re- 
lation der  Doppelschnittsverhältnisse  angeführt',  M.  Terqu  em  hat  auch  neuestens 
die  Beziehung  der  Involution  in  ähnlicher  Weise,  auf  Curven  und  Oberflilchen  höherer 
Ordnung  übertragen,  indem  er  von  dein  Sturm'schen  Satze  über  die  drei  dem  näm- 
lichen Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte  ausging.  (SouoeU  Annal.  Mars  185U.) 

Die  Symbolgloichung  diitter  Ordnung  haben  jedoch  schon  Herr  Plücker  im 
System  der  analytischen  (i.ouietrie  und  Kev.  (j.Salmon  im  Trtatise  on  t/te  higher 
plane  curves  (1852)  zum  Thcil  discutirt. 


- 
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diese  letzteren  auf  der  Curve  ferner  bestimmen,  in  einer 
geraden  Linie 

Sind  durch  zwei  Punkte  an  eine  Curve  dritter  Ciasse  je 
drei  Tangenten  gelegt,  welche  sich  paarweise  in  drei  neuen 
Punkten  schneiden,  so  begegnen  sich  die  droi  Tangenten,  die 
man  von  diesen  Punkten  noch  ferner  an  die  Curve  ziehen 
kann,  in  einem  Punkte. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  zwei  der  geraden  Linien  des  zweiten 
Systems  («,=0,  ß,=Ö)  in  eine  zusammenfallen,  begegnen  die  drei  ge- 
raden Linien  a  =  0,  0  =  0,  y  =  0  der  Curve  da,  wo  sie  diese  Doppcllinie 
a,  =  0  schneiden ,  iu  je  zwei  zusammenfallenden  Punkten  und  sind  somit 
T angenten  der  C urve,  für  welche  o,  =  0  die  gemeinschaftliche 
Berührungssehne  ist.    Die  Gleichung 

a  .  ß  .  y  =  C .  «,* .  y, 
lehrt,  dass  die  drei  Punkte,  in  denen  diese  Tangenten  die 
Curve  ferner  schneiden,  in  einer  geraden  Linie  liegen  müs- 
sen*). Diese  Eigenschaft  ist  auch  eine  Folge  des  allgemeinen  Satzes: 
Wenn  die  Berührungspunkte  von  n  Tangenten  einer  Curve 
wten  Grades  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  sind  die  Punkte, 
wo  dieselben  die  Curve  ferner  schneiden,  auf  einer  Curve 
(«  —  2)  t  e  n  Grades. 

Für  Curven  dritter  Classe  heisst  das  Analogon  des  vorigen  Satzes:  " 
Wenn  von  einem  Punkte  an  eine  Curve  dritter  Classe  die 
drei  Tangenten  gezogen  worden,  so  begegnen  die  drei  von 
ihren  Berührungspunkten   an  die  Curve  ferner  möglichen 
Tangenten  sich  in  einem  Punkte. 

Denkt  man  die  Berührungssehno  «,  =  0  im  Falle  der  Curven  dritter 
Ordnung  oder  den  Durchschnittspunkt  er,  =0  der  drei  Tangenten  im  Fall 
der  Curven  dritter  Classe  in  unendlicher  Entfernung,  so  dass  in  beiden 
Fällen  a|  zu  einer  Constanten  wird  und  die  Gleichung  in 

a  .  ß  .  y  =  C* .  y, 

übergeht,  so  sind  o  =  0,  £  =  0,  y  =  0  die  d rei  Asymptoten  einer  Curve 
dritter  Ordnung  oder  die  drei  parallelen  Tangenten  einer  Curvo 
dritter  Classe.  Die  Gleichung  lehrt,  dass  jene  die  Curve  dritter 
Ordnung  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie  durch  sc  hnei- 
den,  und  dass  die  Tangenten,  die  man  von  den  Berührungs- 


*)  Dieser  8ats  ist  der  VI.  inMaclaurin's  Abhandlung  Uber  die  Curven  drit- 
ter Ordnung.  Man  kann  ihn  auch  aus  dem  allgemeineren  SaUe  ableiten,  welchen 
M.  Pöncelet  in  Beinern  Memoire  Sur  rtmnlyse  de*  transverxales  (('relle's  Journal, 
VIII,  Ö.  129)  gegeben  hat:  Wenn  von  den  neuu  Schnittpunkten  einer 
Linie  dritter  Ordnung  mit  drei  Transversalen  sechs  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  so  sind  die  übrigen  drei  in  ciuer  geraden  Li- 
nie enthalten. 
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punkten  dieser  an  die  Curve  dritter  Classe  ferner  ziehen 
kann,  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Wenn  man  endlich  an* 
nimmt,  dass  die  drei  geraden  Linien  dos  zweiten  Systems  alle  in  eine  ein- 
zige zusammenfallen,  so  dass 

u .  ß  .  y  =  C .  et*y 

so  sind  o=0,  0=0,  y=sO  für  Curven  dritter  Orflnung  gerade 
Linien,  welche  mit  ihr  je  drei  zusammenfallende  Punkte  ge- 
mein haben,  für  Curven  dritter  Classe  Punkte ,  in  welchen  je 
drei  zusammenfallende  Tangenten  an  die  Curve  gelegt  wer- 
den.  Die  Gleichung  lehrt,  dass  jene  drei  Punkte  in  einer  gera- 
den Linie  liegen  und  dass  diese  drei  Tangenten  sich  in  einem 
Punkte  begegnen.  Dass  jede  gerade  Linie,  welche  zwei  Inflexiona- 
punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  verbindet,  auch  durch  den  dritten  geht, 
ist  der  X.  Satz  von  Maclaurin. 

AI le  diese  Relationen  sind  allgemein  für  die  Curven  drit- 
ter Ordnung  und  Classe,  weil  die  Zahl  der  Constanten  in  den 
sie  darstellenden  Gleichungen  in  keinem  Falle  geringer  ist, 
als  in  der  allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades.  Wollte  man 
aber  etwa  voraussetzen,  dass  an  die  Stelle  des  Symbols  o,  in  der  letzten 
Gleichung  eine  Constante  trete,  oder  dass  die  Curve  drei  InÜexionspunkte 
im  Unendlichen  oder  drei  parallele  Inflexionstangenten  hat,  so  gälte  dicss 
sammt  den  daran  geknüpften  Folgerungen  nicht  mehr  von  Curven  dritter 
Ordnung  oder  Classe  im  Allgemeinen. 

In  der  Reihe  der  speciellen  Fälle  ist  der  einer  der  interessantesten, 
wo  dio  Curve  dritter  Ordnung  zugleich  von  der  dritten  Classe 
ist;  sie  muss  dann  einen  stationären  oder  Rückkehrpunkt  uud  eine 
Rückkehr tangente  in  ihm  besitzen.  Man  bezeichne  diesen  Funkt 
durch  By  den  Inflexionspunkt  durch  A  und  die  in  beiden  Punkten  an  die 
Curve  gezogenen  Tangenten  dnreh  BC  und  AC  respective,  das  so  entstan- 
dene Dreieck  betrachte  man  als  Fundamentaldreieck,  beziehe  auf  die  Sei- 
ten BCy  CA  und  AB  desselben  die  Punkte  der  Curve  durch  ihre  Coordinaten 
y,  2,  wenn  man  Punktcoordinaten  gebraucht,  oder  wenn  man  die  Curve 
als  von  der  dritten  Ordnung  betrachten  will,  und  auf  seine  Ecken  A,  By  C 
durch  ihre  Coordinaten  a*,  yy  z  die  Tangenten  der  Curve,  wenn  man  sie  als 
Curve  dritter  Classe  in  Taugentialcoordinaten  ausdrücken  will.  Dieses 
Dreieck  repräsentirt  in  der  ersten  Voraussetzung  zugleich  zwei  Systeme 
von  drei  geraden  Linien;  das  eine  bildet  die  Verbindungslinie  der  Spitze 
und  des  Inflexionspunktes  ABy  das  andere  besteht  aus  der  Tangente  BCy 
der  Spitze  als  einer  Doppcllinie  und  der  Tangente  des  Inflexionspunktes 
AC.  In  der  zweiten  Voraussetzung  reprüsentirt  dasselbe  Dreieck  zwei 
Systeme  von  drei  Punkten;  das  eine  bildet  der  Duixbschnittspuukt  C  der 
Intlexionstangcnte  mit  der  Tangente  der  Spitze,  das  andere  besteht  aus 
dem  Iuflcxionspuukt  A  und  der  Spitze  B. 
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Darnach  erscheint  unter  beiden  Annahmen  die  Gleichung 
der  Curve  nothwendig  in  der  Form 

&ys=Ct\ 

wo  C  eine  Constante  bedeutet.  Wenn  übrigens  diese  Gleichung  die 
nämliche  Curve  einmal  in  Punkt-,  das  andere  Mal  in  Liniencoordinaten  be- 
deutet, so  entsprechen  der  Constanten  zwei  verschiedene  Werthe. 

Für  diese  Curven  bat  Mr.  G.  $almon  eine  sehr  elegante  Metbode 
gegeben,  Punkte  oder  Tangenten  derselben  durch  eine  einzige  Veränder- 
liche auszudrücken,  und  durch  dieselbe  mehrere  allgemeine  auf  diese  Cur- 
ven bezügliche  Aufgaben  gelöst*). 

Später  hat  Rev.  Lawr.  Smith  über  die  Polarkegelschnitte  derselbe 
eine  Abhandlung  veröffentlicht**). 

Ich  erwähne  nur,  dass  man  die  Mittelpunkte  dieser  Curven 
auf  sehr  einfache  Art  construiren  kann. 

Als  Curve  dritter  C  lasse  besitzt  jede  derselben  einen  einzigen  Mittel- 
punkt***), welcher  der  punktförmige  Pol  der  unendlich  entfernten  geraden 
Linie  in  der  Ebeue  der  Curve  ist.  Da  die  Gleichung  dieses  Pols  einer 
geraden  Linie  allgemein  durch 

ausgedrückt  wird,  wenn  17=0  die  Gleichung  der  Curve  bedeutet,  und 

/dU\      (dU\  (dU\ 

\dxji     \dy)i  \dz)i 
die  Substitutionsresultate  von  xt ,  y, ,  zt  als  Coordinaten  der  geraden  Linie 
für  x,  y,  z  in  die  entsprechenden  partiellen  Differentialquotienten  sind,  so 
ist  für  die  Gleichung 

x*y  —  Cz>~0 

die  Gleichung  des  punktförmigen  Pols  der  geraden  Linie  xt ,  y, ,  r, 

2ar,y,jr  -f  a*y —  3C2t*z~Q. 
Liegt  diese  gerade  Linie  in  unendlicher  Entfernung,  so  ist  xt  =  yl=t:i 
und  die  Gleichung  ihres  Pols  wird  zur  Gleichung  des  Mittelpunktes 

2x  -f  y  —  36'z  =  0. 
Man  construirt  diesen  Punkt,  indem  man  die  Strecke  AB  in  D  so  theilt,  dass 
DA 

—  =  —  | ,  und  auf  der  Verbindungslinie  von  D  mit  dem  Punkte  C  den 

MD 

Tunkt  M  so  bestimmt,  dass   7777  =  —  C\  oder  man  bestimmt  auf  AC  den 

MC 

EA 

Punkt  E  so,  dass  ~  =  3C,  und  erhält  M  als  Durchschnittspunkt  von  CD 
und  BE. 


*)  Higker  plane  curves ,  S.  105  f. 

**)  Quarterly  Journal,  May  1858,  8.  327  f. 

***)  Theorie  der  Pole  und  Polaren  u.  s.  w.  Diese  Zeitschrift,  Bd.  IV,  lieft  2, 
S.  12U. 
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Man  sieht  daraus,  dass  die  Mittelpunkte  aller  Curven 
dritter  Classe,  die  zugleich  dritter  Ordnung  sind,  und  die 
die  Gleichung 

x9y  =  Cz* 

darstellt,  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  CD  liegen, 
welche  den  Durchschnittspunkt  der  Rückkehrtangente  und 
der  Inflexionstangente  mit  dem  Punkte  verbindet,  der  die 
gerade  Strecke  s wischen  dem  Inflexionspunkt  und  der  Spitze 
in  dem  Verkältniss  — \  theilt  Die  Lage  des  Mittelpunktes 
anf  dieser  Linie  hängt  von  der  Grösse  der  Constanten  C  ab. 
So  lange  sie  positiv  ist,  liegt  er  innerhalb  der  Strecke  CD\ 
ist  sie  negativ  und  grösser  als  1,  so  liegt  er  ausserhalb  der- 
selben auf  der  Seite  von  C,  und  für  negative  ächt  gebrochene 
Werthe  auf  der  Seite  von  D\  für  C=  — 1  in  unendlicher  Ent- 
fernung. 

Indem  man  die  Curve  als  von  der  dritten  Ordnung  betrachtet  und  die 
Gleichung 

x*y  —  Cz3  =  0 

auf  Punk tcoordinaten  bezieht,  erhält  man  durch  dieselbe  allgemeine  Sym- 
bolgleichung 

*(£).+ '©.♦•©.=• 

die  gerade  Polare  des  Punktes  x,  y,  z  in  der  Form 

2xtytx  +  xx*y  —  3Cz1,z  =  0. 
Die  Pole  der  geraden  Linie 

ax  +  by  +  cz  =  0 

sind  alsdann  durch 

2xy  ZCz* 
a        b  c 

bestimmt  und  die  Pole  der  unendlich  entfernten  geraden  Linie,  d.  h.  die 
Mittelpunkte  der  Curve  dritter  Ordnung  durch 

Ixy      xx  %Cz% 
sin  a     sin  ß         sin  y ' 
weil  für  diese  unendlich  entfernte  gerade  Linie 

a  :  b  :  c  =  sin  er :  sin  ß  :  sin  y 
ist.    Diese  Bedingung  liefert  aber  zur  Bestimmung  der  Mittelpunkte  die 
zwei  Gleichungen 

2  y  sin  ß  —  x  sin  a  und  x*  sin  y  +  3  Cz*  sin  ß  =  0. 
Die  erste  von  beiden  ist  genau  die  Linie  CD  der  vorigen  Con- 
struetionj  in  derselben  liegen  daher  auch  die  Mittelpunkte 
aller  in  der  gegebenen  Gleichung  enthaltenen  Curven  drit- 
ter Ordnung.  Ihre  Lage  in  dieser  bestimmt  sich  durch  die 
Coustante  C,  denu  die  zweite  Gleichung  repräseutirt  zwei  gerade  Liuien 
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durch  den  Punkt  B%  welche  mit  *  =  0  und  z  =  0,  d.  h.  mit  BA  uud  £C  ein 
harmonisches  Büschel  bilden,  dem  das  Theilungsverbilltniss 

—  V  »tna 

entspricht.  Man  sieht  leicht,  dass  die  Parabel  -  Evolute  oder  die 
N ei Ts che  Parabel  eine  besondere  Cnrve  dieser  Art  ist;  ihre  Gleichung 

=  lehrt,  dass  ihr  besonderer  Character  darin  besteht,  dass  die 
unendlich  entfernte  gerade  Linie  die  Curve  im  Inflexions- 
punkte  berührt,  dass  also  dieser  selbst  im  Unendlichen  liegt;  ihre 
Spitze  liegt  im  Coordinatenanfang  und  die  Achse  der  x  ist 
die  Rückkehrtangente. 

Für  die  Cubische  Parabel 

liegt  dagegen  die  Spitze  unendlich  entfernt  und  der  Inflexions- 
punkt  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten;  er  i-st  auch  der 
Mittelpunkt  der  Curve. 

Indem  man  zum  allgemeinen  Fall  zurückkehrt,  erkennt  man,  dass  alle 
die  früheren  Gleichungen  Correlata  des  Satzes  von  Pappus  für  Curven 
dritter  Ordnung  und  Classe  liefern,  von  denen  hier  nur  die  folgenden  zwei 
angeführt  sein  mögen: 

Für  jeden  Punkt  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist  das 
Product  seiner  Entfernungen  von  den  drei  Asymptoten  der 
Curve  in  constantem  Verhaltniss  zu  seinem  Abstand  von  der 
Verbindungslinie  der  drei  Punkte,  wo  diese  der  Curve  fer- 
ner begegnen*). 

Für  jeden  Punkt  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist  das  Pro- 
duct der  Entfernungen  eines  Punktes  von  den  Tangenten 
der  drei  Inflexionspnnkte  zu  dem  Cubus  seiner  Entfernung 
von  der  Verbindungslinie  dieser  letzteren  in  constantem 
Verhältnis  s. 

Alle  diese  Sfttze  lassen  eich  nun ,  ganz  ebenso  wie  es  oben  mit  dem 
Satze  von  Pappus  und  seinem  reeiproken  geschehen  ist,  in  constantc  Re- 
lationen zwischen  den  Sinus  der  Winkel  eines  Strahlenbüschels  an  dem  die 
Curve  durchlaufenden  Punkte  übertragen,  welches  von  den  Verbindungs- 
linien dieses  Punktes  mit  den  die  Basis  der  Curve  bildenden  neun  festen 
Punkten  zusammengesetzt  wird,  oder  in  constante  Relationen  zwischen  den 
Längen  der  Segmente  zwischen  den  Punkten  einer  Reihe  auf  der  die  Curve 
umhüllenden  Tangente,  welche  von  den  neun  festen  Tangenten,  die  die 
Basis  der  Curve  bilden ,  in  ihr  bestimmt  werden.  Ich  werde  die  allgemei- 
nen Relationen  für  die  Strahlenbüschel  und  Punktreihen  bei  der  Curve 


*)  II.  Plückcr  hat  diene  gerade  Linie  du  roh  S  bezeichnet  und  sie  in  seiner 
Classification  der  Curven  dritter  Ordnung  sur  Bildung  der  Gruppen  beuuWt. 
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dritter  Ordnung  und  der  Curve  dritter  Classe  entwickeln ,  ohne  aber  auf 
die  mannichfachen  spcciellen  Fälle  einzugehen,  die  sich  aus  ihnen  ableiten 
lassen. 

Dazu  bezeichne  ich  mit  «,\  a,",  «,"'  die  drei  Punkte,  in  denen  die  drei 
geraden  Linien  des  zweiten  Systems  respective  die  erste  gerade  Linie  des 
ersten  Systems  schneiden,  mit  p  einen  Punkt  der  bezüglichen  Curve  dritter 
Ordnung  und  mit  A,  die  senkrechte  Entfernung  desselben  von  jener;  dann  ist 

sinaxpax  =  -4  

«i  P  •  «i  P 

und  ebenso : 

Äff       fH  i  tu  i 

.  ,      nt  .  a,  a 

sma,  pat  = — ,    tmat  pa~   r- 

at  p.at  p  a,  p.axp 

und  das  Product  dieser  drei  Gleichungen  liefert: 


stn  atpat  .stnal  pat  .sma,  pax  —  -^-f-=-t  -„-,-t — . 

«■P         P  '«I  P 

Sind  alsdann  die  Schnittpunkte  der  geraden  Linien  des  zweiten  Systems 
mit  der  zweiten  und  dritten  Geraden  des  ersten  respective  at\  a,",  at"'  und 
«>\  «»"»  fl« '  una*  die  entsprechenden  Entfernungen  des  Punktes  p  von  die- 
sen zwei  geraden  Linien  A,  und  A,,  so  ergeben  sich  die  entsprechenden 
Sinusproducte : 

•  |  t      tt         '»      »'/         mt  » 

smatpat  .smat  pas  .smat  pat=  — t  — — »  — ,a — » 

«tP  '  «t  P  •  ««  P 

sma3pat  .sma3  pa3  .sma,  pa3  =  -^-t — • 

«.P  *«,  P  ■«»  P 

Um  die  entsprechenden  Producte  für  die  drei  geraden  Linien  des  zwei- 
ten Systems  zu  bilden,  ist  nur  nöthig,  die  drei  Entfernungen  dieser  Linien 
vom  Punkte  p  als  //, ,  i/t ,  //,  respective  einzuführen ,  dann  ist  für  die  erste 
Linie  des  zweiten  Systems,  als  welche  die  Punkte       a,',  a3  enthält, 

ff,*.  a,'at'.  at'a3.  n3 
sm  axpat .  sm  atpa,  .  sm  a,/>a,  =  — =,-=— , 

«iP  '«tP  -"»P 

und  ebenso 

sm  at  pat sm  a,  pa3  .  sm  a,        =  __t  __It  , 

«i  P  'ntP  '  "t  P 

.        .t.        >.,      .        ,„        „.  •  «»     •  «3  a\ 

smat  pat  .sma,  pat  .sma,  pa,    ^   -i7i-t    -,-t  . 

«,  p  -at  p  -aM  p 

Wenn  man  diese  letzten  drei  Producte  multiplicirt  und  damit  in  das 

aus  den  drei  auf  die  ersten  drei  geraden  Linien  bezüglichen  Ausdrücken 

gebildete  Product  dividirt,  so  erhält  man  für  die  Sinusrelation 

Irina,  a..  stuft,  a.   Mnn,   ai.smatn2  .9innt  at    stnat  «,.*infl3      .«m«,  «,   .*Jn/rs  </s 

■  V- t — :  ; — ; — :  : — —  r, — r. — :  t. — r. — :  n — r. — .  r.y   ...  ... — :  rr. — «i  ) 

ginalat.si»ata3.suta3at.smal  at  Jinn7  at  .mtiu3  ö,  .smai   at  .sinat  a3  jsi>ui3  at 

den  folgcnd«*n  Ausdruck: 

*»  Zur  Abkürzung  ist  übi-rall  der  Scheitel  p  aus  der  Uczciclmung  der  Winkel 
wcßgelaoaeii. 


Digitized  by  Google 


  s 

388  Pappus*  Problem  u.  die  Gesetze  der  DoppelBchnittsverhältmsse  etc. 


■m       m       m  9        99  99        *99  9*/        9  9        tt  90        9*9  *99        9  9        99  9*        999  999  r 

(h,  nt  A,  \>  ff,  a,  .  «,  ff,  .  a,  a,  .  ff,  ff,  .  at  a,  .  ff,  ff,  .  ff,  ff,  .  ff,  ff,  -  ff,  ff, 
rr       •  •       rT"    I    •  #         #  #         »  0        T  $ »         '/  99         99  »9        99  99*       ~909  '  ~       **  *         »99  **•         99*  * 

Hl  Ht  ff,  a,  .  ff,  ff,  .  «,  ff,  .  «|  a,  .  ff,  ff,  .  a,  ff|  .  ff,  ff,  .ff,  ff,  .  a,  a, 

/   I         #   t         '   t         »»   t         »7~t         77~t         ««   t         »>«    t         TT,  t 

o,p^atP^JhP        p  •  ff,  p  -  ff,  p  -  ff,  p  •  ff,  p  -  ff,  p 

* — ~ »  ~"~ 77~t     ~  ...   t        7"t  — —1     ■  „— 1  — — »  — —  t  — ^t* 
'  fll  ^    *         P    *  °tP    '  at  P    '  °t    P    '  <*lP    '  °t  P    '  °t  P 

Von  den  drei  Factoren  dieses  Ausdrucks  sind  aber  die  beiden  ersten  für 
alle  Lagen  des  Punktes  p  auf  einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung 
unveränderlich,  der  dritte  ist  der  Einheit  gleich  und  man  erhalt  den  Satz: 
Wenn  eine  Curve  dritter  Ordnung  durch  die  neun  Punkte 
Ott  at\  ai"\  ff/i  ff/'i  ff»'"»  «$'»  ff>'\  ff»"  gobt,  in  denen  ein  System  von 
drei  geraden  Linien  durch  ein  zweites  System  solcher  drei 
geraden  Linien  geschnitten  wird,  so  ist  für  alle  Punkte  p 
dieser  Curve: 

•  9       99        •  99       999        m  9*9       9        •  9       99        .  99       999  999       f  9       99       »  99       999  999  9 

stna.üy  .sina.  «,  ,*unax  ax>sinatat  ,$inat  «,  .*tnat  at.stnaiaa  .stna3  a,  aina,  *, 

.  9       9        .  9       9        .  9       9        .  99       ff      1  "       99~".  >'       Ü        .  999       990        Z  999       999        '.  99»  9m 

sinat  nt . stnat  at  .sinaa  a,  .sinax  at  ,xinat      ,stna4  a,  .stnal  a,  .smat  a%  ,ttnat  a, 

=  co«*r 

Diese  constante  Function  ist  aus  zwei  Producten  von  Sinns 
gebildet,  deren  eines  sich  auf  das  erste,  das  andere  auf  das 
zweite  System  der  geraden  Linien  bezieht;  jedes  derselben 
enthält  als  Factoren  die  Sinus  der  neun  Winkel,  unter  denen 
die  auf  der  Geraden  des  einen  Systcmes  von  denen  des  an- 
dern gebildeten  Segmente  von  dem  Curvenpunkte  aus  ge- 
sehen werden. 

Der  Ort  der  Scheitel  aller  Strahlenbüschel  mit  unverän- 
derter Basis,  für  welche  dieses  Oesetz  erfüllt  ist,  ist  eine 
Curve  dritter  Ordnung,  der  die  Basis  angehört;  und  durch 
jeden  speciellen  Werth  dieser  Function  ist  eine  dieser  Cur- 
ven  individualisirt. 

Ich  bezeichne  ferner  durch  at'\  ff,'"  die  drei  geraden  Linien,  welche 
den  ersten  Punkt  des  ersten  Systems  mit  den  Punkten  des  zweiten  verbin- 
den, und  zugleich  auf  dieselbe  Weise  die  Punkte,  wo  diese  Linie  von  einer 
beliebigen  Tangente  p  der  Curve  dritter  Classe  geschnitten  werden,  die 
man  betrachtet;  desgleichen  mit  a,',  «,",  ff,'"  und  «,',  ff,",  ff,"'  die  Linien, 
die  den  zweiten  und  dritten  Punkt  des  ersten  respective  mit  den  Punkten 
des  zweiten  Systems  verbinden  und  zugleich  die  Punkte,  wo  diese  Linien 
derselben  Tangente  begegnen;  endlich  durch  Ä, ,  A,,  /i,  die  Entfernungen 
der  Punkte  des  ersten  und  durch  Zfn  2?t,  //,  die  der  Punkte  des  zweiten 
Systems  von  dieser  Tangente. 

Alsdann  ist  das  auf  dieser  Tangente  von  den  geraden  Linien  ff,',  a," 
bestimmte  Segment 

'    "rr:        *t  •        (ffM  "D 
1   1        sin  («,>).  Slff  («,'>) 
und  das  Product  der  drei  durch  die  vom  ersten  Punkte  des  ersten  Systems 
ausgehenden  geraden  Linien  auf  dieser  Taugeute  bestimmten  Segmente 
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9       99  #/       ///  999  9 

A,'.  rin  (o/,  at")  .  «w  («,",  g,'")  .  sin  (er,'",  er,') 

a,  a,  .ff,  a,  .  a,  a,  —  --.  ■ — ; —  ry- — ^ —  .  t  .  --„-. — r  • 

$m*  («, ,  p)  .  gm*  (a,  , /») .  («, 

Annlogo  Produkte  liefern  die  vom  »weiten  und  dritten  Punkte  des  ersten 
Systems  ausgehenden  Oeraden,  und  durch  Multiplication  dieser  drei  Pro- 
duete  erhält  man  das  Product  aller  der  Segmente,  welche  die  von  den 
Punkten  des  ersten  Systems  ausgehenden  geraden  Linien,  d.  h.  die  Tangenten 
der  Curve  vom  ersten  System  auf  der  veränderlichen  Tangente  p  bestimmen. 

Auf  gleiche  Weise  bildet  man  das  Product  aller  in  ihr  von  den  Tangen- 
ten des  zweiten  Systems  bestimmten  Segmente;  der  erste  Factor  desselben  ist 

ff,  ff, .«,«,. ff, «,  -      ,lvI.(fl/^).SIM.(fl;>p);^r-  p—  • 
Der  Quotient 

a,  <i,  .  ff,  ff,  .  ff,  a,  .  ff,  ff,  .  ff,  ff,  .  a,  ff, .  ff,  ff,  .  ff,  ff,  .  ff,  ff, 

»     i        »     >       »     '       <•     tf        Tt     fi       Ti     71        «7»     TU       TT,     jn        771  777 
ff,  ff,  .  ff,  ff,  .  ff,  ff,  .ff,    ff,  .  ff,   ff,   .  ff,  ff,   .  ff,     ff,    .ff,    ffj    .  ff,  ff, 

der  beiden  so  gebildeten  Segmentenproducte  liefert  einen  Ausdruck,  der 
aus  einem  constanten  Theile  und  einem  der  Einheit  gleichen  Theile  be- 
steht.  Der  erstere  ist: 

/  M,A3  \»  si»  (a,'.  a,") .  »in  ja".  ff,'")  .  »in  (a,~  ff,') 
\//t  //,  //,/  '    .«'« (//,',       .  *iw  (/;,  ,  a,')  .  «im  (o,\  «,') 
«i»  (a,  ,  a,  ;  .  »vi  (a,  ,  a,  )  .      (a,  ,  a,  J  .  sin  (a,  ,  ff,  ) .  «in  (ff,  ,  ff,  )  .  «in  (ff,  >  as  ) 
*  «i»  («,",  «,")  .  *in  (a,"t  ff,")  .  «tu  (Ii,",  Oj") .  »in  (ff,'",  *,"') .  sin  (a,"\  «,"')  .  «im  (<?,"',  a,"*)  * 
der  letztere: 

«im»  (ff/,  p)  .  «fa*  (/<,'.  p)  .  «fa*  (a,',  p)  .  «in'  (ff,",  p)  .  sin*(at",p)  .  »in*  (a,"t  p) 
«in«  («,',  p)  .  «iV  («,''7pT"*p"  («,*',  P)  .  ««'  (a,\  P)  •  «V  («,",  p)  .  «c*  (a,-,  p)  * 
»in*  («,'".  p)  .  sin*  (ff,'",  p)  .  afti*  (a,"'.  p) 
«in»  («,',  p) .  «w*  (a,",  p)  .  sin*  l  a,"\  p) 

Man  erhält  so  eine  charakteristische  constante  Function  der 
Segmente,  welche  von  jenen  neun  Verbindungslinien  der 
drei  Punkte  des  ersten  mit  jenen  des  zweiten  Systems  auf 
einer  beliebigen  Tangente  der  Curve  dritter  Classe  gebildet 
werden;  sie  ist  der  Quotient  zweier  Producte,  deren  jedes  auf  eins  der 
beiden  Punktsysteme  sich  bezieht  und  drei  Factoren  enthält  nach  der  Zahl 
der  Punkte  in  jedem  System;  jeder  dieser  Factoren  ist  das  Product  der 
drei  Segmente,  welche  von  den  Verbindungslinien  dieses  Punktes  mit  de- 
nen des  zweiten  Systems  auf  der  Tangente  bestimmt  werden. 

Die  Enveloppe  aller  der  geraden  Punktreihen,  für  wel- 
che bei  unveränderter  Lage  der  beiden  dreipunktigen  Sy- 
steme diese  Function  einen  constanten  Werth  behält,  ist 
eine  durch  diesen  Werth  char acteristisch  bestimmte  Curve 
dritter  Classe. 

Es  werden  somit  auch  die  Büschel  von  neun  Strahlen  an  den  Punkten 
der  Curven  dritter  Ordnung  und  die  Reihen  von  neun  Punkten  auf  den 
Tangenten  der  Curven  dritter  Classe  durch  ein  Gesetz  der  Constanz  einer 
gewissen  einfach  zu  bildenden  Function  der  Sinus  der  Winkel  zwischen 
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ihren  Strahlen  oder  der  Segmente  zwischen  ihren  Punkten  beherrscht,  so 
fern  nur  das  Punkte-  oder  Linieusystem,  welches  die  Basis  der  Curve  bil- 
det, auf  die  hier  vorausgesetzte  Weise  bestimmt  ist;  und  diese  characte- 
ristischen  Functionen  sind  offenbar  durch  die  grössere  Zahl  ihrer  Strahlm 
oder  Punkte  einer  weit  grössern  Reihe  von  Particularitaten  fähig  als  die 
entsprechenden  Functionen  bei  den  Kegelschnitten.  Man  sieht  sich  auf- 
gefordert, analog  den  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  die  man  die  anhar- 
monischen genannt  hat,  Eigenschaften  der  Curven  dritter  Ordnung  und 
dritter  Classe  durch  eine  Untersuchung  derselben  zu  entwickeln. 

Hier  liegt  mir  die  Bemerkung  näher,  dass  alle  vorhergehenden  Ent- 
wicklungen sich  auf  Symbolgleichungen  der  Formen 

er  .  ß  .  y  .  5  =  C '  .  er,  .  ßx  .  y,  .  d, 

und 

er .  ß  .  y  .  <5  .  t  =  C .  c,  .  ßt  .  y,  .  d,  .  f, 

leicht  ausdehnen  lassen,  dass  sie  also  analoge  Eigenschaften  und 
entsprechende  charakteristische  Functionen  für  die  Curven 
des  vierten  und  fünften  Grades  und  der  vierten  und  fünften 
Classe  liefern.  Die  Allgemeinheit  solcher  Gleichungen  hört  nur  da  auf, 
wo  die  Zahl  der  Coefficienten ,  über  die  man  in  ihnen  verfügen  kann ,  nicht 
die  Zahl  der  Coefficienten  erreicht,  welche  die  allgemeine  Gleichung  des 
entsprechenden  Grades  enthält.  So  darf  man  z.  B.  in  der  Gleichung  des 
vierten  Grades,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  verlieren,  zwei  der  geraden  Li- 
nien des  einen  Systems  zusammenfallend  annehmen,  so  dass  sie  die  Form' 
annimmt: 

«  .  ß  .  y  .  6  =  C .  Oj*.  yt  .  dV 

Nun  sind  «  =  0,  0  =  0,  y  =  0,  o"  =  0  die  Tangenten,  welche  in 
den  auf  der  geraden  Linie  «,=:0  gelegenen  vier  Punkten  an 
die  Curve  gezogen  werden  können,  und  man  sieht,  dass  die 
acht  Punkte,  in  denen  diese  der  Curve  noch  ferner  begegnen, 
dem  durch  die  Gleichung 

C'=  y, .  dt 

dargestellten  Orte  angehören  müssen,  d.  h.  dass  sie  in  einem 
Kegelschnitte  liegen. 

Die  den  Curven  vierter  Ordnung  entsprechende  constante  Function 
der  Sinus  besteht  im  Zähler  und  Nenner  aus  vier  Factoren ,  deren  jeder 
sechs  Sinus  enthält,  ist  also  der  Quotient  zweier  Producte  von  je  vierund- 
z wanzig  Sinus,  und  entsprechend  bei  den  Curven  vierter  Classe  der  Quo- 
tient zweier  Producte  aus  je  vierundzwanzig  Segmenten;  für  die  fünfte 
Ordnung  und  Classe  ist  die  Zahl  der  Sinus  oder  Segmente ,  welche  jedes 
dieser  Producte  zusammensetzen ,  fünfzig. 

Wie  bereits  M.  Terquem  am  angeführten  Orte  bemerkt  hat,  lassen 
sich  analoge  Sätze  auch  im  Räume  aussprechen.  Die  fruchtbarste  Anwen- 
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dung  dürfte  für  dieselben  in  der  Theorie  der  Oberflächen  dritter  Ordnung 
möglich  sein;  für  diese  gilt  allgemein  der  Satz: 

Hat  man  zwei  Systeme  von  drei  Ebenen,  so  gehen  dnrch 
die  nenn  geraden  Linien,  in  denen  die  Ebenen  des  ersten 
Systems  die  des  zweiten  durchschneiden,  unendlich  viele 
Oberflächen  dritter  Ordnung;  sie  sind  dargestellt  durch  die 
Gleichung 

A.B.  C  =  const.  A{ .  Bx  .  Cx , 

in  welcher  A  =  0,  5  =  0,  C=0  und  4=0,  #,=0,  C,=0  re- 
apective  die  drei  Ebenen  des  ersten  und  des  zweiten  Systems 
repräsentiren.  Es  geht  aus  der  Zahlung  der  Constanten  her- 
vor, dass  jede  Oberfläche  «dritter  Ordnung  analytisch  in 
dieser  Form  ausgedrückt  werden  kann.  Für  alle  Punkte 
einer  solchen  Oberfläche  ist  das  Productder  Entfernungen 
von  den  drei  Ebenen  des  ersten  Systems  zu  demProduct  der 
Entfernungen  von  den  drei  Ebenen  des  zweiten  Systems  in 
constanten]  Verhältniss. 

Für  die  Oberflächen  dritter  Ordnung  ist  dieser  Satz  mehr  als  eine  rein 
analytische  Relation,  denn  es  ist  bekannt  und  leicht  zu  beweisen,  dass  auf 
einer  jeden  Oberfläche  dritter  Ordnung  gerade  Linien  gezogen  werden 
können,  und  dass  dies  eben  unter  allen  höhern  Oberflächen  nur  den  Ober- 
flächen dritter  Ordnung  allgemein  eigen  ist.  Ich  erinnere  an  den  schönen 
Satz,  nach  welchem  jeder  Oberfläche  dritter  Ordnung  sieben- 
undzwanzig gerade  Linien  angehören,  Über  welchen  in  der  letzten 
Zeit  von  so  vielen  namhaften  Geometcrn  —  ich  nenne  die  Herren  Hart, 
Steiner,  Salmon,  Cayley,  Drioschi,  Schläfli  —  gehandelt  worden  - 
ist;  er  steht  in  nahem  Zusammenhang  mit  der  angegebenen  Beziehung. 

Ich  kehre  aber  zu  den  Curven  zurück,  um  noch  eine  andere  Reihe  von 
Ergebnissen  der  allgemeinen  symbolischen  Gleichungen  zu  erörtern;  dabei 
unterdrücke  ich  die  Beziehung  auf  die  Curven  der  entsprechenden  Classen 
als  selbstverständlich. 

Man  verbinde  mit  der  Symbolgleichung  der  dritten  Orduung 

o  .  ß  .  y  =  C  .  «,  .  ßt  .  yi 

die  andere 

o  .  ß  =  Ct  .  c,  .  ßt , 

welche  einen  Kegelschnitt  darstellt,  der  durch  diejenigen  vier  von  den 
neun  Basispunkten  der  Curve  dritter  Ordnung  geht,  welche  den  geraden 
Linien  a  =  0 ,  0  =  0  und  er,  =  0 ,  ßt  =  0  angehören ;  man  sieht  sofort, 
dass  die  zwei  Punkte,  welche  dieser  Kegelschnitt  mit  der  Curve  dritter 
Ordnung  ferner  gemein  hat,  der  Gleichung 
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genügen  müssen ,  d.  b.  dass  sie  stets  mit  dem  Durchschnittspunkt  der  der 
Basis  der  Curve  angehörigen  geraden  Linien  y  =  0,  y,  =0  in  einer  gera- 
den Linie  liegen  müssen.  Man  hat  so  den  Satz : 

Wenn  eine  Curve  dritter  Ordnung  durch  die  neun  Schnitt- 
punkte zweier  Systeme  von  je  drei  geraden  Linien  gelegt 
ist,  so  wird  sie  von  jedem  Kegelschnitt,  der  einem  aus  vier 
von  jenen  geraden  Linien  —  je  zwei  aus  einem  System  —  ge- 
bildeten Viereck  umschrieben  ist,  in  zwei  ferneren  Punkten 
geschnitten,  deren  gerade  Verbindungslinie  stets  durch  den 
festen  Punkt  der  Curve  geht,  in  welchem  die  jenem  Viereck 
nicht  angehörigen  geraden  Linien  beider  Systeme  sich 
schneiden  *). 

Auf. solche  Weise  correspondirt  dem  Büschel  von  Kegel- 
schnitten, welches  durch  jene  vier  Punkte  bestimmt  ist,  ein 
Strahlenbüschel  um  den  angegebenen  Punkt,  und  zwar  so,  dass 
jedem  Kcgelschuitt  des  Büschels  ein  Strahl  und  jedem  Strahl  ein  Kegel- 
schnitt und  nur  einer  entspricht.  Das  Entsprechen  zwischen  dem  Strahlen- 
büschel und  dem  Büschel  von  Kegelschnitten  ist  somit  ein  anharmonisches, 
ein  Entsprechen  nach  gleichem  Doppelschnittsverhältniss.  Der  Ort  der 
Durchschnittspunkte  correspondirender  Elemente  beider 
Büschel  ist  die  Curve  dritter  Ordnung. 

So  kehrt  das  Doppelschnittsverhältniss,  welches  für  die  Gebilde  erster 
Ordnung,  die  Strahlenbüschel  und  Punktereihen,  einer  zusammengesetzteren 
Function  gewichen  war,  als  Gesetz  bei  Gebilden  einer  höheren  Ordnung 
zurück,  die  wie  jene  die  Curve  erzeugen. 

Wenn  ebenso  die  Symbolgleichungen 

o  .  ß  .  y  .  ö  =  6* .  er,  .  ßt  .  yx .  6X , 

«  •  ß  •  y  =  C%  •  «i  •  ß\  •  f\ 
mit  einander  verbunden  werden,  deren  erste  eine  Curve  vierter  Ordnung 
durch  die  sechzehn  Punkte  darstellt,  wo  das  System  der  vier  geraden  Li- 
nien o=0,  0=0,  y=0,  5~~0  von  dem  andern  System  «,=0,  0,=O, 
y,=0,  d,  =0  geschnitten  wird,  und  deren  zweite  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung durch  die  neun  Schnittpunkte  der  geraden  Linien  o--0,  ß~0y  y  =  0 
mit  denen  «,  =  0,  ^,-=0,  yj  =  0  bezeichnet,  so  erkennt  man,  dass  die  drei 
Punkte ,  welche  beide  Curven  ferner  mit  einander  gemein  haben  müssen, 
dem  Orte 


angehören  und  daher  immer  in  einer  geraden  Linie  liegen,  welche  durch 


*)  Dieser  Satz  findet  Rieh  bereit«  in  Mr.  8almon's  Higher  plane  curves  (1852);  er 
nennt  den  Punkt  (y,/i)  den  ,.point  opposite"  der  vier  gegebenen  Punkte.  —  Mr. 
Chasles  gab  ihn  in  anderer  (»estalt  in  dem  XIV.  Hände  der  Aomü.  annat.  1855  als 
eine  Aufgabe;  sie  rief  eine  schöne  analytische  Auflösung  durch  II.  Brioschi  hervor. 
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den  Punkt  geht,  in  dem  die  geraden  Linien  5  =  0,  dt  =  0  sieb  schneiden, 
die  zur  Basis  der  Curve  dritter  Ordnung  nicht  gehören.  Durch  jene  neun 
Punkte  gehen  unendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  und  jeder  von  ihnen 
entspricht  auf  diese  Weise  ein  bestimmter  durch  den  oben  bezeichneten 
Punkt  gehender  Strahl  und  umgekehrt  jedem  dieser  Strahlen  eine  einzige 
von  jenen  Curven  dritter  Ordnung.  Demnach  bilden  diese  Curven 
ein  Büschel,  dessen  einzelne  Elemente  denen  des  Strahlen- 
büschels nach  gleichem  Doppelschnitts verhältniss  entspre- 
chen; der'D  urchschnittsort  entsprechender  Elemente  beider 
Büschel  ist  die  Curve  vierter  Ordnung. 
Bezeichnet  man  dagegen  durch 

u  .  ß  =  Cx  .  er,  .  ßt 

einen  der  Kegelschnitte,  die  dem  Viereck  aus  den  geraden  Linien  «  =  0, 
0  =  0,  o,  =0,  ßt  =  0  umschrieben  sind,  so  schneidet  derselbe  die  Curve 
vierter  Ordnung  in  ferneren  vier  Punkten,  welche  nothwendig  dem  Kegel- 
schnitte 

•  C 

angehören;  und  man  sieht,  dass  die  Curve  vierter  Ordnung  der 
Durchschnittsort  der  homologen  Elemente  zweier  Büschel 
von  Kegelschnitten  ist,  zwischen  deren  Basen  jene  zwei  Sy- 
steme von  vier  geraden  Linien,  welche  die  Basis  der  Curve 
vierter  Ordnung  bilden,  so  vertheilt  sind,  dass  jede  zwei  aus 
jedem  System  enthält  und  keine  von  allen  beiden  gemein- 
sam ist. 

Ich  breche  hier  ab,  denn  das  Gegebene  ist  völlig  hinreichend,  um  zu 
sehen,  wie  aus  diesen  einfachen  Betrachtungen  die  Grundlagen  der  schö- 
nen Erzeugungsmethoden  der  algebraischen  Curven  hervor- 
gehen, durch  welche  Mr.  Chasles  uud  andere  Forscher  die  reine 
Geometrie  in  der  letzten  Zeit  bereichert  haben.  Auf  die  allgemeine 
Begründung  derselben  für  Curven  aller  Grade  und  Classon ,  sowie  auf  ihre 
speciellc  Ausbildung  zu  liuearen  Constructionsmcthoden  der 
durchdiehinreichendcAnzahl  von  Punkten  oder  Tangenten 
bestimmten  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  oder  Classe 
gedenke  ich  nächstens  in  dieser  Zeitschrift  ausführlich  zurückzukommen. 
Ueberall  spielen  in  diesen  Methoden  Büschel  von  Curven,  welche  andern 
solchen  Büscheln  nach  gleichem  Doppelschnittsverhältniss  entsprechen,  die 
Rolle  der  Generatoren ;  unter  allon  solchen  Büscheln  ist  das  erste  und  ein- 
fachste und  zugleich  das  für  die  Curven  dritter,  vierter  und  fünfter  Ord- 
nung wichtigste  das  Büschel  der  demselben  Viereck  umschrie- 
benen Kegelschnitte.  Obgleich  man  von  diesem  interessanten  System 
eine  grosse  Zahl  höchst  merkwürdiger  Eigenschaften  kennt,  so  ist  doch 
meines  Wissens  nach  keine  zusammenhangende  Untersuchung  desselben 
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veröffentlicht  worden.  Und  doch  scheint  die  Bemerkung,  dass  eine  allge- 
meine Gleichung  zweiten  Grades  in  Cartesischen  Coordinaton  ein  solches 
System  darstellt,  wenn  man  darin  den  Coefticienten  des  Rechtecks  der 
Veränderlichen  variiren,  die  (ihrigen  Coofticienten  aher  beständig  sein  lässt 
eine  solche  ziemlich  einfach  zu  machen. 

Schon  der  Umstand,  dass  die  durch  die  Voraussetzung  der  Ungleichheit 
der  Nenner  in  den  allgemeinen  Collinoationsgleichungen  entspringende  all- 
gemeinere geometrische  Verwandtschaft ,  welche,  von  II.  Möbius  bereits 
angedeutet,  spater  von  II.  Magnus  und  II.  Steiner  untersucht  worden  ist, 
sich  auf  dieses  System  stützt,  indem  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  des  Systems 
derjenige  als  entsprechend  betrachtet  wird,  in  dem  die  sämmtlichen  Polaren 
des  enteren  in  Bezug  auf  die  einem  festen  Viereck  umschriebenen  Kegel- 
schnitte sich  schneiden,  fordert  zu  einer  solchen  Untersuchung  lebhaft  auf. 

Ks  sei  mir  gestattet,  für  die  Discussion  eines  solchen  Systems  eine 
Methode  vorläufig  anzudeuten,  welche  von  besonderer  Fruchtbarkeit  ist 
und  aus  mehreren  Gründen  als  die  der  Aufgabe  gemässeste  angesehen 
werden  darf. 

Ich  setze  die  Benutzung  dreiseitiger  Coordinaten  voraus,  weil  durch 
sie  den  Gleichungen  der  Vorzug  der  Ilomogeneität  gegeben  wird ,  den  die 
ueuere  Algebra  so  hoch  schätzen  lehrt.  Die  allgemeine  homogene  Gleich- 
ung zweiten  Grades  zwischen  drei  Veränderlichen  kann  durch  lineare 
Transformationen  in  unendlich  vielen  Arten  auf  die  Summe  der  Quadrate 
von  drei  Veränderlichen,  als  auf  ihre  canonischc  Form  reducirt  werden. 
Der  Sinn  dieser  Transformation,  in  der  Sprache  der  Geometrie  ausgedrückt, 
ist  der,  dass  man  die  Curve  zweiter  Ordnung  auf  ein  Dreieck  als  Funda- 
mentaldreieck bezieht,  welches  sich  selbst  conjugirt  ist,  d.  h.  in  welchem 
jede  der  drei  Seiten  die  Polare  des  gegenüberliegenden  Eckpunktes  in  Be- 
zug auf  den  betrachteten  Kegelschnitt  ist.  Nun  besitzen  aber  alle 
die  demselben  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte  ein  ge- 
meinschaftliches sich  selbst  conjugirtes  DreiecJc,  d.  h.  alge- 
braisch: es  ist  möglich,  für  ein  und  dasselbe  Coord  i  n  a  t  en  Sy- 
stem die  Gleichungen  aller  Kegelschnitte  der  Familie  auf 
die  canonischc  Form  zu  reduciren. 

Man  kann  diess  ausgezeichnete  Fundamentaldreieck  auf  die  einfachste 
Art  mit  dem  System  der  Kegelschnitte  verknüpfen  und  zugleich  seine  Lag»1 
erkennen,  wie  folgt:  Die  in  den  Ecken  des  Vierecks,  welches  dem  Buscht 
zur  Basis  dient,  an  die  Kegelschnitte  gezogenen  Tangenten  bilden  Strah- 
lenbüschel von  gleichem  Doppelschnittsverhältniss.  Diese  Tangenten 
büschel  erzeugen,  paarweis  genommen,  durch  den  Durchschnitt  ihrer  ent- 
sprechenden Strahlen  Kegelschnitte,  von  denen  man  leicht  erkennt,  da« 
sie  sich  auf  gerade  Linien  reduciren;  denn  es  treten  unter  den  dem  Viereck 
umschriebenen  Kegelschnitten  auch  die  Paare,  der  Gegenseiten  und  das 
Diagonalenpaar  des  Vierecks  auf,  nämlich  als  Grenzkegelschnitte,  welche 
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die  verschiedenen  Gruppen  der  Curven,  die  der  Familie  angeboren,  von 
einander  trennen,  und  da  gerade  Linien  ihre  eigenen  Tangenten  sind,  so 
fallen  für  jedes  Paar  der  Tangenteubüschol  zwei  correspoudirende  Strahlen 
zusammen  und  die  sechs  Kegelschnitte  reduciren  sich  auf  die 
drei  geraden  Linien,  welche  den  Durchschnittspunkt  der 
Diagonalen  und  die  Durchschnittspunkte  der  Gogenseitcn- 
paare  des  Vierecks  mit  einander  verbinden.  Sie  bilden  das 
von  den  einzigen  Doppelpunkten  der  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels bestimmte  Dreieck.  Man  kann  leicht  zeigen,  dass  dieses 
Dreieck  in  der  That  für  alle  Kegelschnitte  des  Systems  sich  selbst  conju- 
girt  ist,  und  dass  es  das  Dreieck  der  Cardinalpunkte  des  Herrn 
Magnus  ist.  In  welchen  Beziehungen  dasselbe  zu  manchen  allgemeinen 
Fragen  über  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  insbesondere  auch  zum  Ortho- 
gonalkreis dreier  Kreise  steht,  wird  man  in  meiner  demnächst  erscheinen- 
den deutschen  Bearbeitung  von  Mr.  Salmou's  „Trcatise  on  Conic  Seciions", 
auf  welche  ich  mir  hier  zu  verweisen  erlaube,  ausgeführt  finden.  (Art.  370, 
398;  Art.  353  f.) 

Die  Beziehung  auf  dieses  Dreieck  als  Fundamentaldreieck  sichert  der 
Untersuchung  zwei  grosse  Vortheile  zugleich,  nämlich  die  mächtigen  Hülfa- 
quelleu  der  Algebra  der  homogenen  Functionen  und  die  der  neueren  Geo- 
metrie. Eino  solche  Untersuchung  würde  durch  die  Allgemeinheit  ihrer 
Voraussetzungen  zugleich  den  Weg  bahnen  für  die  Untersuchung  der  Bü- 
schel von  Curven  dritter  und  höherer  Ordnung. 


XV. 

Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Ed.  Zetzsche. 

IL  Die  Typendrucktelegraphen. 

Wenn  es  in  gewissen  Beziehungen  unbequem  ist,  dass  die  telegraphi- 
schen Zeichen  nicht  für  Jedermann  lesbar  und  verständlich  sind ,  vielmehr 
nur  bei  Bckauntschaft  mit  einem  besondern  Zeichenalphabet  entziffert  wer- 
den können,  so  bestünde,  da  es  auf  der  andern  Seite  fast  unerlässlich  ist, 
dass  die  Zeichen  nicht  vergänglich,  sondern  bleibend  seien,  in  dieser  Hin- 
sicht die  höchste  Aufgabe  der  Telegraphie  dariu ,  die  Depesche  telegra- 
p^hisch  auf  der  Empfangsstation  in  Buchstaben  auf  Papier  zu  drucken,  da- 
mit man  sie  sofort  nach  ihrem  Einlangen  daselbst  in  ähnlicher  Weise  von 
dem  Papier  ablesen  könne,  wie  den  gewöhnlichen  Letterndruck  in  gedruck- 
ten Büchern.  Sehr  frühzeitig  hat  man  auch  daran  gedacht,  diese  Aufgabe, 
zu  lösen  und  Apparate  zu  coustruiren,  welche  die  Depesche  in  den  gewöhn- 
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liehen  Buchstaben  auf  Papier  drucken.  Man  nennt  solche  Apparate  Ty- 
pendrucktelegraphen, im  Französischen  lelegraphes  imprimeurs  oder 
telegraphes-presses,  im  Englischen  printing  lelvgraphs.  In  jedem  Typen- 
drucktelegraphen müssen  nach  einander  oder  gleichzeitig  folgende  4  Ver- 
richtungen vollzogen  werden: 

1)  es  muss  der  zu  telegraphirende  Buchstabe  an  die  Stelle  gebracht 
werden,  wo  er  auf  das  Papier  aufgedruckt  werden  soll; 

2)  wenn  er  an  dieser  Stelle  angelangt  oder  eingestellt  ist,  muss 
er  auf  das  Papier  aufgedruckt  werden; 

3)  es  müssen  die  Typen  regelmässig  mit  Druckfarbe  versehen  und 

4)  es  muss  nach  jedem  Aufdrucken  eines  Buchstabens  das  Papier  um 
ein  angemessenes  Stück  fortgerückt  werden,  damit  für  den  näch- 
sten zu  druckenden  Buchstaben  ein  reiner  Platz  herbeigeschafft 
wird. 

Die  beiden  letzten  Verrichtungen  sind  durch  sehr  einfache  mechanische 
Mittel  zu  erlangen;  während  die  auf  einem  kleinen  Rade  aufgesteckt™ 
Typen  beständig  an  eine  mit  der  Druckfarbe  versehene  Schwärzwalze  an- 
streifen, wird  das  Papier  gewöhnlich  beim  Rückgänge  des  Druckapparates 
durch  diesen  selbst  ein  Stück  fortgeschoben.  Es  bleiben  somit  hauptsäch- 
lich die  beiden  ersten  Verrichtungen  für  die  Thätigkeit  des  elektrischen 
Stromes  übritr,  und  sie  gernde  werden  in  den  verschiedenen  Typendruck- 
telegraphen  auf  die  verschiedenste  Weise  vermittelt.  Die  Typen  befinden 
sich  ohne  Ausnahme  an  einer  Scheibe ,  dem  Typenrade,  und  gelangen 
bei  der  Umdrehung  derselben  nach  einander  an  den  Ort,  wo  das  Aufdrucken 
erfolgt;  das  Einstellen  des  jedesmal  zu  tclegraphirenden  Buchstabeus  er- 
folgt aber : 

1)  Durch  zwei  gleichgeh  ende  Uhrwerke,  von  denen  das  eine 
auf  der  tclegraphirenden  Station  einen  Zeiger  auf  einem  Ziffer- 
blatto  oder  einer  Buchstabenscheihe,  das  andere  auf  der  Empfangs- 
station das  Typeurad  gleichmas>ig  fortbewegt.  Die  Zuverlässig 
keit  des  Telegraphirens  ist  hier  an  den  dauernd  übereinstimmenden 
Gang  der  beiden  Uhrwerke  geknüpft  und  desshalb  nicht  zu  gross. 
Bei  den  Typendrucktclegrapheu  von  Vail  und  Bain  werden  die 
beiden  Uhrwerke  durch  die  Unterbrechung  eines  elektrischen 
Stromes  losgelassen  und  nachdem  sie  das  Typenrad  eingestellt 
haben,  durch  einen  jetzt  circulircndcu  Strom  arretirt  und  zugleich 
der  Druckapparat  in  Thätigkeit  gesetzt.  Bei  dem  Telegraph  von 
Thciler  dagegen  lässt  ein  kurzer  Strom  die  beiden  Uhrwerke 
los  und  ein  zweiter  kurzer  Strom  arretirt  sie  nach  dem  Einstellen 
und  vermittelt  das  Aufdrucken.  Diese  Classe  von  Typendruck- 
telegraphen  enthält  die  ältesten,  aber  minder  vollkommenen. 

2)  Durch  zwei  beliebige  Uhrwerke  auf  den  beiden  Stationen; 
dabei  wird  der  Gang  der  Uhrwerke  während  des  Einstellens  durch 
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die  Wirkung  elektrischer  Ströme  auf  ein  Echappcment  regulirt 
und  nach  dem  Einstellen  das  Drucken  durch  einen  Strom  von  ent- 
gegengesetzter Kichtung  (Du  Moncel  und  Digney)  oder  durch 
einen  stärkern  gleichgerichteten  Strom  (Froitcl)  herbeigeführt, 
oder  es  ist  eine  besondere  Ausrückungsvorrichtung  vorhanden, 
welche  mit  Hilfe  einer  Frictionskuppelung  (Ilouse)  oder  unter 
Mitwirkung  eines  hydraulischen  Apparates  (Brett)  den  Druck- 
apparat erst  dann  in  Wirksamkeit  treten  lässt,  wenn  das  Typen- 
rad, sei  es  durch  einen  dauernden  Strom  oder  durch  eine  längere 
Unterbrechung,  still  steht. 

3)  Durch  abwechselnd  hergestellte  und  unterbrochene  elektrische 
Ströme,  welche  (ohne  Uhrwerk)  unmittelbar  durch  ein  Echappo- 
ment  das  Typenrad  fortrücken;  das  Drucken  erfolgt  dann  erst  bei 
einer  längern  Unterbrechung  des  Stroms,  während  eine  schnelle 
Folge  von  Unterbrechungen  den  Druckapparat  ebenso  unthätig 
erhält,  wie  ein  dauernder  Strom  (Poole,  Siemens).  DerUeber- 
gang  von  der  ersten  Classe  zur  zweiten  und  dritten  bezeichnet 
den  Fortschritt  vom  Unvollkommenen  zum  Vollkommenem. 

Das  zu  bedruckende  Papier  war  ursprünglich  als  Blatt  auf  einem  Cy- 
lindcr  befestigt  und  die  Depesche  wurde  in  Schraubenlinien  auf  dasselbe 
aufgedruckt;  später  bediente  man  sich  eines  schmalen  Streifens,  auf  wel- 
chem die  ganze  Depesche  nur  eine  Zeile  bildete;  der  Telegraph  von  Frei- 
tel  (siehe  später)  endlich  druckt  die  Depesche  auf  ein  Blatt  in  unter  ein- 
ander liegenden  Zeilen  ab,  so  dass  die  Depescho  genau  so  auasieht,  wie 
ein  Blatt  aus  einem  gedruckten  Buche. 

Die  Typendrucktelegraphen  arbeiten  immer  verhältnissmässig  langsam, 
da  eine  grosse  Geschwindigkeit  nur  auf  Kosten  der  Zuverlässigkeit  zu  er- 
langen ist;  denn  entweder  muss  man  sich  dann  auf  die  Uebereinstiinmung 
und  Gleichzeitigkeit  im  Gang  zweier  weit  von  einander  entfernter,  also 
leicht  der  Einwirkung  verschiedener  Einflüsse  ausgesetzter  Uhrwerke  ver- 
lassen, oder  man  bedarf  einer  grossen  Anzahl  elektrischer  Ströme  und  muss 
jeden  derselben  doch  wenigstens  so  lange  andauern  lassen,  dass  die  Elck- 
tromagnete  die  nöthige  Stärke  des  Magnetismus  erlangen.  In  diesem  letztern 
Falle  bedarf  man  aber  zur  Einstellung  eines  Buchstabens  1  bis  20  und  mehr 
Ströme,  während  bei  der  Telegraphie  mit  dem  Morsc'schen  Telegraph 
nur  1  bis  höchstens  0  Ströme  für  einen  Buchstaben  nöthig  sind.  Zudem  ist 
die  Zahl  der  telcgraphischen  Zeichen  mehr  auf  die  in  dem  Typenrade  ent- 
haltenen beschränkt,  während  sich  bei  dem  Morse'schen  Telegraph  leicht 
und  ohne  Missvcrstandnissc  und  Unklarheiten  im  Gefolge  zu  haben,  belie- 
big viele,  angemessen  kurze  telcgraphische  Zeichen  von  gewählter  Bedeu- 
tung durch  Cornbinatioh  der  telcgraphischen  Grundzeichen,  d.  i.  Punkt  und 
Strich,  bilden  lassen.    Wenn  man  dabei  erwägt,  welche  Schwierigkeiten 
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sich  der  Anwendung  der  Translation*)  bei  den  Typendrncktelegraphen 
entgegensetzen,  so  wird  man  sich  nicht  darüber  wundern,  dass  die  Typen 
drucktclegraphen  eine  nicht  zu  ausgebreitete  Anwendung  gefunden  haben. 
In  Deutschland ,  Frankreich ,  England  und  Russland  sind  sie  nur  vorüber- 
gehend und  auf  kurzern  Linien  in  Gebrauch  gewesen;  nur  in  Nordamerika 
hat  sich  der  House'sehe  Apparat  weit  ausgebreitet.  Gleichwohl  sind  die 
Typendrucktelegraphen  besonders  für  telegraphische  Anlagen  in  grösseren 
weitläufigen  Etablissements  und  an  Eisenbahnen  nicht  unwichtig ,  dachen 
ihre  Handhabung  durchaus  keine  umständlichen  Vorkenntnisse  uud  kein 
besonderes  Vertrautsein  mit  dem  Apparate  erfordert. 

Das  Verdienst  der  Erfindung  der  Typendrucktelegraphen  wird  wohl 
den  Amerikanern  nicht  abgesprochen  werden  können;  nach  einer  brief- 
lichen Mittheilung  des  Prof.  Samuel  F.  B.  Morse,  vom  8.  Jannar  1*47, 
machte  der  Nordamerikauer  Vaii  bereits  im  Frühjahr  1837**)  diese  Erfin- 
dung. Zwar  behauptet  Morse  ebendaselbst,  er  selbst  sei  gleich  zu  An- 
fang auf  eine  bleibende  telegraphische  Mittheilung  der  gewöhnlichen  Buch- 
staben bedacht  gewesen  und  habe  gefunden,  dass  eine  solche  auf  verschie- 
dene Weise  möglich  sei,  doch  habe  er  wegen  der  grösseren  Leistun^s- 
t'ähigkeit  und  Einfachheit  einem  andern  Systeme  den  Vorzug  gegeben: 
allein  erst  im  Jahre  1847  trat  Morse  mit  einem  Typendrucktelegrapben 
hervor.  Etwa  gleichzeitig  und  wahrscheinlich  unabhängig  von  Vail  machte 

4 

in  England  Charles  Wheatstone,  Prof.  am  A'ing's  College,  dieselbe 
Erfindung.  Nach  Comptes  rendus,  Bd.  XX,  S.  1753  (vom  J.  1845)  existirte 
der  Apparat  von  Wheatstone  in  England  schon  1837  und  in  seiner  letzten 
Form  seit  1810,  wurde  1841  mehreren  Mitgliedern  der  Academie  vorgezeigt 
und  war  1813  auf  einigen  Stationen  der  Eisenbahnen  von  Paris  nach  Orleatt- 
und  von  Paris  nach  Versailles  in  Betrieb.  Seit  1837  arbeitete  Wheatstone 
gemeinschaftlich  mit  W.  Fothergill  Oooke,  welcher  183T»  in  Heideli*r.: 
bei  Prof.  Munckc  die  elektrotelegraphischen  (Gauss'schen V )  Experimente 
mit  dem  Elektrometer  gesehen  hatte  und  nach  seiner  Rückkehr  nach  Eni' 
land  noch  1S3G  einen  Nadeltelegraph  und  einen  Zcigertelegraph  mit  Echappf- 
ment  construirte.  Ucbcrhaupt  lag  nach  der  Erfindung  der  Zeigertele- 
graphen die  Erfindung  der  Typcudrucktclegraphcn  ziemlich  nahe.  Aach 
Fardely  in  Mannheim  verwandelte  seinen  Zcigertelegraph  in  einen  [durch 
einen  einzigen  Leitungsdraht***)  betriebenen]  Typendrucktelegraph,  wel- 

*)  I>er  in  den  Comptes  rcnifux,  fid.  20,  S.  367  (Mlirz  1848)  besprochene  Sehl  äs- 
sei  (trantimttettr)  für  einen  magnctoelcktrischcu  Zeigertelegraphcn  von  Professur 
(ilacsent  r  in  Lüttich  ist  in  Dingl.  r's  polytechnischem  Journal,  lid.  10V»,  S.  ^Tv. 
fälschlich  I  cbertrurcr  genannt. 

**)  Yergl.  Meehunic's  Magazine,  IUI.  46,  8.  2">l;  nach  Shaffner  (tclegrapk  ma- 
tnttil,  New-Y«.rk,  1S.V.I,  S.  3S2)  aber  erst  im  Oetoher  ISH7. 

***)  Henry  und  Kdward  Hi^hton  in  London  construirten  tinter  an  1- r:: 
einen  elektrischen  Typendruektelegrnph  mit  1,  2  oder  3  Leitungsdrähten.  Wt.-l 
lin^er's  polytechnisches  Journnl,  ]{<!.  113,  S.  IS,  aus  Repeifny  of  Patent  Inrct^^. 
March  18-W.  —  Shaffner,  leleyrtiph  mansml ,  S.  303.  —  E.  Hiyhtun,  the  r/r«  luvt: 
yniph,  London  1852,  ö.  9'J  u.  100. 
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clicr  auf  der  Tauuusbahn  in  Anwendung  kam,  18-15  zwischen  Kastel  und 
Wiesbaden,  184t»  zwischen  der  Kheinlust  und  dem  neuen  Posthause  in  Lud- 
wigshafen. Zur  Vervollkommnung  der  Typendrucktelegraphen  trugen  seit- 
dem Amerikaner,  Engländer,  Franzosen  uud  Deutsche  bei;  in  neuerer  Zeit 
abergingen  Verbesserungen  besonders  von  Amerika  aus,  wo  lKTHi  Albert 
J.  Partridge  am  22.  April,  Henry  N.  Baker  am  20.  April,  Moses  G. 
Farmer  am  lö.  Juni  Patente  auf  Verbesserungen  an  Typendrucktelegra- 
phen,  David  E.  Hughes  aber  am  20.  Mai  ein  Patent  auf  einen  für 
Doppeltelegraphie  eingerichteten  Typendrucktelegraph  erlangte. 

Da  es  immer  interessant  ist,  die  verschiedenen  Wege  kennen  zu  ler- 
nen, welche  zur  Erreichung  desselben  Zieles  eingeschlagen  wurden  und 
werden  können,  so  möge  hfer  eine  nähere  Beschreibung  mehrerer  Typen- 
drucktelegraphen folgen. 

•  _ 

L  Der  Typendrucktelegraph  von  Alfred  Vail. 

Der  Nordamerikaner  Alfred  Vail,  welcher  mit  Prof.  Morse  arbei- 
tete, erfand  seinen  Typcndrucktelegraph  im  Jahre  1837*)  und  gab  dem 
Apparate  zum  Zeichengeben  folgende  aus  Fig.  1  und  2,  Taf.  V,  ersichtliche 
Hinrichtung : 

Auf  dem  metallenen  Typenrade  A  selbst  stehen  21  vorstehende  Metall- 
stifte in  einer  Spirallinie  B  um  den  Mittelpunkt  des  Kades  herum;  jeder 
entspricht  einem  der  23  Buchstaben  oder  Typen  (A,  B,  C,  1K  £,  K  G,  II,  /, 
A ,  L,  M,  ^,  0,  P,  Q,  R,  S.  T,  U,  T.  ft\  A  ),  welche  an  den  Speichen  des 
Kades  angebracht  sind,  der  21.  aber  bildet  den  Kulte-  oder  Ausgangspunkt, 
auf  welchen  die  Apparate  eingestellt  werden,  wenn  nicht  telegraphirt  wird. 
Die  Entfernung  eines  jeden  Stiftes  vom  Mittelpunkte  des  Kades  ist  genau 
so  gross,  als  die  eines  dazu  gehörigen  Loches  in  dem  vertical  stehenden 
Iudex  6';  dieser  Index  C  ist  von  Elfenbein,  mithin  gegen  den  Gestelltheil 
D  isolirt,  in  das  Elfenbein  ist  aber  eine  durchlöcherte  Metallplatte  einge- 
legt, welche  durch  einen  angelötheten  isolirten  Draht  a  mit  den  Multiplica- 
tionsrollcn  des  Elektromagnetes  Ex  verbunden  ist,  wiihrcnd  das  andere 
Eude  b  der  Köllen  nach  dem  einen  Pol  der  Batterie  führt.  Der  andere  Pol 
der  Batterie  ist  durch  die  Luftleitung  mit  der  nächsten  Station,  den  dorti- 
gen Apparaten  und  schliesslich  dort  mit  der  Erde  verbunden.  Das  Typen 
rad  A  ist  gegen  das  Messinggestell  D  des  Apparates  nicht  isolirt,  steht  viel- 
mehr durch  dasselbe  und  den  isolirten  Draht  c  (Fig.  2,  Taf.  V)  mit  den 
Köllen  des  Elektromagnetes  Et  in  leitender  Verbindung;  von  diesen  fuhrt 
der  Draht  d  zu  den  Köllen  des  Elektromagnetes  E3  und  endlich  der  Draht  e 
zur  Erde.  Es  ist  somit  der  elektrische  Kreis  geschlossen,  sobald  nur  die 
Verbindung  zwischen  dem  Index  C  und  dem  Typenrade  A  hergestellt  wird, 


*)  Ausführlicheres  darüber  enthalt:  Vail.  the  American  Elcctro- Maynctic  Telegraph, 
Philadelphia  1817,  8.  157  —  171.   Vergl.  E.  Highton,  the  electrie  teleyraph,  8.  03. 
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nnd  es  sind  dann  alle  drei  Elektromagnet®  Ex ,  Et  und  des  Apparates  in 
den  Schliessungskreis  eingeschaltet.  Die  leitende  Verbindung  zwischen 
dem  Index  ('  und  dem  Typenrade  A  wird  aber  hergestellt,  wenn  man  in  ein 
Loch  des  Index  C  einen  metallenen  Stift  einsteckt;  dann  kommt  der  ent- 
sprechende Stift  auf  dem  Typeuradc  bei  der  Umdrehung  des  letztern  mit 
dem  in  den  Iudex  eingesteckten  Stifte  in  Berührung  und  sowie  dies»  ge- 
schieht, ziehen  alle  drei  Elektromagnete  ihre,  den  aus  den  Köllen  heraus- 
stellenden magnetischen  Polen     ,  />,  und  ps  gegenüber  liegenden  Anker  an. 

Die  Apparate  von  zwei  zusammengehörigen  Stationen  sind  nun  mit 
zwei  gleichgehenden  Uhrwerken  versehen,  welche  in  dem  Gestell  D  an- 
gebracht sind,  durch  zwei  gleiche  Gewichte  iu  Bewegung  gesetzt  nnd  durch 
zwei  gleiche  Pendel  F  mit  Echappement  und  einem  Echappementrad  G  mit 
21  Zähnen  in  gleichem  Gange  erhalten  werden;  das  Echappementrad  G 
sitzt  fest  auf  der  Welle  des  Typeuradcs  A  und  letzteres  uiuss  daher  genau 
der  Bewegung  des  ersteren  folgen.    So  lange  nicht  telegraphirt  wird ,  ist 
auf  beiden  Stationen  durch  einen  besondern  Wechsel,  der  einem  Strom- 
wender ähnlich  ist,  der  Kreis  des  Stromes  geschlossen,  ohne  dass  der  Index 
und  das  Typenrad  in  den  Kreis  eingeschaltet  ist*);  es  würde  also  z.B. 
durch  eine  Wechselklemme  q  ganz  einfach  der  Draht  u  direct  mit  dem 
Drahte  c  leitend  verbunden,  wie  Fig.  5,  Taf.  V,  veranschaulicht;  der  Kren; 
ist  also  geschlossen,  die  Batterien  darin  eingeschaltet,  die  drei  Elektro- 
magneten werden  demnach  magnetisch  und  entweder  Et  oder  E%  hält  das 
Pendel  F  durch  den  daran  befindlichen  Anker  f  fest.    Beim  Beginn  des 
Telegraphirens  wird  blos  auf  der  tclegraphirenden  Station  der  Wechsel 
umgeschaltet,  d.  h.  durch  Oeffnen  der  Wechselklemmc  q  die  directe  Yer- 
•         biudung  zwischen  a  und  c  aufgehoben,  wie  Fig.  ü,  Taf.  V,  zeigt;  dadurch 
kommt  das  Typenrad  und  der  Index  in  den  Schlicssungskreis ,  und  somit 
ist  der  Strom  unterbrochen;  beide  Uhrwerke  treten  in  gleichen  Gang  und 
rücken  die  Typenräder  in  gleichem  Schritte  fort.   Wird  nun  aber  auf  der 
telegraphireuden  Station  ein  Stift  in  ein  Loch  des  Index  eingesteckt.su 
wird  die  Batterie  wieder  geschlossen,  wenn  der  entsprechende  Stift  «tn 
Typenrade  mit  dem  Stifte  im  Index  in  Berührung  tritt;  dadurch  werden 
beide  Uhrwerke  durch  die  Elcktroinagnete  Et  oder  E3  arretirt  und  gleich- 
zeitig der  am  Typenrade  eingestellte  Buchstabe  durch  die  Wirkung  dos 
Elektroiuagnetes  E%  auf  den  Papierstreifen  PP  aufgedruckt.  Dieser  Elek- 
tromagnet Et  zieht  nämlich  seinen  Anker  J  an  und  bewegt  dabei  den  mit 
seinem  Zapfen  h  iu  dein  messingenen  Träger  L  eingelagerten  und  um  A 
drehbaren  Hebel  7/,  auf  welchem  der  Anker  J  sitzt,  nach  unten;  dieser 
Bewegung  muss  der  Kähmen  K  folgen,  da  er  bei  /'  mit  //  verbunden  ist;  der 
Kähmen  K  (Fig.  3  und  4,  Taf.  V)  ist  aber  oben  offen  und  des  bessern  Halts 
wegen  sind  seine  beiden  Seitentheile  oben  durch  ein  Querstiick  /  ver'aiu- 

*i  Die  abweichende  Anordnung',  welche  . V haffn  er,  teleyiuphic  tuanuul ',  6. 
beschreibt,  ist  nicht  wohl  denkbar. 
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den,  dessen  Enden  seitlich  ein  Stück  über  den  Kähmen  vorstehen,  in  zwei 
Schlitze  des  Gestells  eiugreifen  und  so  als  Führung  für  den  Rahmen  beim 
Auf-  und  Niedergange  dienen.  Durch  den  Schlitz  im  Rahmen  gehen  beim 
Umdrehen  des  Typenrades  die  Typen  der  Reihe  nach  hindurch.  Beim  Nie- 
dergange des  Hebels  //  mit  dem  Kähmen  K  legen  sich  dessen  geschlitzte 
Enden  gg  an  die  beiden  seitlichen  Ansätze  an  dem  Typen  m  an  und  neh- 
men denselben  mit  sich  nieder,  bis  er  auf  den  zwischen  dem  Typen  m  und 
der  Walze  W  hindurchgehenden  Papierstreifen  PP  anftrifft  und  sich  auf 
demselben  aufdruckt;  denn  die  Walze  W  ist  in  das  Gestell  fest  eingelagert, 
kann  also  nicht  ausweichen.  Wenn  dann  der  elektrische  Strom  durch 
Herausziehen  des  Stiftes  aus  dem  Index  6' wieder  unterbrochen  wird,  führt 
die  Feder  /  den  Hebel  Zf ,  dessen  Schwingung  durch  die  Stellschrauben  kk 
regulirt  werden  kann,  in  seine  Ruhelage  zurück;  auch  der  Rahmen  AT  geht 
mit  zurück  und  dabei  legt  sich  der  an  demselben  befindliche  Sperrkegel  n 
in  das  Sperrrad  M  an  der  Walze  W  ein,  dreht  diese  um  einen  Zahn  fort 
und  zieht  so  den  Papierstreifen  PP  zwischen  dem  Walzenpaare  W  und  V 
um  ein  Stück  weiter,  so  dass  nun  ein  neuer  Buchstabe  darauf  gedruckt 
werden  kann.  Der  Type  selbst  aber,  welcher  in  die  beiden  Ringe  Q  und  N 
des  Typenrades  so  eingelegt  ist,  dass  er  sich  in  radialer  Richtung  frei  be- 
wegen kann,  wird  beim  Rückgänge  des  Hebels  durch  eine  Spiralfeder  r  in 
seine  Ruhelage  zurückgeführt.  Mit  R  sind  die  Holztheile  des  Apparates 
•  bezeichnet. 

Das  Telegraphiren  ist  höchst  einfach :  der  Telegraphist  schaltet  seinen 
Wechsel  um  und  steckt  einen  Stift  in  dasjenige  Loch  des  Index  C  ein,  wel- 
ches dem  ersten  zu  telegraphirenden  Buchstaben  entspricht;  das  Typenrad 
kommt  durch  das  Uhrwerk  in  Bewegung;  nachdem  sich  einer  seiner  Stifte 
an  den  eingesteckten  Stift  in  C  angelegt  hat,  kommt  es  zum  Stillstehen  und 
nun  zieht  der  Telegraphist  den  Stift  aus  C  wieder  heraus  und  steckt  ihn  in 
das  Loch  des  folgenden  Buchstabens  des  zu  telegraphirenden  Wortes  eiu 
u.  s.  f. 

Bezüglich  de»  übereinstimmenden  Ganges  der  beidou  Uhrwerke  ist  zu 
bemerken,  dass  die  Zahlen  der  Pendelschläge,  welche  zwischen  je  zwei 
auf  einander  folgenden  Arreturen  der  Pendel  erfolgen,  nicht  um  einen 
halben  Schlag  differiren  dürfen. 

2,  Der  Typendrucktelegraph  von  Alexander  Bain. 

Bei  diesem  sinnreichen,  schon  IS 40  erfundenen  Apparate  sind  auf  jeder 
Station  zwei  Uhrwerke  in  Thätigkeit,  und  der  elektrische  Strom  hat  wei- 
ter nichts  zu  thun,  als  das  eine  Paar  dieser  Uhrwerke  auf  beiden  Stationen 
zugleich  in  und  ausser  Gang  zu  setzen,  während  das  andere  Paar  von  dem 
ersten  Paare  losgelassen  oder  arretirt  wird.  Das  erste  Paar  besorgt  die 
Einstellung  des  zu  telegraphirenden  Buchstabens  oder  Zeichens  und  das 
zweite  Paar  dessen  Uebertragung  auf  das  Papfer  und  das  Fortrückeu  des 
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letzteren  nach  jedem  einzelnen  Aufdrucken  eines  Zeichens.  Das  erste  Paar 
wenigstens  muss  daher  auf  beiden  Stationen  vollkommen  gleichmä>sigen 
Gans  besitzen  und  in  ihm  stets  erhalten  werden:  dieser  Umstand  setzt  aUo 
auch  der  Anweudung  dieses  Apparates  auf  langen  Telegraphenliuicn  mit 
vielen  Stationen  merkliche  Schwierigkeiten  entgegen,  da  die  Apparate 
säinmtlicher  Stationen  in  einem  glcichmässigcn  Gange  erhalten  werden 
mtissten. 

Durch  eine  kräftige  Feder  in  dem  Federhanse  B  (Fig.  7,  Taf.  VI)  wird 
der  Rädersatz  6',  //,  /  in  Umdrehung  versetzt  und  von  J  aus  der  Zeiger  X 
auf  dem  Zifferblatte  dih  und  das  als  Regnlator  dienende  Centrifugalpendel 
IV \  allein  die  Bewegung  aller  dieser  Theile  muss  unterbleiben ,  sobald  *ich 
der  Arm  F,  welcher  ersichtlich  auch  mit  umgedreht  wird,  an  den  Arm  L 
anlegt  \  so  lange  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  wird  auch  das  Typenrad  (.', 
weil  es  auch  auf  der  Welle  c  aufgesteckt  ist,  mit  gedreht,  und  zwar  müssen 
auf  den  beiden  in  Correspondenz  stehenden  Stationen  nicht  allein  die  bei- 
den Typenräder,  sondern  auch  die  beiden  Zeiger  X  auf  den  Zifferblättern 
gleichen  Schritt  halten.  Eine  zweite  Feder  befindet  sich  in  dem  Feder- 
hause P  und  setzt  durch  den  Rädersatz  AI,  0  die  Welle  f  und  den  Wind- 
flügel  ()  in  Bewegung,  und  es  wird  diese  Bewegung  eben  durch  den  Wind- 
Hügel  0  regulirt.  Aus  der  Welle  f  ragen  zwei  nicht  vertical  über  einander 
stehende  Ansätze  a  und  b  hervor,  welche  sich  beide  au  den  Hebel  Z  anlegen 
können,  und  wenn  einer  derselben  an  Z  anliegt,  so  ist  die  gauze  vou  der 
Feder  im  Federhause  P  ausgehende  Bewegung  gehemmt;  so  lange  aber  die 
Kugeln  des  Regulators  W  ihre  tiefste  Lage  inne  haben,  liegt  a  an  Zan; 
geräth  W  in  Umdrehung,  so  heben  sich  die  Kugeln  und  die  mit  ihnen  ver- 
bundene Hülse  g  nimmt  die  in  ihr  ruhende  Spitze  des  Hebels  Z  mit  in  die 
Höhe  ,  das  andere  Ende  des  Hebels  geht  nieder,  lässt  den  Ansatz  a  los  und 
die  Welle  f  dreht  sich,  bis  b  an  Z  herankommt;  wird  IV  arretirt^ind  senken 
sich  desshalb  die  Kugeln  wieder,  so  geht  das  hintere  Ende  von  Z  wnder  in 
die  Höhe,  liisst  den  Ansatz  b  los  und  die  Welle  f  ergänzt  jetzt  ihre  vorige 
Bewegung  zu  einer  ganzen  Umdrehung,  denn  sie  muss  sich  jetzt  so  lan^o 
drehen  bis  der  Ansatz  a  wieder  an  Z  sieh  anlegt.  So  oft  also  der  von  der 
Feder  im  Federhause  B  aus  getriebene  Theil  des  Apparates  einmal  in  (iaug 
kommt  und  darauf  wieder  angehalten  wird,  macht  f  eine  Umdrehung.  Die 
Welle  f  ist  aber  bei  V  gekröpft  und  ertheilt  bei  jeder  ihrer  Umdrehungen 
der  Lenkstange  T  und  durch  dieselbe  dem  mit  letzterer  fest  verbundenen, 
um  k  drehbaren  Hebel  E  eine  einmalige  hin  und  her  gehende  Bewegung; 
durch  ein  (^uerstück  q  ferner  ist  der  Hebel  E  mit  der  Welle  c  des  Typen- 
rades C  fest  verbunden,  so  dass  bei  jeder  Umdrehung  der  Welle  f  das  Ty- 
penrad C  einmal  an  die  Papierwalzc  A  herangedrückt  und  dann  wieder  von 
ihr  entfernt  wird.  Beim  Herandrücken  wird  das  eben  der  Papierwalze  J 
gegenüber  stehende  Zeichen  auf  das  Papier  aufgedruckt.  Gleichzeitig  legt 
sich  der  an  dem  Querstücke  q  angebrachte  Sperrhaken  c  in  das  Rad  B  ein 
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und  droht  dasselbe  beim  Rückgänge  des  Hebels  E  um  einen  Zahn  fort;  das 
Rad  D  aber  hat  seine  Welle  mit  dein  langen  Getriebe  F  gemeinschaftlich, 
welches  in  das  an  der  Pnpierwalzo  A  sitzende  Kad  eingreift.  Bei  jedem 
Kückgange  des  Hebels  E  wird  also  die  Papierwalze  A  um  einen  Zahn  um- 
gedreht und  nacli  einer  vollen  Umdrehung  ist  es  zugleich  auf  seiner  schrau- 
benförmigen Welle  um  einen  Schraubengang  fortgerückt;  somit  kommt  nach 
jeder  Umdrehung  der  Welle  f  auch  ein  neuer  Papierraum  dem  Typenrade 
V  gegenüber  zu  stehen,  und  die  Zeichen  werden  in  einer  Schraubenlinie  auf 
das  Papier  der  Papierwalze  A  aufgedruckt. 

Die  eigentlich  telegraphische  Einrichtung  des  Apparates  besteht  nun 
in  Folgendem :  Ein  in  den»  Gestell  des  Apparates  unbeweglich  befestigter, 
aus  mehreren  über  einander  liegenden  Lamellen  bestehender  permanenter 
Magnet  A'/i',*)  ist  mit  Drahtwindungen  RRt  umgeben,  welche  um  zwei 
Zapfen  sich  frei  bewegen  können,  aber  auf  jedor  Seite,  vor  und  hinter  dem 
Magnet  Ek't ,  mit  einer  Spiralfeder  versehen  sind,  durch  welche  der  elek- 
trische Strom  in  die  Windungen  ein-  und  austreten  kann.  So  lange  der 
Strom  hindurch  geht,  nehmen  die  Windungen  die  gezeichnete,  horizontale 
Stellung  ein;  wird  der  Strom  unterbrochen,  so  führeu  die  Spiralfedern  S 
die  Windungen  in  ihre  natürliche  Lage  zurück  und  das  Ende  R  hebt  sich 
in  Richtung  des  Pfeils.  Mit  den  Windungen  fest  verbunden  ist  der  Arm  Z», 
folgt  demnach  ihrer  Drehung  und  lasst  den  Arm  Y  frei,  so  oft  der  Strom 
unterbrochen  wird.  So  lange  die  Windungen  vom  Strom  durchlaufen  wer- 
den, kann  mithin  die  Feder  im  Federhause  Ii  keine  Bewegung  voranlassen. 
Das  Zifferblatt  idh  ist  gegen  die  übrigen  Theile  des  Apparates,  auch  gegen 
die  Axc  des  Zeigers  X  isolirt  und  mit  12  Löchern  (dieselben  sind  in  Fig.  7, 
Taf.  VI,  durch  schwarze  Punkte  angedeutet)  versehen,  welche  bis  auf  die 
metallische  Unterlage  hinabreichen ;  ein  ähnliches  Loch  ist  Uy  und  an  einem 
darin  steckenden,  die  metallische  Unterlage  berührenden  Metallstifte  liegt 
für  gewöhnlich  der  Zeiger  X  an.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  eine 
Spiralfeder  S  durch  die  Erdplatte  N  mit  der  Erde  leitend  verbunden  sei, 
dass  die  hintere  Spiralfeder  aber  mit  dem  Zeiger  Z  (vermittelst  dessen  iso- 
lirter  Achse)  verbunden  sei,  während  von  der  metallischen  Unterlage  des 
Apparates  aus  eine  Leitung  etwa  über  1  oder  2  nach  der  andern  Station 
führe,  woselbst  ganz  gleiche  Verbindungen  hergestellt  sein  mögen,  und  dass 
irgendwo  galvanische  Batterien  eingeschaltet  seien,  so  wird  ein  Strom  die 
Windungen  RRX  durchkreisen,  so  lange  die  Zeiger  auf  beiden  Stationen  an  den 
in  U  steckenden  Stiften  anliegen ;  so  lange,  sind  auch  alle  Uhrwerke  gehemmt. 
Wird  aber  der  Stift  auf  einer  Station  herausgezogen,  so  ist  der  Strom  unter- 
brochen, auf  beiden  Stationen  hebt  sieh  das  Endo  R  der  Windungen,  lüsst 

der  Arm  L  den  Arm  Y  los,  die  Zeiger  X**)  und  die  Typenräder  C  gerathen 

   • 

*)  Auch  ./  und      sind  permanente  Magnete. 

Audi  Wim  Hainichen  Apparat  ist  ähnlich  wie  hei  dem  von  Vail  ein  Wech- 
sel oder  eiim  ihn  ersetzende  Vorrichtung  nöthig;  vergl.      -JUO  und  Fig.  5  u.  ü,  Taf.  V. 
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in  gleichmassige  Bewegung,  der  Hebel  Z  lässt  den  Ansatz  a  log  und  b  legt 
sich  an  Z.  Wird  dann  der  Stift  in  eins  der  Löcher  auf  dorn  ZifierbUtte 
eingesteckt,  so  legt  sich  endlich  der  Zeiger  X  an  ihn  an,  schlicsst  den  Strom 
wieder,  die  Windungen  stellen  sich  sogleich  wieder  horizontal,  die  Typen- 
räder und  Zeiger  bleiben  stehen,  der  Hebel  Z  lässt  den  Ansatz  b  los,  worauf 
die  Welle  f  ihre  Umdrehung  vollendet,  ein  Zeichen  auf  die  Papierware 
aufgedruckt  und  dann  die  letztere  um  einen  Zahn  fortgerückt  wird.  Zwi- 
schen dem  Papier  auf  der  Papierwalze  A  liegen  zwei  Lagen  eines  von  zwei 
Walzen  festgehaltenen  mit  Druckschwärze  getränkten  und  gefärbten  Ban- 
des, so  dass  die  Buchstaben  schwarz  aufgedruckt  werden.  Will  man  eine 
doppelte  Ausfertigung  der  Depesche  haben,  so  legt  man  noch  einen  Streifen 
weisses  Papier  zwischen  die  Sckwärzbttnder  hinein  und  auf  diesem  entsteht 
dann  gleichfalls  ein  Abdruck. 

Der  Vorgang  beim  Telegraphiren  ist  also  höchst  einfach :  Der  Tele- 
graphist  zieht  den  Stift  aus  U  und  steckt  ihn  in  das  Loch  unter  dem  Zei- 
chen, welches  er  zuerst  telegrnphiren  will;  ist  der  Zeiger  seines  Apparates 
dort  angekommen,  so  ist  auch  das  Zeichen  auf  der  Empfangsstation  ge- 
druckt, der  Telegraphist  zieht  den  Stift  wieder  heraus  und  steckt  ihn  in 
das  Loch  unter  dem  nächsten  zu  telegraphirenden  Zeichen  und  so  fort  bis 
zu  Ende  der  Depesche.  In  der  Zeichnung  sind  blos  zwölf  telegraphiscbe 
Zeichen  vorausgesetzt,  die  Zahlen  von  0  bis  9  und  zwei  leere  Räume;  dem 
entsprechend  sind  natürlich  auch  die  Zifferblätter  und  die  Typenräder  mit 
denselben  zwölf  Zeichen  versehen.  Ebenso  könnten  aber  auch  die  sämmt- 
lichen  Buchstaben  und  einige  andere  Zeichen  auf  den  Zifferblättern  und  den 
Typenrädern  angebracht  sein*)  und  dann  würde  die  Depesche  gleich  in 
den  gewöhnlichen  Buchstaben  auf  das  Papier  gedruckt. 

Unvortheilhaft  wegen  des  grösseren  Aufwandes  für  die  Batterien  ist 
der  Apparat  desshalb,  weil  beständig  ein  Strom  durch  die  Leitung  gehen 
muss,  so  lange  nicht  telegraphirt  wird,  da  ja  die  Zeichen  eben  durch  Un- 
terbrechen des  Stroms  hervorgerufen  werden.  Ein  Vorzug  dagegen  ist  es 
zu  nennen,  dass  auf  der  Empfangsstation  die  ankommenden  Zeichen  auch 
durch  den  Zeiger  auf  dem  Zifferblatto  sichtbar  gemacht  werden. 

Nach  denselben  Principien  ist  ein  anderer  Typendrucktelegraph  con- 
struirt,  welcher  von  den  Herausgebern  des  Scientific  American  er- 
funden, im  Mechamcs  Magazine,  Bd.  40,  S.  205,  und  von  da  aus  iu  Dingler's 
polytechnischem  Journale  (1&47),  Bd.  105,  S.  105,  beschrieben  und  abge- 
bildet ist.  Auch  er  erfordert  einen  grösseren  Aufwand  für  die  Batterien, 
da  bei  ihm  die  Linienbattcrie  erst  geschlossen  wird,  wenn  der  Kreis  einer 
Hilfs-  oder  Localbatterie  unterbrochen  wird,  da  mithin  stets  die  eine  oder 
die  andere  Batterie  in  Thätigkeit  ist.  Dieser  Typendrucktclegraph  hat  mit 


*)  So  eingerichtet  beschreibt  Du  Monccl,  Exposö  des  applications  de  I  ilcttrt 
citi.  Paris  1856,  //,  p.  130,  deu  Apparat  von  Bain. 
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den  beiden  bereits  beschriebenen  Typcndrucktelegraphen  von  Vail  nnd 
Bain  auch  das  gemein,  dass  wenn  einmal  eine  kleine  Ungleichheit  oder 
Unregelmässigkeit  im  Gange  der  Uhrwerke  beim  Telegraphiren  eines 
Buchstabens  sich  einschleicht,  nicht  allein  dieser  eine  Buchstabe  falsch 
telegraphirt  wird,  sondern  auch  alle  noch  nachfolgenden  Buchstaben  bis  zu 
dem  Zeitpunkte  hin,  wo  <lie  Übereinstimmung  zwischen  dem  Zeiger  der 
telegraphircnden  und  dem  Typenrade  der  Empfangsstation  wieder  herge- 
stellt wird.  Ein  solches  Weiterungen  eines  Fehlers  auf  das  Nachfolgende 
ist  natürlich  um  so  störender,  je  leichter  einmal  ein  Felder  vorkommen 
kann;  um  aber  die  Richtigkeit  jedes  Buchstabens  nicht  von  der  Richtigkeit 
der  vorhergehenden  abhängig  zu  machen,  darf  man  dein  Apparate  nur  eine 
solche  Einrichtung  geben,  dass  nach  dem  Telegraphiren  eines  Buchstabens 
der  Apparat  sich  von  selbst  auf  einen  bestimmten  Ausgangspunkt  einstellt, 
wie  es  z.  B.  hei  dem  gleich  zu  beschreibenden  Telegraph  von  T  heiler  der 
Fall  ist.  Ks  kann  indessen  diese  vermehrte  Zuverlässigkeit  wiederum  nur 
auf  Kosteu  der  Geschwindigkeit  des  Telegrapbirens  erreicht  werde  n ;  denn 
dann  ist  zum  Telegraphiren  eines  jeden  Buchstabens  eine  volle  Umdreh- 
ung des  Typeurades  uothwendig,  während  sonst  möglicherweise  bei  einer 
Umdrehung  gelegentlich  zwei,  drei  und  mehr  Buchstaben  telegraphirt  wer- 
den können,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Buchstaben  des  zu  tele,rra- 
phirendeu  Wortes  in  derselben  Keihenfolge  stehen,  wie  der  Zeiger  auf  dem 
ZifTerblatte  über  sie  hinwegschreitet  und  wie  sie  am  Typenrade  eingestellt 
werden. 

3.  Der  Typendrucktelegraph  von  The  Her. 

An  die  übrigens  wesentlich  von  ihm  verschiedenen  Typendrucktele- 
graphen  von  Bain  und  von  Vail  schliesst  sich  der  Typend rucktelegraph 
von  Thciler  insofern  eng  an,  als  seine  Auwendung  ebenfalls  auf  den  bei- 
den correspondirenden  Stationen  gleichgehcnde  Uhrwerke  voraussetzt,  durcR 
welche  dem  Apparate  zum  Zeichengeben  auf  der  telegraphircnden  nnd  dem 
l)ruckapparatc  auf  der  Empfangsstation  eine  übereinstimmende  Bewegung 
ertheilt  wird. 

Der  Apparat  zum  Zeichengeben  ist  in  Fig.  8,  Taf.  V,  abgebildet.  Er 
besteht  aus  einer  Claviatur  mit  im  Kreise  angeordneten  Tasten;  wird  eine 
derselben  niedergedrückt,  so  wird  sie  durch  einen  besonderen  Mechanismus 
so  lange  niedergedrückt  erhalten,  bis  der  ihr  entsprechende  Buchstabe  ab- 
gedruckt ist;  dann  erst  hebt  sie  sich  wieder.  Dabei  wird  der  Kreis  der 
elektrischen  Batterie  zweimal  auf  kurze  Zeit  geschlossen  und  gleich  wie- 
der unterbrochen;  die  erste  Schliessung  beim  Niederdrücken  der  Taste 
Usst  die  beiden  gleichgchenden  Uhrwerke  los,  die  zweite  erfolgt,  wenn 
durch  die  Uhrwerke  der  zu  telegraphirende  Buchstabe  eingesetzt  ist,  und 
besorgt  das  Aufdrucken  desselben  auf  den  Papierstreifen.  Der  auf  den 
hintern  Endcu  der  Tasten  liegende,  um  die  Achse  ZZ  drehbare  Bügel  dd 
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ist  mit  einem  Ansätze  e  versehen,  an  welchen  sich  für  gewöhnlich  der  An- 
satz c  des  um  die  verticale  Achse  o  drehbaren  metallenen  Gatters  bfft 
hemmend  anlegt;  sobald  aber  eine  Taste  niedergedrückt  wird,  hebt  sich 
der  Bügel  dd  und  der  Ansatz  e  lässt  den  Ansatz  c  los,  worauf  das  Gatter 
bfft  durch  das  Uhrwerk  in  eine  mit  der  Bewegung  des  Typenrades  auf  der 
Empfangsstation  gleichen  Schritt  haltende  Umdrehung  um  seine  Achse  o 
versetzt  wird.  Beim  Niederdrücken  der  Taste  hebt  sich  zugleich  von  den 
Stiften  kk  derjenige,  welcher  zu  der  Taste  gehört,  und  bleibt  gehoben,  so 
lange  die  Taste  niedergedrückt  ist;  beim  Niederdrücken  der  Taste  wirkt 
ferner  ein  Ansatz  an  derselben  mit  einer  schiefen  Ebeue  drückend  auf  die 
eine  Seite  eines  Zahnes  des  Hades  /,  welches  dadurch  ein  wenig  nach  rechts 
bewegt,  aber  gleich  darauf  durch  die  Feder  m  in  seine  frtihore  Lage  zu- 
rückgeführt wird,  sobald  die  Taste  ganz  niedergedrückt  ist,  und  bei  diesem 
Rückgänge  kommt  ein  Stift  an  dem  Rade  /  unter  das  hintere  Ende  der 
Taste  und  erhält  fortan  die  Taste  niedergedrückt.  Wenn  nun  nach  dem 
Niederdrücken  einer  Taste  das  Gatter  bff{  sich  um  seine  Achse  o  zu  drehen 
anfängt,  schleift  es  mit  f,  auf  dem  festsitzenden  Ansätze  g  auf,  wird  da- 
durch bei  fx  um  die  horizontale  Achse  aa  gehoben  und  legt  sich  an  das  me- 
tallene Verbindungsstück  h  an,  wodurch  der  Stromkreis  geschlossen  wird. 
Hinter  <j  senkt  sich  das  Gatter  wieder  und  der  Strom  wird  demnach  unter- 
brochen, das  Gatter  aber  setzt  seinen  Weg  fort  und  kommt  endlich,  wenn 
ft  über  die  niedergedrückte  Taste  gelangt,  mit  dem  gehobenen  Stifte  Ar  in 
Berührung,  fx  wird  von  dem  Strome  gehoben  und  dadurch  der  Strom  aber- 
mals geschlossen ;  hat  endlich  das  Gatter  seine  Umdrehung  fast  vollendet, 
so  stösst  die  Sperrklinke  «  im  Vorbeigehen  gegen  einen  Ansatz  am  Rade  /, 
rückt  es  momentan  ein  wenig  zur  Seite  und  jetzt  erst  kann  die  niederge- 
drückte Taste  in  die  Höhe  gehen,  der  Bügel  dd  senkt  sich  und  das  Gatter 
wird  angehalten. 

*  Beim  ersten  Schliessen  des  Stromes  wird  auf  der  Empfangsstation  der 
Hebel  des  Elektromagnetes  P  (Hg.  10,  Taf.  V)  des  Kolais  R  angezogen  und 
so  eine  Localbatterie  geschlossen,  deren  Strom  durch  die  Rollen  des  Elek- 
tromagnetes M  (Fig.  9,  Taf.  V)  hindurchgeht;  indem  dadurch  der  auf  dem 
um  c  drehbaren  Hebel  EE  befindliche  Anker  F  angezogen  wird,  wird  der 
mit  Flanell  überzogene  Druckstempel  /  am  andern  Endo  des  Hebels  EE 
gegen  das  kleine. und  leichte,  aus  Aluminiummetall  hergestellte  Typenrad 
T  angedrückt ,  allein  es  kann  kein  Buchstabe  abgedruckt  werden,  weil  zur 
Zeit  der  breite  leere  Ausschnitt  q  des  Typenrades  (welcher  dem  von  den 
Tasten  freigelassenen  Räume  des  Zeichengebers  entspricht)  dem  Stempel  J 
gegenüber  steht;  wohl  aber  wird  der  ebenfalls  auf  der  Welle  e  sitzende 
Sperrhaken  D  gedreht  und  lässt  den  Sperrnrm  C  los,  so  dass  nun  das 
Echappemcnt  BBtB  des  Uhrwerks  durch  das  l'zähnigc  Echapperaentrad  A% 
welches  mit  dem  Arme  C  und  dem  Typenrade  T  eine  gemeinschaftliche 
Achse  besitzt,  das  Typenrad  in  Umdrehung  versetzen  kann.   Diese  Um- 
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drehung  dauert  nun  ungestört  fort,  bis  der  Strom  zum  zweiten  Male  ge- 
schlossen wird;  bei  dem  jetzt  erfolgenden  Anziehen  des  Ankers  F  nämlich 
greift  die  gleichfalls  auf  der  Achse  c  sitzende  Sperrklinke  K  zwischen  zwei 
der  20  Stifte  auf  dem  Rade  A  ein  und  hemmt  es,  während  gleichzeitig  der 
Stempel  J  den  eben  ihm  gegenüber  stehenden  Buchstaben  abdruckt.  Zur 
Sicherung  der  Bewegungen  dient  der  Winkelhobel  //,  welcher  sich  federnd 
mit  dem  einen  Ende  auf  die  kleine  ausgeschnittene  Scheibe  G  auf  der  Achse 
des  Typenrades  auflegt;  nach  dem  ersten  Schliessen  des  Stromes  gleitet  . 
nämlich  das  Ende  des  Hebels  H  vorübergehend  in  den  Ausschnitt  der 
Scheibe  G  und  dabei  drückt  sein  anderes  Ende  den  Hebel  des  Relais  /'nie- 
der, so  dass  der  Localstrom  durch  den  Elektromagnet  M  sicher  unterbro- 
chen, und  durch  die  an  ihm  befindliche  Feder/*  der  Hebel  KE  und  mit  ihm 
'  anch  die  Sperrhaken  D  und  K  in  ihre  Ruhelage  zurückgeführt  werden; 
denn  sonst  würde  der  Rclnishehel  durch  den  nicht  augenblicklich  wieder 
verschwindenden  Magnetismus  angezogen  bleiben  können  und  in  diesem 
Falle  würde  sich  K  zwischen  die  Stifte  auf  A  einlegen  und  das  Typenrad  T 
hemmen*).  Die  20  Stifte  auf  A  stehen  desshalb  auch  nicht  im  Vollkreise, 
sondern  es  ist  ein  Stück  Bogen  freigelassen,  ähnlich  wie  im  Typenrade 
bei  q.  Wenn  nach  dem  Aufdrucken  eines  Buchstabens  der  Stempel  J  und 
die  Sperrkaken  Ii  und  K  in  ihre  Ruhelage  zurückgekehrt  sind,  setzt  das 
Typenrad  T  in  gleichem  Schritte  mit  dem  Gatter  bffx  des  Zeichengebers 
seinen  Weg  fort,  bis  sielt  der  Sperrarm  C  wieder  an  den  Sperrhaken  D  an- 
legt, d.  h.  bis  das  Typenrad  J,  wie  das  Gatter  bfft ,  auf  den  Ausgangs- 
punkt zurückgekehrt  ist.  Nachdem  also  ein  Buchstabe  tclegraphirt  worden 
ist ,  stellen  sich  die  Apparate  von  selbst  wieder  auf  den  Ausgangspunkt  ein, 
wesshalb  ein  etwa  untergelaufener  Fehler  sich  nicht  weiter  fortpflanzen 
und  auch  nicht  die  nachfolgenden  Buchstaben  unrichtig  machen  kann. 

Der  Papierstreifen  wird  durch  das  Walzenpaar  Z,  N  durch  den  Appa- 
rat hindurchgeführt,  indem  von  dem  Uhrwerke  die  Bewegung  mit  auf  K 
übertragen  wird.  U  ist  die  Schwärzwalze ,  welche  die  Typen  mit  der 
Druckschwärze  versieht. 

4.  Der  Typendrucktelegraph  von  Royal  E.  House. 

Wesentlich  abweichend  von  allen  übrigen  Telegraphenapparaten  ist 
der  Typendrucktelegraph  des  Amerikaners  House  durch  die  eigentüm- 
liche Construction  des  Elektromagnetes  und  durch  dessen  originelle  Bc* 
nutzung  zur  Bewegung  eines  Vertheilungsschiebers ,  welcher  den  Zutritt 
der  Luft  aus  einem  Windkessel  in  einen  Cy linder  regulirt;  der  von  der 
verdichteten  Luft  in  dem  Cylinder  hin  und  her  bewegte  Kolben  setzt  aber 
das  Typenrad  in  Bewegung. 


*)  Auch  das  Sperrrad  r  und  die  Spprrkcgel  s  und  t  sollen  zur  Sicherung  des 
Ganges  beitragen. 
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Ilouse  erlangte  bereits  den  18.  April  1840  ein  Patent  anf  seinen  Tele- 
graph, aber  erst  1817  wurde  derselbe  durch  Henry  O'Reilly  vervoll- 
kommnet und  auf  der  Linie  zwischen  Cincinatti  und  Louisville  angewendet 
und  die  erste  Depesche  von  Cincinatti  auf  eine  Entfernung  von  150  (engl.) 
Meilen  nach  Jeffersonville,  gegenüber  Louisville,  gesandt.  1840  ward  der 
Apparat  auf  einer  Linie  von  Philadelphia  nach  New-York  angewendet  und 
erlangte  dann  eine  schnelle  Verbreitung  in  Nordamerika.  So  war  er  1852 
schon  auf  der  000  Meilen  langen  Linie  von  Boston  nach  New-York,  auf  den 
Linien  von  Buffalo  nach  New-YTork,  von  New-York  nach  Philadelphia, 
Boston,  Washington  u.  a.  in  Betrieb*).  Das  letzte  Patent  House's  datirt 
vom  28.  Deccmber  1852. 

Zum  Zeichengebcn  dient  eine  Claviatur,  deren  28  Tasten  in  zwei 
Reihen  stehen,  ganz  wie  bei  einem  Ciavier,  durch  Federn  in  der  horizon- 
talen Lage  erhalten  werden  und  mit  den  20  Buchstaben  (/  mit  eingerech- 
net), einem  Schlnsppunkt  und  einem  Gedankenstriche  bezeichnet  sind.  Auf 
der  Unterseite  hat  jede  Taste  einen  kleinen  Ansatz,  welcher  beim  Nieder- 
drücken der  Taste  sich  so  weit  senkt ,  dass  ein  Stift  auf  einer  quer  unter 
den  Tasten  liegenden  Walze  sich  an  ihn  anlegen  kann  und  dadurch  die 
WTalze  selbst  in  ihrer  Umdrehung  aufgehalten  wird.  Diese  Walze ,  welche 
mit  der  Walze  in  einem  Leierkasten  oder  einer  Drehorgel  Aehnlichkeit  hat, 
sitzt  auf  ihrer  Achse  nicht  fest,  sondern  ist  nur  durch  eine  Frictiouskuppe- 
lung  mit  ihr  verbunden ,  damit  die  Achse  sich  ungestört  fortdrehen  kann, 
auch  wenn  die  Walze  aufgebalten  wird.  Die  Walze  ruht  mit  den  Zapfen 
ihrer  Achse  in  einem  isolirten  Eisenrahmen  und  bildet  so  gut  wio  dieser 
einen  Theil  des  Schliessungskreises  für  den  elektrischen  Strom.  Auf  der 
einen  Seite  sitzt  auf  der  Achse  der  Walze  eine  Riemenscheibe ,  durch 
welche  die  Walze  mit  der  Hand  durch  eine  Kurbel  mit  Schwungrad  in  Um- 
drehung versetzt  wird.  Die  eine  Speiche  des  Schwungrades  bildet  einen 
Krummzapfen,  welcher  den  Kolben  einer  Luftpumpe  in  Bewegung  setzt 
und  durch  diesen  Luft  in  einen  14  Zoll  langen  Windkessel  von  0  Zoll  Durch- 
messer einpumpt;  dieser  Wiudkcssel  muss  mit  einem  Sicherheitsventile  ver- 
sehen sein,  durch  welches  die  zum  Betrieb  nicht  nöthige,  also  überflüssige 
Luft  entweichen  kann.  An  der  Walze  fest  sitzt  auf  der  einen  Seite  das 
messingene  Schliessungsrad  (circuil  tvheel),  auf  dessen  Umfange  14  sec- 
torfönnige  Ausschnitte  von  £  Zoll  Tiefe  angebracht  sind,  welche  sowohl 
unter  sich,  als  auch  mit  den  dazwischen  stehengebliebenen,  zahnförmig 
hervorragenden  Sectorcn  von  gleicher  Grösse  sind.  Auf  dieses  Schliessungs- 
rad legt  sich  eine  metallene  Feder  auf  und  tritt  bei  seiner  Umdrehung  ab- 
wechselnd in  die  leeren  Ausschnitte  ein  oder  legt  sich  auf  einen  stehen  ge- 
bliebenen Sector  auf**);  wenn  nun  die  Feder  nach  der  einen  Seite  hin  und 

*)  Vgl.n.  A.  Zeitschrift  d.  dciitsch-üst<-rrouli.  Telngraphenvereins,  I.  Jahrg.  S.  155. 
**)  Kin  solches  ächlicssangsrad  ist  in  Fig.  17,  Taf.  VI ,  abgebildet;  die  Feder  f 
liegt  gerade  auf  einem  massive  n  Seetor  des  Schliusaungsrades  S. 
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das  Schliessllngsrad  durch  die  Walze  und  den  Rahmen  nach  der  andern 
Seite  hin  mit  dem  Schliessungskreis  der  Batterie  in  Verbindung  gesetzt 
werden,  so  ist  der  Schliessungskreis  geschlossen  oder  unterbrochen,  je 
nachdem  die  Feder  auf  einem  Sector  oder  in  einem  Ausschnitte  liest.  So 
lange  keine  Taste  niedergedrückt  ist,  wird  also  bei  der  mit  der  Hand  durch 
die  Kurbel  hervorgebrachten  Umdrehung  der  Walze  und  des  Schliessungs- 
rades abwechselnd  ein  Strom  in  die  Liuie  gesendet  und  wieder  unterbro- 
chen; sowie  aber  eine  Taste  niedergedrückt  und  die  Walze  dann  aufgehal- 
ten wird,  sobald  sich  der  entsprechende  der  28  Stifte,  welche  ähnlich  wie 
die  Tasten  der  Claviatur  in  zwei  Spiralrcihen  zu  je  14  auf  der  Walze  ver- 
theilt sind,  an  den  Ansatz  der  niedergedrückten  Taste  anlegt,  hört  die 
Abwechselung  auf  und  es  circulirt  entweder  kein  Strom  oder  ein  ununter- 
brochener, je  nachdem  die  Feder  in  einem  Ausschnitte  oder  auf  einem 
massiven  Sector  liegt.  Wird  die  Taste  wieder  losgelassen,  so  folgt  die 
Walze  wieder  der  Bewegung  ihrer  Achse,  kommt  wieder  in  Umdrehung, 
die  Abwechselung  beginnt  von  Neuem  und  es  wird  bei  jeder  Umdrehung 
14  Mal  der  Strom  unterbrochen  und  14  Mal  wieder  hergestellt. 

Der  Sfrom  geht  nun  von  dem  einen  Batteriepol  durch  die  Luftleitung 
nach  der  Empfangsstation,  dort  durch  die  Köllen  des  Elektromagnetes, 
durch  den  Eisenrahmen,  die  Walze  und  das  Schliessungsrad ,  durch  die 
Batterie,  in  der  Erde  zurück  zur  Ausgangsstation ,  nimmt  daselbst  einen 
ähnlichen  Weg  durch  die  Apparate  zum  andern  Batteriepol.  Die  abwech- 
selnde Herstellung  und  Unterbrechung  des  Stromes  erzeugt  aber  auf  der 
Empfangsstation  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung:  innerhalb  der  in 
einer  Messingbüchse  E  (Fig.  11,  Taf.  VI)  befindlichen  elektrischen  Mul- 
tiplicationsrollen  A  des  Elektromagnetes  der  Empfangsstation  steckt  eine 
8  bis  10  Zoll  lange  Messingröhre  c,  welche  mit  der  Schraube  D  auf  der 
Grundplatte  des  Apparates  befestigt  ist.  In  dieser  Röhre  sind  G  bis  8  röhren- 
förmige Keifen  k  von  weichem  Eisen  in  gleichen  Entfernungen  von  einander 
festgelöthet.  Weiter  oben  über  den  Multiplicationsrollen  ist  ein  elliptischer 
King  F,  in  welchem  ein  elastischer  Draht  G  diametral  ausgespannt  ist,  des- 
sen Spannung  durch  zwei  Stellschrauben  a  und  b  mit  der  jeweiligen  Strom- 
stärke in  Einklang  gesetzt  und  regulirt  werden  kann.  Von  dem  Drahte  G 
hängt  ein  Messingstab  C  in  die  erwähnte  messingene  Köhre  herab,  zwischen 
den  Eisenreifen  k  in  derselben  hindurch ,  und  auf  diesem  Messingstabe  C 
sind  0  oder  8  schmale  Köhren  /  von  weichem  Eisen  in  gleichen  Abständen 
von  einander  aufgereiht ;  .  ihre  unteren  Enden  sind  glockenförmig  ausge- 
baucht, während  die  Keifen  k  an  ihrem  oberen  Kande  in  gleicher  Weise 
nach  Innen  erweitert  sind.  Wenn  nun  ein  Strom  durch  die  Köllen  geht,  so 
werden  sowohl  die  Keifen  k  als  die  Köhrenstücke  /  magnetisch,  und  zwar 
liegen  bei  beiden  die  gleichnamigen  Pole  nach  derselben  Richtung,  z.  B. 
alle  Nordpole  nach  oben,  alle  Südpole  nach  unten;  es  wird  daher  bei  der 
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gewählten  Stellung  der  Reifen  k  gegen  die  Röhrenstücke  /  jedes  Röhren- 
stück  /  von  dem  darüber  befindlichen  Reifen  abgestossen,  von  dem  darunter 
befindlichen  angezogen ,  die  Stange  C  mithin  kräftig  nach  unten  bewegt 
Wenn  aber  der  Strom  aufhört,  führt  der  federnde  Draht  G  die  Stange  C 
in  ihre  frühere  Lage  zurück.  Die  -Stange  C  bewegt  sich  dabei  nur  um 
^  Zoll  auf  und  nieder. 

Anstatt  aber  die  so  erzielte  hin  und  her  gehende  Bewegung  der  Stange 
C,  wie  es  wohl  zunHchst  läge,  gleich  auf  ein  Echappement  zu  Übertragen, 
bedient  sich  House  erst  der  Vermittelung  des  Kolbens  in  einem  Cylinder; 
die  Kolbenstange  setzt  das  Fchappcment  in  Bewegung,  der  Kolben  selbst 
aber  wird  durch  Luftdruck  abwechselnd  hin  und  her  geschoben  und  die 
Stange  C  besorgt  eben  die  Steuerung,  regulirt  den  Ein-  und  Austritt  der 
comprimirten  Luft  in  den  Cylinder.  Es  im  nämlich  an  ihr  ein  cylindrischer 
Schiebekasten  B  befestigt,  welcher  in  seinem  Umfange  drei  Rinnen  I,  2 
und  3  hat  und  in  der  Lnftkammer  H  auf  und  nieder  gleitet;  die  Luftkammer 
ist  aber  im  Innern  mit  zwei  Rinnen  4  und  5  versehen,  welche  durch  die 
Kanäle  /  und  M  nach  dem  Cylinder  führen,  in  welchem  der  Kolben  hin 
und  her  gehen  soll.  Die  comprimirte  Luft  tritt  aus  dem  anfangs  erwähnten 
Windkessel  durch  die  Oeffnung  L  in  die  Rinne  2  des  Schiebekastens  ein 
und  gelangt  von  da,  je  nach  der  Stellung  des  Schiebekastens,  durch  4  oder 
5,  /  oder  M,  Uber  oder  unter  den  Kolben  im  Cylinder,  und  nachdem  sie 
auf  diesen  gewirkt  hat,  beim  nächsten  Umsteuern  durch  den  elektrischen 
Strom  entweicht  sie  durch  die  Rinne  1  oder  3  im  Schiebekasten  in  die  At- 
mosphäre. 

Der  Kolben  im  Cylinder  bewegt  sich  also  in  gleichem  Takte  mit  dem 
Stabe  C  und  überträgt  seine  horizontal  hin  und  her  gehende  Bewegung  auf 
den  Hebel  h  des  Echappemcnts  V  (Fig.  12  und  13,  Taf.  VI),  dessen  Lappen 
sich  abwechselnd  sperrend  in  das  Echappementrad  N  einlegen,  welches  auf 
derselben  vertical  stehenden  Welle  /  (Fig.  12  und  14,  Taf.  VI)  mit  dem 
2  Zoll  im  Durchmesser  haltenden  stählernen  Typenrade  ABC  Ii  sitzt;  diese 
Welle  J  aber  int  durch  Friction  mit  einer  hohlen  Rolle  //  (Fig.  14,  Taf.  VI) 
verbunden,  indem  eine  gewöhnliche  Uhrfeder  sieh  mit  dem  einen  Ende 
immer  mit  gleicher  Kraft  nn  die  innere  Seite  der  Rolle  anlegt,  während  die 
Feder  mit  ihrem  andern  Endo  an  der  Welle  befestigt  ist.  8o  nimmt  die 
Rolle,  welche  in  beständiger  Umdrehung  erhalten  wird,  das  Typenrad  mit, 
so  oft  sich  nicht  ein  Lappen  des  Echappements  sperrend  in  das  Echappe- 
mentrad einlegt.  Das  Echappementrad  hat  14  Zähne  und  rückt  bei  jeder 
Schwingung  des  Echappements  um  einen  Zahn  fort.  Das  Typenrad  ent- 
hält dieselben  28  Zeichen,  wie  die  Claviatur,  und  rückt  demnach  sowohl 
beim  Hingänge  als  beim  Hergange  des  Echappements,  des  Kolbens  oder 
der  Stange  C  um  ein  Zeichen  fort,  also  jedesmal  um  ein  Zeichen,  wenn  die 
Feder  auf  dein  Schliessungsrade  des  Zeichengebers  von  einem  massiven 
Sector  in  einen  Ausschnitt  eintritt  oder  umgekehrt. 
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Durch  die  Schrauben  m  und  n  (Fig.  12,  Taf.  VI)  lägst  sich  jeder  be- 
liebige Buchstabe  des  Typenrads  einstellen  und  durch  sie  wird  das  Typen- 
rad heim  Beginn  jeder  Depesche  auf  den  Gedankenstrich  eingestellt;  eben 
so,  wenn  einmal  während  des  Telegraphirens  das  Typenrad  ausser  Ein- 
klang mit  dem  Zeichengeber  der  telegraphirenden  Station  gerathen  ist 
Oberhalb  des  Typenrades  sitzt  an  seiner  Welle  J  noch  ein  Buchstabenrad 
£,  welches  durch  ein  kleines  Fensterchen  in  der  Haube  des  Apparates 
denselben  Buchstaben  sichtbar  werden  lässt,  welcher  auf  dem  Typenrade 
eben  abgedruckt  wird.  So  kann  die  Depesche  auch  gleichzeitig  abgelesen 
werden. 

Auf  seiner  obern  Fläche  hat  das  Typenrad  28  vorstehende  Triebstöcke ; 
neben  ihm  steht  eine  kleine  Stahlscheibe  X  (Fig.  12  und  15,  Taf.  VI),  zwei 
Zoll  im  Durchmesser,  welche  ebenfalls  nur  durch  Frictionskuppelung  auf 
ihrer  vcrticalen,  durch  den  Schnurlauf  in  steter,  mit  der  des  Typenrades 
gleichsinniger  Umdrehung  erhaltenen  Welle  befestigt  ist*);  an  der  dem 
Typenrade  zugewandten  Seite  der  Scheibe  ist  ein  kleiner  stählener  Arm  d, 
|  Zoll  lang,  angebracht,  welcher  sich  an  die  Triebstöcke  des  Typenrades 
anlegt  und  von  ihnen  mitgenommen  wird,  wenn  das  Typenrad  sich  um- 
dreht, sich  dagegen  zwischen  zwei  Triebstöcke  einlegt,  wenn  das  Typenrad 
still  steht;  im  letzteren  Falle  folgt  die  Scheibe  ein  Stückchen  ihrer  Welle 
und  erhält  eine  kleine  entgegengesetzte  Bewegung,  wenn  das  Typenrad 
sich  wieder  in  Bewegung  setzt.  Auf  der  dem  Arm  d  diametral  entgegen- 
gesetzten Seite  der  Scheibe  X  sind  zwei  Auf  haltstifte  i  und  e  angebracht; 
wenn  das  Typenrad  still  steht,  so  legt  sich  an  den  ersten,  t ,  ein  Aufhalt- 
arm Uy  welcher  gleichfalls  nur  mit  Frictionskuppelung  auf  eine  verticale 
Welle  T  aufgesteckt  ist;  diese  Welle  7  aber  wird  durch  den  Schnurlauf 
stets  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  das  Typenrad  umgedreht.  Fängt  das 
Typenrad  an,  sich  umzudrehen,  so  wird  die  Scheibe  X  durch  den  kleinen 
stählernen  Arm  ein  Stück  mit  fort  genommen;  dadurch  wird  U  von  dem 
ersten  Aufhaltstifte  i  der  Scheibe  losgelassen  und  legt  sich  an  den  gleich 
daneben  befindlichen  zweiten,  e,  an,  bis  das  Typenrad  wieder  still  steht; 
geschieht  diess ,  so  macht  «die  Scheibe  X  eine  kleine  Bewegung  durch  den 
Antrieb  ihrer  Welle  und  jetzt  lässt  wieder  der  zweite  Aufhaltstift  e  den 
Anfhaltarm  U  los  und  dieser  macht  nahezu  eine  volle  Umdrehung,  bis  er 
sich  wieder  an  den  ersten  Aufhaltstift  i  anlegt**).  So  oft  also  das  Typen- 
rad still  steht,  macht  der  Anfhaltarm  U  eine  Umdrehung  und  diese  wird 
nun  ?nm  Aufdrucken  des  Buchstabens  auf  das  Papier  benutzt.    Auf  der 

*)  Einfacher  wäre  es  jedenfalls ,  wenn  die  Welle  der  Scheibe  fest  stünde  und 
mit  der  Scheibe  dnreh  eine  Uhrfeder4n  derselben  Weise,  wie  Fig.  14,  Taf.  VI,  ver- 
bunden wäre ,  und  zwar  so ,  dass  ein  Ende  der  Feder  fest  mit  der  unbeweglichen 
Welle  J,  das  andere  Ende  aber  fest  mit  der  Innern  Höhlung  H  der  beweglichen 
Scheibe  verbunden  wäre. 

*♦)  Eine  ähnliche  Vorrichtung  wurde  schon  beim  Typendrucktelegraph  von 
Bain  beschrieben. 

28* 
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Nabe  des  Aufbaltarms  U  sitzt  nämlich  noch  eine  excentrische  Scheibe  R 
fest;  von  dieser  geht  die  Zagstange  S  aus  und  zieht  bei  jeder  Umdrehung 
der  Scheibe  einen  auf  einem  federnden  Stahlstäbchen  angebrachten,  sich 
drehenden,  gekerbten  Schaft  p  an  den  eben  eingestellten  Buchstaben  d ei 
Typenrades  heran.  QQ  ist  das  endlose  Schwärzband*),  welches  von 
einer  kleinen  Farbenwalze  beständig  mit  der  zum  Drucken  verwendeten 
Farbe  gespeist  wird ;  den  von  einer  Rolle  kommenden  Papierstreifen  L  aber 
zieht  der  geriffelte  Schaft  p  bei  seiner  Umdrehung  zwischen  sich  und  einer 
Stahlspange  hindurch,  welche  das  Papier  an  den  Schaft  andrückt  und  ei 
glatt  erhält;  die  Spange  ist  durchbrochen  und  durch  die  Oeffnung  in  ihr 
reicht  der  Type  beim  Aufdrucken  hindurch.  Nach  jedem  Aufdrucken  eines 
Buchstabens  aber  wird  der  Schaft  p  bei  seinem  Kückgange  durch  eine 
Sperrvorrichtung  um  J  Umdrehung  um  seine  Achse  gedreht,  so  dass  eine 
neue  unbedruckte  Papierfläche  vor  die  durchbrochene  Oeffnung  der  Spange 
zu  stehen  kommt. 

Vor  dem  Beginn  des  Telegraphirons  wird  ein  Signal  durch  die  ein- 
fache Bewegung  des  Elektromagneten  gegeben;  die  Empfangsstation  beant- 
wortet dasselbe  und  meldet  unter  Einstellen  des  Typenrades  auf  den  Ge- 
dankenstrich zurück,  sie  sei  zum  Empfangen  bereit;  jetzt  sind  beide  Ma- 
schinerien in  Gang  und  die  Correspondenz  beginnt,  indem  der  Telegraphist 
die  Depesche  auf  seinem  Claviere  abspielt.  Das  Typenrad  muss  dabei  in 
1  Secunde  mindestens  25  Schritte  fortrücken,  damit  der  Druckapparat  nicht 
schon  während  des  Einstellens  des  Typenrades  in  Gang  kommt.  Der  Ap- 
parat soll  sehr  gut  und  sicher  arbeiten  und  300  .Buchstaben  in  1  Minute 
drucken.  —  Anscheinend  kann  selbst  von  der  Empfangsstation  aus  die 
Correspondenz  unterbrochen  und  so  eine  etwa  nöthige  Correctur  leicht  er- 
langt werden,  wenn  einmal  ein  oder  mehrere  Zeichen  undeutlich  ausgeprägt 
wären. 

6.  Der  Typendrucktelegraph  von  Jacob  Brett. 

Der  Engländer  Jacob  Brett  arbeitete  mehrere  Jahre  in  Gesellschaft 
mit  dem  Amerikaner  Royal  E.  House  an  einem  Typendrucktelegraph; 
Letzterer  nahm  ein  Patent  in  den  Vereinigten  Staaten,  Ersterer  in  Gross- 
britannien auf  denselben  Apparat  (vergl.  Mcchanic's  Magazine,  Bd. 51,  S.  623). 
Nach  dem  Ablauf  dieser  ersten  Patente  verbesserten  beide  ihren  Telegraph; 
der  House'sche  kam  auf  mehreren  Linien  der  Vereinigten  Staaten  in  Ge- 
brauch ,  der  Brett'sche  dagegen  nur  vorübergebend  auf  europäischen  Linien. 

Der  Zeichengeber  ist  eine  Claviatur  mit  28  (auch  wohl  30  oder  40) 
Tasten,  unter  welchen,  ähnlich  wie  bei  dem  House'schen  Telegraph,  eine 
Walze  mit  28  Metallstiften  angebracht  ist,  welche  in  einer  Schraubenlinie 
auf  der  Walze  vertheilt  sind,  und  von  denen  sich  beim  Niederdrücken  einer 

*)  Es  ist  auch  versucht  worden ,  die  Buchstaben  (ohne  Druckfarbe'  blos  me- 
chanisch in  das  Papier  einzudrucken ;  yergl.  Polytechnisch.  Centralblatt,  1847,  8.  713, 
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Taste  immer  einer  an  einen  Vorsprung  auf  der  Unterseite  der  Taste  an- 
legt und  so  die  Walze  arretirt;  die  Walze  wird  aber  mittels  eines  Räder- 
werkes mit  Windflügel  durch  ein  Gewicht  in  Umdrehung  versetzt;  auf  der 
Walze  sitzt  ferner  ein  ebensolches  Schliessungsrad  mit  14  (15  oder  20) 
cahnförmig  vorstehenden  Sectoren,  wie  bei  dem  Apparat  von  Hnuse;  eine 
Feder  schleift  auf  dein  Metall  der  Walze  und  eine  andere  daneben  auf  dem 
metallischen  Schliessungsrade ;  die  erstere  steht  mit  einem  Batteriepol ,  die 
andere  durch  den  Druckapparat  hindurch  mit  der  Luftleitung,  mit  den  Ap- 
paraten auf  der  Empfangsstation  und  durch  die  Erde  mit  dem  andern  Bat- 
teriepol in  leitender  Verbindung;  somit  wird  bei  Umdrehung  der  Walze 
durch  die  beiden  Federn  der  Strom  abwechselnd  geschlossen  und  wieder 
unterbrochen.  Später  ersetzte  Brett  die  Claviatur  durch  ein  mit  den  tele- 
graphischen Zeichen  versehenes  Zitterblatt  (Fig.  I«  und  17,  Taf.  VI) ,  auf 
welchem  um  die  Drehachse  A  ein  mit  dein  Zeiger  K  fest  verbundener  Hebel- 
arm G/fJ,  bei  /  auf  einer  kleinen  Rolle  rollend,  nach  beiden  Seiten  hin 
herumgedreht  werden  kann;  bei  einer  Drehung  aus  seiner  jetzigen  Stellung 
nach  links  bewegt  er  sieh  allein  und  kann  so  beim  Beginn  des  Telcgraghi- 
rens  auf  ein  bestimm  tos  Zeichen  eingestellt  werden;  bei  einer  Drehung  nach 
Techts  aber  nimmt  er  durch  die  Sperrung  /  und  Ii  das  Schliessungsrad  S  mit, 
welches  sich  ebenfalls  nur  nach  dieser  Richtung  herumdrehen  kann,  da  eine 
SpenVorrichtung  e  und  B  ein  Umdrehen  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
verhindert;  die  Anordnung  des  Schlicssungsrades  5  und  der  beiden  auf- 
schleifenden, mit  den  Klemmen  M  und  N  leitend  verbundenen  Federn  f 
und  g  zeigt  Fig.  17,  Taf.  VI,  deutlich. 

Der  Anker  B  des  Elektromagnetcs  E  (Fig.  18,  Taf.  VI)  des  Druck- 
apparates ist  durch  die  Stange  T  mit  dem  als  Feder  wirkenden  Arme  r 
verbunden  und  bewegt  diesen  nieder,  so  oft  die  Eisenkerne  A  und  At  in 
den  Multiplicationsrollen  durch  den  Strom  magnetisch  werden  ;  bei  Unter- 
brechung des  Stromes  zieht  die  Feder  r  den  Anker  B  wieder  ab.  Dieses 
Spiel  des  Armes  r  überträgt  sich  zugleich  auf  den  Winkelhebel  LLl%  da 
derselbe  fest  auf  derselben  Achse  mit  r  sitzt;  die  beiden  Arme  L  und  X, 
dieses  Winkelhcbels  bilden  aber  ein  Echappement  ffir  das  etwa  3  Zoll  im 
Durchmesser  haltende  und  1  Zoll  dicke  Typenradi?  mit  28  Zahnen,  auf 
dessen  Umfang  die  28  Typen  (20  Buchstaben,  der  Schlusspunkt  und  ein 
leerer  Raum)  angebracht  sind.  Auf  dein  Typenrade  stehen  ferner  seitlich 
14  Stifte  hervor;  an  einen  derselben  legt  sich  abwechselnd  L  oder  Z,  an  und 
hemmt  so  das  Typenrad,  welches  ein  Uhrwerk  mit  Gewicht  in  beständige 
Umdrehung  zu  versetzen  strebt;  bei  jedem  Spiele  des  Ankers  B  rückt  also 
das  Typeurad  nm  einen  Stift  oder  zwei  Zeichen  weiter,  mithin  bei  jeder 
Unterbrechung  und  bei  jedem  Schliessen  des  Stroms  um  ein  Zeichen,  und 
es  folgt  demnach  das  Typeurad  in  gleichem  Schritte  dem  Schliessungsrade 
im  Zeichengeber.  Durch  das  Uhrwerk  getrieben,  maclrt  das  Typenrad, 
wenn  es  nicht  arretirt  wird,  in  der  Minute  100  Umdrehungen. 
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Das  Papier ,  auf  welches  die  Buchstaben  aufgedruckt  werden  sollen, 
ist  entweder  ein  Blatt  und  gleich  auf  den  Cylinder  b  aufgelegt,  und  dann 
erhält  der  Cylinder  durch  eine  Schraube  eine  seitliche  Verschiebung,  so 
dass  dio  Buchstaben  in  einer  Schraubenlinie  auf  das  Papier  aufgedruckt 
werden;  oder  es  kommt  ein  Papierstreifen  von  der  unter  dem  Cylinder  b 
liegenden  Papierrollo  0.  Der  Cylinder  b  ist  mit  seinen  Zapfen  «  in  ein  um 
P  drehbares  Gestell  eingelagert,  welches  mittels  zweier  zu  beiden  Seiten 
des  Typenrades  liegenden  Zugstangen  cc  mit  zwei  excentrischen  Scheiben 
p  verbunden  ist.  Die  Welle  der  excentrischen  Scheiben  wird  ebenfalls 
durch  ein  Uhrwerk  mit  Gewicht  in  beständige  Umdrehung  und  durch  diese 
der  Cylinder  b  in  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  versetzt,  sofern  die 
excentrischen  Scheiben  nicht  gehemmt  werden.  Die  Hemmung  der  Schei- 
ben wird  durch  den  (mit  dem  Winkelhebel  LLt  in  keinerlei  Beziehung  oder 
Verbindung  stehenden)  Hebel  //,  bewirkt;  derselbe  dreht  sich  um  eine  im 
Gestell  befestigte  Achse  an  seinem  dicken  Ende  /  und  legt  sich  mit  seinem 
gebogenen  andern  Ende  /,  an  das  Typenrad  Ä  auf  dessen  Rückseite  an; 
dazu  hat  das  Typenrad  auf  der  Rückseite  28  vorstehende  Stifte,  von  denen 
/,  beim  Umdrehen  des  Typenrades  in  schneller  Folge  gehoben  wird.  Dem 
Heben  steht  kein  Hinderniss  entgegen,  denn  es  folgt  dem  Hebel  //,  leicht 
der  durch  die  Stange  /(  damit  verbundene  kleine  Kolben  k  (Fig.  19,  Taf.  VI) 
in  dem  hydraulischen  Regulator  oder  Governor  5;  das  Wasser  ans  dem 
äusseren  Gefässe  desselben  dringt  dabei  durch  die  Löcher  v  in  den  innern 
Ranm  i  und  hebt  das  Ventil  s.  Das  so  über  das  Ventil  gelangte  Wasser 
setzt  aber  dem  Niedergänge  des  Kolbens  und  also  auch  des  Hebels  //,  einen 
Widerstand  entgegen ;  da  nämlich  das  Ventil  s  sich  gleich  zu  Anfang  des 
Niedergehens  schliesst  und  dem  Wasser  nur  ein  ganz  enger  Ausweg  zwi- 
schen dem  Kolben  k  und  der  Röhrenwand  rf  gelassen  ist,  so  kann  der  Kol- 
ben und  der  Hebel  //,  nur  sehr  langsam  niedergehen.  Daher  kommt  es 
denn  auch,  dass  während  der  Umdrehung  des  Typenrades  R  der  Hebel  //, 
sich  eigentlich  gar  nicht  senkt,'  sondern  beständig  gehoben  und  in  der 
Schwebe  erhalten  wird,  und  erst  dann,  wenn  das  Typenrad  angehalten 
wird,  durch  die  Wirknng  der  Schwerkraft  langsam  niedergeht.  Andern 
Hebel  //,  befindet  sich  nun  ein  kleiner  horizontaler  Ansatz  und  zwei  andere 
dergleichen  sitzen  auf  der  einen  excentrischen  Scheibe  p\  wenn  der  Hebel 
gesenkt  ist-,  also  das  Typenrad  still  steht,  liegt  der  Ansatz  des  Hebels  an 
dem  ersten  Ansätze  der  Scheibe  an  und  die  Scheibe  ist  gehemmt;  wird  das 
Typenrad  in  Umdrehung  versetzt,  so  wird  der  Hebel  //,  gehoben,  sein  An- 
satz lässt  den  ersten  Ansatz  der  Scheibe  los,  diese  dreht  sich  ein  Stück,  bis 
ihr  zweiter,  nahe  an  dem  ersten  befindlicher  Ansatz  dem  Ansätze  am  Hebel 
begegnet,  wodurch  die  Scheibe  wieder  arretirt  wird  und  arretirt  bleibt,  so 
lange  der  Hebel  gehoben  ist;  kommt  endlich  das  Typenrad  zum  Stillstehen, 
so  senkt  sich  der  Hebel,  sein  Ansatz  lässt  den  zweiten  der  Scheibe  frei 
und  diese  macht  jetzt  nahezu  eine  volle  Umdrehung,  bis  ihr  erster  Ansatz 
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sich  wieder  an  den  des  Hebels  anlegt.  Bei  der  Umdrehung  der  excentri- 
schen  Scheibe  aber  wird  der  Papiercylinder  b  durch  die  Zugstangen  c  an 
das  Typeurad  R  herangezogen,  der  eiugestellte  Buchstabe  auf  das  Papier 
aufgedruckt*)  und  dann  der  Papiercylinder  b  wieder  zurückgeschoben,  wo- 
bei sich  die  Sperrfeder  c  in  das  Sperrrad  X  am  Papiercylinder  einlegt  und 
letzteren  um  einen  Zahn  fortrückt,  so  dass  eine  neue  Stelle  des  Papiers  für 
den  Abdruck  des  nächsten  Buchstabens  in  Bereitschaft  gesetzt  wird.  Der 
Sperrkegel  e{  verhindert  eine  rückgängige  Bewegung  des  Papiercylinders. 
Zum  Aufdrucken  soll  sich  pulverisirter  Graphit  sehr  empfehlen ;  derselbe 
wird  in  eine  Kinne  in  der  kleinen  Bolle  über  dem  Typenrade  eingetragen 
und  mit  Leinwand  überzogen;  so  geht  immer  eine  entsprechende  Menge 
«wischen  den  Fäden  der  Leinwand  hindurch  und  schwärzt  die  Typen. 

An  dem  Apparate  ist  auch  eine  Glocke  AI  angebracht,  gegen  welche 
der  von  dem  Hebel  //,  oder  der  excentrischen  Scheibe  p  aus  in  Bewegung 
gesetzte  Hammer  A'  auschlägt  und  hörbare  Zeichen  giebt,  was  namentlich 
bei  Einleitung  der  Corrcspoudenz  von  Werth  ist. 

Durch  Hinzufügung  sogenannter  Aufhalträder  {stop  wheeh)  hat 
Brett  seinem  Apparate  einen  sicherern  Gang  verschafft;  durch  diese  Vor- 
richtung wird  (der  Zeiger  und)  das  Typenrad  nach  jedem  Aufdrucken  eines 
Buchstabens  auf  den  Ausgangspunkt  oder  Nullpunkt  zurückgeführt.  In 
diesem  Falle  ist  natürlich  darauf  zu  sehen,  dass  diejenigen  Buchstaben  des 
Alphabets,  welche  am  häufigsten  vorkommen,  dem  Ausgangspunkte  am 
nächsten  stehen ,  und  demgemäss  ist  z.  B.  das  Zifferblatt  in  Fig.  16,  Taf.  VI, 
eingerichtet. 

In  einer  neuern  Form  des  Apparates  hat  Brett  die  bewegenden  Ge- 
wichte durch  eine  Feder  ersetzt.  Ferner  wird  die  Bewegung  des  Typen- 
rades nicht  durch  abwechselndes  Schliessen  und  Unterbrechen  des  elektri- 
schen Stromes  in  Umdrehung  versetzt,  sondern  durch  positive  und  negative 
Ströme,  welche  in  schneller  Folge  mit  einander  abwechseln,  einen  zwischen 
zwei  Elektromagneten  stehenden  und  ihnen  als  Anker  dienenden  perma- 
'  nenten  Magnet  hin  und  her  bewegen  und  durch  ihn  vermittelst  eines 
Echappements  das  Echappementrad  und  das  mit  ihm  auf  gleicher  Achse 
steckende,  aber  nur  durch  Friction  von  ihr  mitgenommene  Typenrad  um- 
drehen; dabei  wickelt  sich  die  Schnur  eines  Gewichtes  auf  eine  kleine 
Rolle  neben  dem  Typenrade  auf  und  strebt  dieses  in  die  Ausgangsstellung 
zurückzudrehen;  das  Typenrad  kann  dem  Antriebe  dieses  Gewichts  aber 
erst  dann  folgen ,  wenn  nach  dem  Aufdrucken  des  eingestellten  Buchsta- 
bens beim  Rückgange  des  Druckapparates  ein  Sperrkegel  in  einem  Sperr- 
rädchen ausgerückt  wird. 


*)  Ursprünglich  bestand  der  Druckapparat  in  einem  Hammer  oder  Fallklotz, 
welcher  in  einer  verticnlen  Nuth  auf  und  nieder  ging.  Vergl.  Polytechnisches  Central- 
Matt,  1849,  S.  1107,  nach  Polytechn.  Notizblatt,  1849,  Ko.9. 
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6.  Moses  Poole's  Patent 

Der  Patentagent  Moses  Poole  in  London  erhielt  den  14.  December 
1846  ein  Patent  auf  einen  Typendrucktelegraph,  bei  welchem  durch  einen 
fallenden  Ilebelhammer  der  Buchstabe  auf  das  Papier  aufgedruckt  wird, 
sowie  derselbe  eingestellt  ist.  Der  elektrische  Strom  geht  gleichzeitig  durch 
drei  Elcktromagnetc;  das  Spiel  des  Ankers  des  ersten  Elektromagnetes 
rückt  das  Typenrad  schrittweise  um  einen  Typen  weiter,  so  oft  ein  Strom 
durch  die  Linie  gesandt  wird;  der  zweite  Elektromagnet  rückt  einen  Fe- 
derhaken am  Schwänze  des  Hammers  aus,  so  das 3  der  nahezu  vertical 
stehende  Hammer  nun  von  Seiten  des  Federhakens  nicht  mehr  am  Nieder- 
fallen gehindert  ist,  der  dritte  Elektromagnet  hält  aber  den  Hammer  noch 
fest,  so  lange  der  Strom  circulirt,  und  lässt  den  Hammer  erst  fallen,  wenn 
der  Strom  aufhört.  Während  des  Einstellens  eines  Typen  folgen  sich  aber 
die  Ströme  so  schnell  (16  in  1  Secunde,  durch  ein  Speichenrad  gegeben 
und  unterbrochen) ,  da  es  der  Hammer  beim  Eintritte  des  nächstfolgenden 
Stromes  dem  dritten  Elektromagnet  noch  so  nahe  ist,  dass  er  nicht  nieder- 
fallen kann,  vielmehr  fällt  der  Hammer  erst  dann  auf  den  Typen  herab, 
wenn  der  Strom  nach  dem  Einstellen  eine  etwas  längere  Zeit  hindurch  un- 
terbrochen wird.  Gleich  nach  dem  Niederfallen  wird  der  Hammer  durch 
ein  bei  seinem  Falle  losgelassenes  Uhrwerk  wieder  gehoben.  (Vergl. 
Dinglcr,  polytechnisches  Journal,  Bd.  112,  S.  107,  aus  Repertory  of  Patent 
InventionSy  Jan.  and  Febr.  1849;  Mechanic's  Magazine,  Bd.  47,  8.  42.) 

7.  Der  Typendmcktelegraph  von  8iemeni  und  Halske. 

Siemens  und  Halske  in  Berlin  construirten  (1852)  einen  Typen- 
drucktelegraph ,  welcher  in  Rnssland  und  auf  einigen  bayerischen  Eisen- 
bahnen Anwendung  gefunden  hat  und  sich  in  seiner  Einrichtung  genau  an 
den  elektromagnetischen  Zeigertoiegraph  von  Siemens  und  Halske*) 
anschliesst.  Bei  diesem  ist  dafür  gesorgt,  dass  der  Strom  in  kurzen  gleich- 
massigen Pausen  sich  selbst  unterbricht  und  wieder  herstellt  (Princip 
der  Selbstunterbrechung).  Sowie  nämlich  der  Anker  des  Elektro-  ' 
magnetes  ein  Stück  seines  Wegs  in  Folge  der  elektromagnetischen  Anzieh- 
ung zurückgelegt  hat,  unterbricht  er  den  Schliessungskreis  des  elektrischen 
Stromes  und  wird  nun  von  einer  Feder  in  seine  Ruhelage  zurückgeführt, 
wobei  er  durch  einen  Federhaken  das  Zeigerrad  um  einen  Zahn  fortrückt; 
hat  der  Anker  seine  Ruhelage  erreicht,  so  ist  der  Stromkreis  wieder  ge- 
schlossen und  das  Spiel  beginnt  von  Neuem.  Da  es  aber  nicht  in  steter 
Gleichförmigkeit  fortdauern  darf,  sondern  aufhören  soll,  wenn  der  Zeiger 
über  dem  zu  telegraphirendcn  Buchstaben  steht,  so  ist  eine  Glaviatur  mit 
30  im  Kreise  stehenden  Tasten  vorhanden ;  die  mit  dem  zu  telegraphirendcn 

*)  Ausführlich  beschrieben  in:  Schellen,  der  elektromngnetinche  Telegraph, 
2.  Aufl.-,  Kriiwuchwcig  1854  ,  8. 115;  Galle,  Katechismus  der  Telegraphic,  2.  Aufl. 
Leipzig  lttö9.  S.  07. 
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Buchstaben  bezeichnete  Taste  wird  niedergedrückt,  und  wenn  nun  der  Zei- 
ger auf  der  Buchstabenscheibe  über  eben  diesem  Buchstaben  steht,  stosst 
ein  Arm  an  seiner  Welle  an  einen  Stift  der  niedergedrückten  Taste  nnd 
hält  so  den  Zeiger,  das  Zeigerrad  und  dnreh  den  Federhaken  auch  den 
Anker  des  Elektromagnetes  mitten  auf  seinem  Wege  auf  und  der 
Strom  bleibt  unterbrochen. 

Ersetzt  man  nun  den  Zeiger  durch  ein  Typenrad,  stellt  demselben  an 
irgend  einer  Stelle  eine  Schwiirzwalze  gegenüber,  führt  zwischen  ihr  und 
dem  Typenrade  den  zu  bedruckenden  Papierstreifen  hindurch  nnd  lässt 
durch  die  Wirkung  eines  besonderen,  an  diesem  Zwecke  angebrachten 
Elektromagnetes  mittels  eines  Hammers  den  jedesmal  der  Schwärswalze  ge- 
genüberstehenden Typen  an  die  Walze  andrücken ,  wenn  das  Typenrad  in 
Folge  einer  länger  dauernden  Unterbrechung  des  Stromes  still  steht,  so 
hat  man  den  Zeigerapparat  in  einen  Typendrucktelegraph  umgewandelt. 
Der  Elektromagnet  für  die  Bewegung  des  Hammers  ist  in  den  Kreis  einer 
Localbatterie  eingeschaltet,  welche  durch  die  Wirkung  des  Linienstromes 
so  oft  und  genau  eben  so  lange  nnd  gleichzeitig  geschlossen  wird,  als  der 
Linienstrom  unterbrochen  wird  und  umgekehrt;  da  aber  der  Anker  des 
Hammerelektromagnetes  ziemlich  schwer  ist,  so  kann  er  bei  der  schnellen 
Abwechselung  von  Schliessung  und  Unterbrechung  der  Batterie  während 
de*  Einstellens  nicht  angezogen  werden,  weil  es  immerhin  eine  längere  Zeit 
erfordert ,  bevor  sein  Elektromagnet  so  stark  magnetisch  wird ,  dass  er  den 
schweren  Anker  anziehen  kann.  Wenn  aber  durch  das  Niederdrücken 
einer  Taste  das  Typenrad  festgehalten  wird,  bleibt  der  Localstrom  längere 
Zeit  geschlossen,  der  schwere  Anker  wird  angezogen,  der  Hammer  in  Be- 
wegung gesetzt ,  dabei  aber  auch  wieder  der  Localstrom  selbst  unterbrochen 
und  nach  dem  Aufdrucken  der  Anker  und  der  Hammer  durch  eine  Feder 
in  seine  Ruhelage  zurückgeführt.  (Vergl.  Dingler,  polytechnisches  Journal, 
Bd.  127,  S.  257,  aus  Praclical  Mec.hanic's  Journal,  Mai  1852,  S.  25.  Polytech- 
nisches Centralblatt  1853,  S.  HOC.) 

8.  Der  Typendrucktelegraph  von  Du  Moncel. 

Du  Moncel  in  Paris  hat  bei  seinem  Typend  ruck  telegraph  (1853)  das 
Typenrad  A  (Fig.  20 ,  Taf.  VI)  mit  so  vielen  seitlich  vorstehenden  Stiften 
*  versehen,  als  Typen  darauf  vorhanden  sind;  diese  Stifte  legen  sich  an  das 
eine  Ende  des  Hebels  a  an,  dessen  anderes  Ende  den  aus  weichem  Eisen 
bestehenden  Anker  a,  des  Elektromagnetes  E  trägt.  Ein  Uhrwerk  strebt 
nun  zwar  fortwährend,  das  Typenrad  umzudrehen,  kann  es  aber  nur  dann 
wirklich  fortrücken,  wenn  der  Anker  angezogen  ist,  weil  sich  sonst  ein 
Stift  hemmend  an  den  Hebel  a  anlegt.  Dabei  überträgt  die  Schwärzwalze  G 
beständig  Druckschwärze  auf  die  Typen;  der  Flanellüberzug  der  Schwärz- 
walzc  ist  nämlich  mit  einer  fetten,  nicht  eintrocknenden  Tinte  getränkt, 
und  auf  die  Zapfen  der  Schwärzwalze  wirken  Federn,  welche  dieselbe  stets 
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an  das  Typenrad  andrücken.  Ein  zweites  Uhrwerk  wirkt  ununterbrochen 
auf  Umdrehung  der  Scheibe  B\  diese  ist  indessen  ebenfalls  durch  einen 
seitlich  vorstehenden  Stift  gehemmt,  welcher  sich  an  das  untere  Ende  des 
Hebels  b  anlegt;  die  Scheibe  kann  sich  desshalb  nur  umdrehen,  wenn  der 
am  andern  Ende  des  Hebels  b  befindliche  permanente  Magnet  bt ,  welcher 
als  Anker  für  den  Elektromagnet  E,  dient,  von  dem  Elektromagnete  ange- 
sogen wird;  denn  dann  lftsst  der  Hebel  den  Stift  los  und  die  Scheibe  B 
macht  eine  volle  Umdrehung,  wobei  zugleich  die  auf  B  sitzende  excentri- 
sebe  Scheibe  K  der  Lenkstange  C  eine  einmalige  hin  und  her  gehende  Be- 
wegung ertheilt  und  den  an  dem  Ende  von  C  sitzenden  Stempel  J  einmal 
an  das  Typenrad  A  herandrückt  und  wieder  zurückzieht.  Durch  die  letztere 
Bewegung  wird  der  eben  eingestellte  Type  auf  den  Papierstreifen  P  auf- 
gedruckt, welcher  von  der  Rolle  L  kommt,  über  die  Walze  A/,  durch  die 
auf  /  angebrachte  Führung  {)  und  zwischen  dem  Walzenpaare  JV,  0  hin- 
durchgeht. Die  Führung  Q  verhütet,  dass  der  noch  unbedruckte  Theil  des 
Streifens  durch  Anstreifen  an  einen  andern  Typen  beschmuzt  werde.  Beim 
Kückgange  der  Lenkstange  C  legt  sich  der  daran  befindliche  Sperrhaken  p 
in  ein  Sperrrad  s  ein,  welches  in  ein  zweites  eingreift  und  dasselbe  jedes- 
mal um  einen  Zahn  fortrückt;  da  aber  das  zweite  Kad  auf  derselben  Welle 
wie  N  aufgesteckt  ist,  so  wird  auch  N  eiu  Stück  umgedreht  und  das  Wal- 
zenpaar A',  0  zieht,  weil  0  durch  auf  seine  Zapfen  wirkende  Federn  an  N 
angedrückt  wird,  nach  dem  jedesmaligen  Abdrucken  eines  Zeichens  auf  den 
Streifen  den  Streifen  um  ein  Stück  fort ,  so  dass  ein  neues  Zeichen  aufge- 
druckt werden  kann. 

Die  beiden  Elektromagnete  E  und  Et  sind  in  die  Leitung  eingeschal- 
tet; während  aber  der  Anker  von  E  beim  Durchgange  eines  positiven  und 
auch  eines  negativen  Stromes  angezogen  wird,  weil  er  aus  weichem  Eisen 
besteht,  wird  der  Anker  von  Ex  nur  beim  Durchgange  eines  Stromes  von 
einer  bestimmten  Richtung  angezogen,  z.  B.  beim  Durchgange  eines  nega- 
tiven. Das  Telegraphiren  bedingt  demnach  eine  Vorrichtung  zum  Zeichen- 
geben, durch  welche  der  Telegraphist  nach  Bedarf  einen  positiven  oder 
negativen  Strom  in  die  Leitung  senden  kann;  auch  kann  der  Zeichengeber 
gleich  so  eingerichtet  sein ,  dass  er  selbst  einen  positiven  oder  negativen 
Strom  iu  die  Linie  schickt,  wie  es  gerade  erforderlich  ist*).  So  lange  nun 
blos  das  Typenrad  gedreht  werden  soll,  giebt  der  Telegraphist  wiederholt  ' 
einon  kurzen  positiven  Strom,  dadurch  rückt  das  Typenrad  jedesmal  um 
einen  Typen  weiter,  indem  der  Hebel  a  jedesmal  einen  Stift  frei  lagst,  wo- 
gegen der  Anker  ft,  am  Hebel  b  nicht  angezogen  wird,  also  die  Scheibe  B 
gehemmt  bleibt.  Das  letzte  Mal  jedoch,  d.  h.  wenn  eben  der  zu  telegra- 
phirende  Buchstabe  sich  einzustellen  im  Begriff  ist,  lftsst  man  das  Typen- 
rad durch  einen  negativen  Strom  fortrücken;  die  Folge  davon  ist,  dass 

*)  Eines  solchen  Apparates  Beschreibung  folgt  beim  Typendrucktclegraph  von 
Diguey. 
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auch  der  Elektromagnet  Et  seinen  Anker  anzieht,  die  Scheibe  B  eine  Um- 
drehung  macht  und  der  zu  telegraphirende  Buchstabe  anf  den  Papierstreifen 
aufgedruckt  wird. 

Eine  Einrichtung ,  welche  Sorge  trägt,  dass  der  Anker  von  E  nicht  zu 
lange  angezogen  bleibt,  damit  nicht  mehr  als  ein  Stift  auf  einmal  an  a  vor- 
beigehen kann,  inuss  die  Zuverlässigkeit  des  Apparates  erhöhen.  Ist  der- 
selbe Buchstabe  zwei  oder  mehr  Mal  hintereinander  zu  drucken,  so  muss 
zwischen  jedem  Mal  das  Typenrad  eine  volle  Umdrehung  machen,  was 
nicht  gerade  ein  Vorzug  des  Apparates  genannt  werden  kann. 

9.  Der  Typendracktelegraph  tob  Freite  1 

paradirte  auf  der  Pariser  Industrieausstellung  im  Jahre  1855.  Er  unter- 
scheidet sich  von  allen  anderen  schon  dadurch ,  dass  er  die  Depesche  nicht 
in  einer  einzigen  Zeile  auf  einen  schmalen  Papierstreifen  aufdruckt,  son- 
dern auf  einem  breiten  Blatte  in  übereinander  liegenden  Zeilen  genau  in 
derselben  Weise,  wie  die  Zeilen  auf  jeder  Seite  eines  gedruckten  Buches 
Uber  einander  liegen.  Zur  Bewegung  des  Apparates ,  welcher  das  Typen- 
rad anf  den  zu  telegraphirenden  Buchstaben  einstellt,  und  des  anderen, 
welcher  dann  das  Aufdrucken  des  Buchstabens  besorgt,  ist  nur  ein  einziger 
Elektromagnet  E  (Fig.  21,  Taf.  VI)  vorhanden;  dieser  hat  aber  zwei  (in 
der  Fig.  21  nicht  siebtbare)  neben  einander  Hegende  Anker,  und  es  sind  die 
Federn,  welche  die  Anker  nach  jeder  Anziehung  in  die  Ruhelage  zurück- 
führen, nicht  gleich  stark  gespannt,  so  dass  der  eine  Anker  von  Strömen, 
durch  welche  der  andere  bereits  angezogen  wird ,  noch  nicht  angezogen 
werden  kann.  Die  Batterie  ist  in  zwei  Hälften  gctheilt  und  nach  Bedarf 
kann  der  Strom  einer  oder  beider  Hälften  in  die  Leitung  gesendet  werden. 
Der  Strom  der  einen  Hälfte  lässt  den  Elektroinngnet  zwar  den  Anker  mit 
schwach  gespannter  Feder  anziehen,  nicht  aber  den  Anker  mit  stark  ge- 
spannter Feder;  wenn  dagegen  ein  Strom  von  der  ganzen  Batterie  durch 
die  Leitung  und  den  Elektromagnet  hindurchgeht,  so  werden  beide  Anker 
angezogen. 

Die  Fig.  21  zeigt  den  Apparat  im  Aufrisse;  das  Typenrad  BD  erhält 
von  einer  Uhrfeder  in  dem  Federhause  P  mittels  eines  Räderwerkes  einen 
beständigen  Antrieb  zur  Umdrehung,  kann  demselben  aber  nur  dann  fol- 
gen ,  wenn  sich  der  um  A  in  horizontaler  Richtung  drehbare  Hebel  QQ  nicht 
sperrend  in  das  Sperrrad  H  einlegt.  Der  Hebel  QQ  trägt  nun  an  seinem 
Ende  links  den  Anker  mit  schwach  gespannter  Feder;  so  oft  daher  ein 
Strom  durch  den  Elektromagnet  E  geht,  wird  //  losgelassen  und  das  Typen- 
rad rückt  einen  Schritt  weiter.  Das  Blatt  Papier,  auf  welches  die  De- 
pesche gedruckt  werden  soll,  ist  neben  dem  Typenrade  BD  auf  einen  Rah- 
men JFOh  vertical  aufgespannt;  der  Rahmen  aber  befindet  sich  auf  einem 
kleinen  Wagen,  welcher  auf  einer  Eisenbahn  hin  und  her  gehen  kann;  in 
die  Zahnstange  XY  an  dem  Wagen  legt  sich  ein  Sperrhaken  s  der  Sperr- 
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Vorrichtung  #  etwa  in  der  durch  Fig. 22,  Taf.  VI,  angedeuteten  Weise  ein  und 
schiebt  den  Wagen  mit  dem  Papierrahmen  um  einen  Zahn  von  rechts  nach 
links  fort,  so  oft  der  obere  Theil  g  des  um  f  drehbaren  Hebels  gh  durch  die 
mit  dem  um  d  drehbaren  Winkelhebel  ede  verbundene  Schubstange  L  von 
links  nach  rechts  geschoben  wird ,  d.  h.  so  oft  der  mit  der  stark  gespannten 
Feder  versehene  Anker  c  des  Elcktromagnetes  E  angezogen  wird,  und 
ausserdem  wird  hierbei  gleichzeitig  noch  ein  Winkelhebelsystem  iu  Be- 
wegung versetzt,  wodurch  der  Hebelarm  MV'  einen  zweiten  um  S  drehbaren 
Hebel  dreht,  an  dessen  anderem  Ende  sich  ein  kleiner  Hammer  befindet 
und  das  Papier  auf  den  dem  Hammer  bei  C  eben  gegenüberstehenden,  vor- 
her eingestellten  Buchstaben  andrückt,  wodurch  der  Buchstabe  sich  auf 
das  Papier  aufdruckt. 

Wenn  eine  Zeile  vollgedruckt  ist,  befindet  sich  der  Wagen  am  Ende 
seiner  Bahn  und  es  hebt  jetzt  ein  Ansatz  am  Wagen  den  Drücker  R  aus; 
dadurch  wird  der  Sperrhakeu  s  aus  der  Zahnstange  XY  herausgehoben  und 
der  Wagen  mit  dem  Papierrahmen  durch  das  jetzt  niedergehende  Gegen- 
gewicht W  von  links  nach  rechts  in  seine  anfängliche  Stellung  zurückge- 
führt. Kurz  bevor  der  Wagen  in  die  äusserste  Stellung  rechte  gelangt, 
kommen  die  beiden  Laufwalzen  a  und  <x,  am  Wagen  auf  die  beiden  schiefen 
Ebenen  U  und  Ut  und  laufen  auf  ihnen  hinauf,  wobei  die  Sperrkegel  b  und 
6,  sich  in  die  beiden  Zahnstangen  JK  und  FO  an  dem  Papierrakmen  einle- 
gen und  diesen  um  einen  Zahn  in  die  Höhe  schieben,  so  dass  nun  eiue 
neue  Zeile  Buchstaben  unter  der  ersten  auf  das  Papier  gedruckt  werden 
kann.  Der  Rückgang  des  Wagens  wird  zugleich  dazu  benutzt,  durch  das 
Anstossen  an  ein  Stäbchen  eine  neue  Quantität  Druckfarbe  auf  die  Schwärs- 
walzen ZZZ  zu  bringen. 

Der  Zeichengeber  ist  dem  Zeichengeber  an  Zeigertelegraphen  ähn- 
lich,' nur  dass  der  Griff  nicht  starr,  sondern  biegsam  ist;  wenn  ein  daran 
befindlicher  Stift  durch  einfachen  Druck  in  ein  Loch  eintritt,  welches  unter 
jedem  Buchstaben  vorhanden  ist,  so  wird  die  ganze  Batterie  geschlossen 
und  ihr  Strom  setzt  den  Druckapparat  in  Gang;  wenn  dagegen  der  Griff, 
ohne  niedergedrückt  zu  werden,  einfach  herumgedreht  wird,  so  wird  dabei 
die  halbe  Batterie  wiederholt  geschlossen  und  unterbrochen  und  ihr  Strom 
dreht  in  gleichem  Schritte  mit  dem  Griffe  das  Typenrad  um. 

Der  Telegraphist  hat  also  beim  Telegraphiren  nur  den  Griff  des  Zei- 
chengebers zu  erfassen  und  ihn  in  der  vorgeschriebenen  Richtung  umzu- 
drehen, bis  er  Uber  dem  zu* telegraphirenden  Buchstaben  steht;  dabei. folgt 
das  Typenrad  in  gleichem  Schritte,  und  wenn  der  Telegraphist  nun  den 
Griff  niederdrückt ,  so  wird  auch  der  Anker  mit  der  stark  gespannten  Fe- 
der noch  angezogen  und  der  Buchstabe  auf  das  Papierblatt  aufgedruckt. 

So  hübsch  auch  die  Idee  ist,  welche  dem  Typendrucktelegraph  von 
Freitel  zu  Grunde  liegt,  so  steht  doch  zu  befürchten,  dass  der  Apparat 
durch  die  bei  ihm  unvermeidlich  wiederkehrenden  Stosse  allmählich  an 
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Zuverlässigkeit  abnimmt,  und  ausserdem,  dass  der  Rückgang  des  Wagens, 
der  doch  nicht  zu  schnell  erfolgen  darf,  möglicher  Wei»o  noch  nicht  voll- 
endet ist,  während  der  nächste  Buchstabe  schon  gedruckt  werden  soll. 
Dann  würde  aber  ein  Irrthum  oder  wenigstens  eine  Undeutlichkeit  ent- 
stehen, da  dieser  Buchstabe  noch  auf  die  bereits  volle  Zeile  aufgedruckt 
würde.  Wenn  man  einmal  die  Depesche  auf  ein  breites  Blatt  und  nicht  auf 
einen  schmalen  Papierstreifen  aufdrucken  will,  so  ist  es  offenbar  vorzu- 
ziehen, die  von  Bain  gewählte  Methode  der  Fortbewegung  des  Papiers 
(vergl.  oben  unter  2.)  anzuwenden,  weil  man  bei  derselben  an  die  Stelle 
der  absatzweise  geradlinig  hin  und  her  gehenden  Wagenbewegung  eine 
schrittweise ,  stets  in  gleichem  Sinne  erfolgende  Umdrehung  einer  Walze 
setzen  kann. 

10.  Der  Typendrocktelegraph  von  Digney. 

Die  Herren  Digney  in  Paris  haben  (1858)  den  auf  den  französischen 
Eisenbahnen  gebräuchlichen  Zeigertelegraph*)  von  Bröguetin  einen  sehr 
vollkommenen  Typendrucktelegraph**)  umgestaltet,  an  welchem  der  Zei- 
chengeber oder  Schlüssel  von  dem  Receptor  oder  dem  Apparate 
zum  Aufnehmen  der  Zeichen  gänzlich  getrennt  ist;  ihre  Einrichtung  und 
die  Bestimmung  der  einzelnen  Theile  lässt  sich  auch  an  einer  gesonderten 
Betrachtung  beider  Apparate  am  besten  erkennen. 

A.  Der  Schlüssel  ist  Fig. 23,  Taf.  VII,  im  Aufrisse,  Fig. 24  im  Grund- 
risse dargestellt,  in  letzterem  aber  ein  Theil  des  Zifferblattes  K  weggelassen 
worden.  Das  messingene  Zifferblatt  K  ruht  auf  drei  Säulen,  von  denen 
zwei  isolirt  sind,  während  die  dritte  Säule  Q  durch  einen  von  ihr  nach  L 
gehenden  Kupferstreifen  das  Zifferblatt  mit  der  in  L  einmündenden  Luft- 
leitung in  leitende  Verbindung  setzt.  Auf  dem  Zifferblatte  stehen  in  zwei 
concentri8chen  Kreisen  die  Zahlen  von  1  bis  25  und  die  fünfundzwanzig 
Buchstaben  des  Alphabetes;  ausserdem  ist  aber  zwischen  den  Buchstaben 
A  und  Z  und  zwischen  den  Zahlen  1  und  25  noch  ein  26.  Feld  vorhanden, 
welches  ein  Kreuz  enthält.  Ueber  diesem  horizontalen  Zifferblatte  nun  be- « 
findet  sich  ein  um  eine  verticale  Drehachse  beweglicher  metallener  Zeiger 
F  mit  einem  kleinen  Fensterchen,  durch*  welches  die  Buchstaben  und  Zah- 
len des  Zifferblattes  gesehen  werden  können.  Die  Achse  dieses  Zeigers  F 
ist  durch  Elfenbeinscheiben  gegen  das  Zifferblatt  K  isolirt,  steht  aber  mit 
dem  Zinkpole  Z  der  Linienbatterie  in  leitender  Verbindung;  der  Zeiger 
selbst  aber  ist  nicht  starr,  sondern  biegsam  und  kann  ein  wenig  niederge- 
drückt werden,  so  oft  der  an  ihm  unterhalb  befindliche  Metallstift  i  gerade 
über  einem  der  Ausschnitte  steht,  welche  am  Rande  des  Zifferblattes  in  der 

*)  Vergl.  Bulletin  de  In  todete"  <f  enconragement ,  Pari»  1855,  S.  214. 
**)  Ausführlich  beschrieben  im  Bulletin  de  la  xocieM  d' enconragement ,  Paris  1859, 
8.  8—8  und  12  — 19. 
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Mitte  jedes  Buchstabenfeldes  angebracht  sind;  wird  der  Zeiger  niederge- 
drückt, so  legen  sich  zwei  metallische  Federn  r  auf  das  Zifferblatt  auf  and 
stellen  eine  leitende  Verbindung  zwischen  dem  Zinkpole  Z  durch  die  Achse 
des  Zeigers  und  dem  Zifferblatte  her.  Mit  der  Achse  des  Zeigers  F  ist  eine 
Scheibe  M  fest  verbunden,  in  welche  auf  der  Unterseite  eine  geschlängelte 
(in  Fig.  24,  Taf.  VII,  punktirte)  Vertiefung  eingearbeitet  ist,  mit  doppelt 
so  viel  (d.  h.  52)  Bäuchen,  als  Felder  auf  dem  Zifferblatte  vorhanden  aind; 
26  von  diesen  Bäuchen  sind  concav  gegen  die  Achse,  20  convex  gegen  die 
Achse  oder  concav  gegen  den  Umfang  der  Scheibe.  Durch  zwei  Stifte  a 
und  b  an  zwei  Hebeln  p  und  Nn,  welche  in  die  geschlängelte  Kinne  hinein- 
greifen ,  wird  die  drehende  Bewegung  des  Zeigers  F,  welcher  die  Scheibe 
M  gleichmässig  folgt ,  auf  die  beiden  Hebel  übertragen  und  diese  machen 
jedesmal  20  Schwingungen  um  ihre  Drehachse,  während  der  Zeiger  Feine 
volle  Umdrehung  macht.  Der  Hebel  p  dreht  sich  um  die  Achse  3  und  seine 
federnde  Zunge  liegt  entweder  an  der  Stellschraube  q  an  oder  nicht,  je 
nachdem  der  Stift  a  in  einem  gegen  die  Drehachse  convexen  oder  coneaven 
Bauche  der  Rinne  steht.  Der  zweite  Hebel  besteht  aus  zwei  Theilen  N  und 
n ,  welche  bei  0  durch  ein  Elfenbeincharnier  derartig  verbunden  sind,  dass 
ein  elektrischer  Strom  niemals  von  N  auf  n  oder  von  ihnen  auf  die  Scheibe 
M  übergehen  kann  und  umgekehrt;  der  längere  Theil  N  dieses  Hebels  dreht 
sich  um  die  Achse  1  und  liegt  mit  seiner  stählernen  Zunge  bald  an  der 
Stellschraube  m ,  bald  an  der  Stellschraube  /  an,  während  der  kürzere 
Theil  n  sich  um  die  Drehachse  2  dreht  und  mit  seiner  Stahlzunge  sich  an 
die  Stellschraube  s  anlegt  oder  von  ihr  absteht.  Die  beiden  Hebel  N» 
und  p  sind  übrigens  ganz  von  Metall.  Die  punktirten  Linien  in  Fig.  24 
bedeuten  in  die  nichtleitende  Fussplatte  des  Schlüssels  eingelegte  Metall- 
streifen, durch  welche  die  einzelnen  Theile  in  leitende  Verbindung  gesetzt 
sind.  Jeder  Schlüssel  kann  zum  Sprechen  nach  zwei  Seiten  hin  dienen, 
und  es  münden  die  von  zwei  verschiedenen  Stationen  kommenden  Luft- 
leitungen in  L  und  L  ein,  während  die  Erdleitung  von  der  Klemme  T  ab- 
geht; die  Klemmen  R  und  R  führen  zu  dem  Receptor,  die  Klemmen  5  und 
.S  zu  dem  Wecker,  und  es  ist  die  eine  Luftleitung  über  R  mit  dein  Receptor, 
die  andere  Uber  S  mit  dem  Wecker  verbunden;  werden  endlich  die  beidea 
um  L  und  L  drehbaren  Hebel  auf  den  mit  der  Aufschrift  „  Durch  spre- 
eben"  bezeichneten  Metallstreifen  gestellt,  so  können  die  beiden  Stationen, 
von  denen  die  Luftleitungen  in  £  und  L  einmünden,  mit  einander  corre- 
spondiren ,  ohne  dass  die  dazwischen  liegende  Station ,  durch  deren  SchliU- 
sel  sie  hindurchsprechen,  die  Zeichen  sieht;  letztere  ist  also  ausge- 
schlossen. Aus  Fig.  24,  Taf.  VII,  ist  zugleich  ersichtlich,  daaa  der 
Zinkpol  Z  der  Liuienbatterie  und  somit  auch  die  Drehachse  des  Zeigers  / 
mit  der  Drehachse  2  des  Hebels  n,  dass  hingegen  der  Kupferpol  C  mit  der 
Drehachse  1  des  Hobels  TV,  dass  ferner  die  Stellschraube  m  über  E  mit  der 
in  L  einmündenden  Luftleitung,  die  Stellschrauben  /  und  $  aber  mit  der 
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Erdleitung  T,  dass  endlich  die  Drehachse  3  des  Hebels  p  mit  E  and  die 
Stellschraube  q  mit  deu  Klemmen  R  in  leitender  Verbindung  steht. 

In  der  Ruhelage  des  Schlüssels  nun  steckt  der  Metallstift  i  in  einem 
mit  Elfenbein  ausgekleideten  Loche  des  Zifferblattes  rechts  neben  dem 
Kreuze,  im  ersten  Viertel  des  Zwischenraumes  zwischen  dem  Kreuze  und 
dein  Buchstaben  A\  der  Hebel  p  liegt  an  <ler  Stellschraube  <y,  die  Hebel  .V 
und  «  stehen  in  einer  geraden  Linie,  so  dass  sie  an  keiner  der  Stellschrau- 
ben /  und  s  anliegen.  Es  kann  in  dieser  Stellung  zwar  ein  von  einer 
der  Xaehbarstationcn  kommender  Strom,  wenn  der  Hebel  L  auf  E  (oder  /?) 
steht,  über  3,  p  und  q  (oder  unmittelbar)  nach  Ii  und  von  da  zu  dem  Re- 
ceptor,  oder  wenn  der  Hebel  l  auf  S  gestellt  ist,  unmittelbar  zum  Wecker 
gelangen  und  dort  telegraphische  Zeichen  erscheinen  lassen;  dagegen  kann 
in  dieser  Stellung  kein  Strom  von  der  Linienbatterie  in  die  Luftleitung  ge- 
sendet werden.  Der  Apparat  ist  mithin  wohl  zum  Empfangen,  aber  nicht 
znm  Geben  bereit.  Genau  ebenso  verhalt  es  sich  auch,  wenn  bei  der  Um- 
drehung des  Zeigers  V  der  Stift  /  eben  über  einen  Buchstaben  hinwegge- 
gangen ist  und  sich  in  dem  ersten  Viertel  des  Zwischenraumes  zwischen 
irgend  zwei  Buchstaben  befindet.  Wenn  dagegen  der  Stift  i  bei  der  Um- 
drehung des  Zeigers  /'  über  einen  der  Striche  zu  stehen  kommt,  welche 
die  Felder  je  zweier  Buchstaben  von  einander  trennen,  so  gebt  der  Hebel  p 
von  der  Stellschraube  q  hinweg,  aber  die  Hebel  jV  und  n  liegen  jetzt  an 
den  Stellschrauben  m  und  .v  und  es  geht  somit  ein  (positiver)  Strom  vom 
Kupferpol  C  der  Linienbatterie,  über  l,  iV,  m ,  A",  den  noch  auf  E  gestellten 
Hebelarm  EL  und  L  in  die  Luftleitung,  nach  der  nächsten  Station  und 
kommt  von  da  durch  die  Erde  über  J\  s  und  2  zum  Zinkpole  Z  zurück. 
Wenn  endlich  der  Zeiger  F  mitten  über  dem  Felde  eines  Buchstabens, 
also  «»leichzeitiff  auch  der  Stift  i  über  einem  der  Kandeinschnitto  des  Ziffer- 
Mattes  A*  steht,  so  liegt  der  Hebel  -V  an  /,  wogegen  die  Hebel  n  und  p  von 
den  Stellschrauben  s  und  q  entfernt  sind;  so  lange  dabei  der  Zeiger  /'  nicht 
niedergedrückt  ist,  ist  zwar  der  Kupferpol  C  mit  der  Erde  verbunden,  der 
Zinkpol  Z  dagegen  ist  isolirt  und  es  kann  wieder  kein  Strom  in  die  Luft- 
leitung geschickt  werden;  sowie  aber  der  Zeiger  F  niedergedrückt  wird, 
legen  sich  die  Federn  r  auf  das  Zifferblatt  A'  auf,  es  ist  durch  die  Federn  r 
und  den  in  einen  Ausschnitt  eingetretenen  Stift  i  die  metallische  Verbin- 
dung zwischen  der  Achse  des  Zeigers  und  dem  ZiiVerblatto  hergestellt  und 
es  geht  ein  (negativer)  Strom  vom  Zink  pole  Z  Uber  F,  r,  Ar,  (>  und  L  in 
die  Luftleitung,  zur  nächsten  Station  und  kehrt  durch  die  Erde  über  T,  /, 
N  und  1  zu  dem  Kupferpolc  C  zurück.  .  - 

Bei  dem  Fortschreiten  des  Zeigers  F  über  dem  Zift'erblatte  K  sendet 
also  der  Schlüssel  jedesmal  einen  positiven  Strom  in  die  Linie,  wenn  der 
Zeiger  von  einem  Buchstaben  zum  andern  weiter  geht,  und  dieser  Strom 
wird  sogleich  wieder  unterbrochen,  wenn  der  Zeiger  seinen  Weg  noch  wei- 
ter fortsetzt;  diese  Aufeinanderfolge  positiver  Ströme  wird  zum 
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Einstellen  des  Typenrades  auf  der  Empfangsstation  benutzt.  Wird  dagegen 
der  Zeiger  /*,  während  er  mitten  über  einem  Buchstabon  steht,  niederge- 
drückt, so  wird  ein  negativer  Strom  in  die  Linie  gesendet,  so  lange  F  nie- 
dergedrückt bleibt,  und  dieser  negative  Strom  veranlasst  auf  der  Em- 
pfangsstation das  Aufdrucken  des  eingestellten  Buchstabens  auf  das  Papier- 
B.  Der  Receptor  ist  für  gewöhnlich  cum  Schutz  gegen  Staub  etc. 
in  ein  hölzernes  Kästchen  eingeschlossen ;  er  ist  in  Fig.  25,  Taf.  VII ,  in 
der  Vorderansicht  (aus  dem  hölzernen  Kästchen  herausgenommen) ,  in 
Fig.  20  in  der  Rückansicht  abgebildet,  und  Fig.  27  zeigt  einen  Vertical- 
schnitt  nach  der  Linie  WZ  in  Fig.  25.    Der  Strom ,  welcher  von  der  tele- 
graphirenden  Station  kommt,  geht  durch  die  Multiplicationsrollen  A  eines 
Elektromagnetes ;  da  aber  die  Eisenkerne  in  den  beiden  Bollen  nicht  zu 
einem  Hufeisen  verbunden  sind ,  so  erhalten  sie  bei  der  Magnetisation  vier 
Pole  und  der  Strom  wird  nun  so  durch  die  Rolle  geführt,  dass  die  nach 
derselben  Seite  vorstehenden  Enden  der  Kerne  durch  den  Strom  entgegen- 
gesetzte magnetische  Polarität  bekommen;  zu  beiden  Seiten  des  Elektro- 
magnetes stehen  als  Anker  zwei  hufeisenförmige  Stahlmagnete  B  und  £„ 
welche  so  magnetisirt  und  so  mit  ihren  Drehachsen  j  und  h  in  den  Rahmen 
Y  eingelagert  sind,  dass  die  beiden  Schenkel  von  E  die  gleichnamige,  die 
Schenkel  von  Et  aber  die  entgegengesetzte  magnetische  Polarität  von  der, 
welche  der  positive  Linienstrom  in  dem  jedem  Ankerschenkel  gegenüber- 
stehenden Kernende  hervorruft.    Für  gewöhnlich  liegeu  die  beiden 
magnetischen  Anker  E  und  Et  in  Folge  ihrer  magnetischen  Anziehung  ge- 
gen die  eisernen  Kerne  der  Rollen  an  den  Kernen  an.  Geht  ein  positiver 
Strom  durch  die  Rollen,  so  entstehen  in  den  Kernen  den  Schenkeln  von 
Et  gegenüber  entgegengesetzte  Magnetpole  und  Ex  wird  desshalb  von  den 
Kernen  nur  um  so  stärker  angezogen  und  festgehalten;  die  den  Schenkeln 
von  E  gegenüber  liegenden  Enden  der  Kerne  werden  gleichnamig  magne- 
tisch, desshalb  wird  der  Anker  E  abgestossen,  der  an  ihm  befindliche  An- 
satz e  dreht  durch  die  Gabel  d  eine  Welle  um,  auf  welcher  ein  geschlitzter 
Flügel  c  (Fig.  28,  Taf.  VII)  sitzt;  dabei  kommt  das  2Gziihnige  Echappe- 
mentrad  b  in  den  Schlitz  des  Flügels  zu  stehen  und  nun  kann  das  Uhrwerk, 
dessen  Feder  in  dem  Federhanse  C  befindlich  ist,  das  Echappementrad  um 
einen  halben  Zahn  fortrücken,  nämlich  bis  es  an  einen  vorstehenden 
Stift  an  dem  Hebel  f  anstösst,  dessen  linker  Arm  durch  ein  Stäbchen  mit 
dem  Flügelansatz  c  an  der  Welle  des  Flügels  c  verbunden  ist  und  bei  der 
Umdrehung  der  Welle  gesenkt  wird;  bei  der  darauf  folgenden  Unterbrech- 
ung des  Stromes  führt  die  Feder  gt  unterstützt  von  der  Anziehung  des 
magnetischen  Ankers  E  gegen  die  entmagnetlsirten  Kerne,  den  Ansatz  e  in 
seine  frühere  Lage  zurück  und  das  Echappementrad  b  rückt  abermal-  um 
einen  halben  Zahn  fort.    Bei  jedem  Spiele  des  Ankers  E  rückt  also  da« 
Echappementrad  b  um  einen  ganzen  Zahn  weiter  und  mit  ihm  gleichzeitig 
und  in  gleichem  Schritte  der  Zeiger  a  auf  dem  Zifferblatte  K  (Fig.  27)  und 
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das  Typenrad  &,  welche  auf  derselben  Achse  mit  &  sitzen,  nm  einen  Buch- 
staben; alle  drei  folgen  mithin  genau  dem  Fortrücken  des  Zeigers  F  über 
dem  Zifferblatte  K  (Fig.  23  und  24)  des  Zeichengebers.  Das  Echappement- 
rad kann  man  aber  auch  durch  einen  Druck  auf  den  Knepf  P  fortrücken 
lassen;  denn  wenn  man  den  Knopf  P  niederdrückt,  so  wird  durch  die 
Stange  p  der  Arm  f  und  der  Flügelansatz  c  an  der  Welle  des  Flügels  c 
abwärts  bewegt,  wodurch  das  Echappementrad  in  den  Schlitz  des  Flügels  c 
gestellt  wird ,  und  das  Echappementrad  kann  jetzt  um  einen  halben  Zahn 
fortrücken ,  bis  es  an  den  vorstehenden  Stift  an  dem  andern  Arme  dos  He- 
bels f  anstösst;  wird  der  Knopf  P  und  die  Stange  p  durch  die  daran  befind- 
lichen Spiralfedern  wieder  gehoben,  so  schreitet  das  Echappementrad  aber- 
mals um  einen  halben  Zahn  weiter;  man  hat  demnach  die  Füglichkeit,  das 
Typenrad  k  und  den  damit  vorhandenen  Zeiger  a  zu  jeder  Zeit  auf  einen 
bestimmten  Buchstaben  oder  auf  das  Kreuz  einzustellen. 

Geht  dagegen  ein  negativer  Strom  durch  die  Multiplicntionsrollen 
des  Elektromagnetes  A,  so  wird  der  Anker  E  festgehalten  und  der  durch 
das  Gegengewichte  äquilibrirte  Anker  E,  abgestossen  und  der  letztere  legt 
sich  jetzt  an  die  Stellschrauben  v  an;  da  nun  dor  Anker  Et  selbst  mit  dem 
einen  Pole ,  die  Contactschrauben  v  aber  mit  dem  andern  Pole  einer  Local- 
batterie  in  Verbindung  steht,  so  ist  der  Kreis  dieser  Localbatterie  jetzt  ge- 
schlossen, der  in  den  Localkreis  eingeschlossene  Elektromagnet  As  zieht 
seinen  Anker  B  an,  das  andere  Ende  Bt  des  Ankerhebels  geht  in  die  Höhe 
und  drückt  durch  das  Hämmerchen  m  den  Papierstreifen  T  fest  an  den  ihm 
gerade  gegenüberstehenden  eingestellten  Buchstaben  des  Typenrades  k. 
Der  Papierstreifen  T  kommt  von  der  Rollo  S  über  die  Führungswalzen  s 
und  q  an  dem  Typenrade  k  vorbei  und  wird  durch  die  Walzen  /  und  t' 
(Fig.  20,  Taf.  VII),  deren  Druck  durch  das  bewegliche  Gewicht  U  regulirt 
wird,  durch  eiu  Paar  von  dem  Hebelarm  Bt  bei  dessen  Hin-  und  Ktick- 
gange  in  Bewegung  gesetzte  Sperrräder  und  Sperrkegel  nach  jedem  Auf- 
drucken eines  Buchstabens  um  die  Broite  eines  Buchstabens  fortgerückt. 
Das  Typenrnd  enthält  auf  seinem  Umfange  die  25  Buchstaben  des  Alpha- 
betes und  ein  leeres  Feld;  die  Typen  werden  durch  die  sich  dagegen  an- 
stemmende Schwärzwalze  /  mit  Druckfarbe  versehen. 

Während  also  der  Telegraphist  auf  der  telegraphirenden  Station  den 
Zeiger  F  des  Schlüssels,  natürlich  stets  in  derselben  Kichtung  des  Drehens, 
über  das  Zifferblatt  hinführt,  bis  er  über  dem  zu  telegraphirenden  Buch- 
staben steht,  macht  auf  der  Empfangsstation  der  Zeiger  a  und  das  Typen- 
rad k  die  Bewegung  gleichzeitig  und  in  gleichem  Schritte  mit;  der  Zeiger  a 
bleibt  über  dem  zu  telegraphirenden  Buchstaben  stehen ,  das  Typenrad  k 
ist  darauf  eingestellt,  und  wenn  der  Telegraphist  den  Zeiger  F  niederdrückt, 
so  wird  der  eingestellte  Buchstabe  auf  den  Papierstreifen  aufgedruckt.  Soll 
der  eingestellte  Buchstabe  mehrere  Male  hintereinander  gedruckt  werden, 
wie  z.  B.  in  dem  Worte  „Schnellläufer"  die  drei  „1",  so  braucht  der  Tele- 

ZeiUehriH  f.  Mathematik  u.  Physik.  V.  29 


Digitized  by  Google 


426      Beiträge  zur  Geschichte  etc.    Von  Dr.  Ed.  Zktzsche. 


graphist  Mos  den  Zeiger  F  dreimal  nach  einander  nieder  zu  drücken,  ohne 
ihn  dazwischen  weiter  zu  drehen.  Die  Zwischenräume  zwischen  zw  ei  Wör- 
tern erzeugt  man  durch  Einstellen  auf  das  Kreuz  und  Niederdrücken  des 
Zeigers  F.  Will  man  eine  doppelte  Ausfertigung  der  Depesche,  so  braucht 
man  nur  zwei  Typenräder  neben  einander  auf  derselben  Achse  anzubrin- 
gen, ihnen  zwei  Hämmer  gegenüber  zu  stellen,  welche  die  beiden  einge- 
stellten gleichlautenden  Buchstaben  auf  einen  breiteren  Papierstreifen  auf- 
drucken, worauf  der  Streifen  mitten  durchgeschnitten  wird  und  auf  jeder 
Hälfte  die  Originaldepesche  enthält. 

Bei  den  Versuchen  mit  diesem  Typendrncktelegraph  konnte  man  bei 
Einschaltung  in  eine  ziemlich  lange  Leitung  45  Buchstaben  in  der  Minute 
drucken. 


Bei  einem  vergleichenden  Rückblick  auf  die  beschriebenen  verschie- 
denen Typendrucktelegraphen  findet  man  die  Vorzüge  sehr  vertheilt  und 
zerstreut.  Die  erste  Classe  derselben  steht  wegen  der  schwer  auf  Dauer 
zu  erhaltenden  Gleichförmigkeit  im  Gange  mehrerer  Uhrwerke  an  Zuver- 
lässigkeit und  bei  jedesmaliger  Einstellung  auf  den  Nullpunkt  (Theiler) 
auch  an  Leistungsfähigkeit  den  beiden  andern  Classen  nach,  obwohl  bei 
ihnen  gerade  der  eigentlich  telegraphische  Apparat  einfacher  ist.  Auch  die 
Typendrucktelegraphen  der  zweiten  Classe,  bei  welchen  der  Gang  der  Uhr- 
werke durch  Stromwirkungen  regulirt  wird,  sind  offenbar  noch  nicht  ein- 
fach genug;  theils  ist  ein  zusammengesetzter  und  desshalb  leicht  einmal 
den  Dienst  ganz  versagender  oder  wenigstens  nicht  pünktlich  genug  voll- 
ziehender Zwischenmechanismns  bei  ihnen  vorhanden;  theils  steht  zu  be- 
fürchten ,  dass  einmal  das  Uhrwerk  zwei  Schritte  auf  einmal  mache  anstatt 
eines  einzigen  (namentlich  bei  dem  von  Du  Moncel),  ein  ander  Mal  aber 
zu  träg  sei,  besonders  wenn  die  Ströme  sehr  kurz  sind.  Da  aber  überhaupt 
das  Uhrwerk  gänzlich  entbehrt  werden  kann  und  bei  seiner  Weglassung 
die  Zuverlässigkeit  nur  gewinnen  wird,  so  gebührt  wohl  der  dritten  Classe 
der  Vorzug;  wären  die  Linienströme  zu  schwach,  durch  unmittelbare  Hin- 
und  Herbewegung  des  Echappements  das  schwerere  Typenrad  in  Umdreh- 
ung zu  versetzen,  so  darf  man  nur  unter  Vermittelung  eines  Relais  die  Be- 
wegung des  Echappements  einem  Localstrom  übertragen;  man  wird  dabei 
entweder  ein  Schliessungsrad  oder  einen  ähnlichen  Schlüssel,  wie  der  beim 
Typendrucktelegraph  von  Digncy  beschriebene,  verwenden,  oder  noch 
besser  die  Geschwindigkeit  und  Sicherheit  des  Fortrückens  und  Einstellens 
von  dem  Strome  selbst  rcguliren  und  überwachen  lassen  unter  Anwendung 
des  Princips  der  Selbstnnterbrechung  (Siemens  und  Halske);  das  Auf- 
drucken endlich  dürfte  am  einfachsten,  sichersten  und  zuverlässigsten  durch 
einen  entgegengesetzten  Strom  oder  durch  einen  stärkeren  gleichgerichte- 
ten Strom  herbeigeführt  werden. 
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XXXVH  Integration  einiger  partiellen  Differentialgleichungen.«  Von 

Prof.  Dr.  phil.  Adolph  Steen  in  Kopenhagen. 

1.  Die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  «wischen  drei 
Veränderlichen  x,  y,  z: 


wo  p  —  — ,  0  =  — ,  ist  hinsichtlich  der  Form  mit  der  wohlbekannten 
dx  dy 

Gleichung  zweier  Veränderlichen,  y=px  +  f(p),  welche  Clairaut  auf 
die  particulären  Auflösungen  geführt  hat  (mc'm.  de  Üacad.  des  sc.  1734),  so 
verwandt,  dass  es  sehr  nahe  liegt,  die  Integration  nach  vorhergehender 
Differentiation  auszuführen.  Da  indessen  meines  Wissens  eine  solche  In- 
tegrationsmethode nirgends  angegeben  ist,  soll  hiermit  die  Aufmerksamkeit 
darauf  hingelenkt  werden.  Die  vollständige  primitive  Gleichung  sowohl 
als  die  particuläre  Auflösung  findet  sich  übrigens  in  Laer o ix,  trotte  du 
calc.diff.et  int.  t.  II.  Paris  1814,  p.  008,  und  durch  das  von  Chorpih  in  einer 
nicht  gedruckten  Abhandlung  1784  angegebene  Verfahren  wird  ferner  das 
von  Lagrangue  sogenannto  allgemeine  Integral  gefunden  (me'm.  de  Berlin 
1774,/).  247).  Die  nachfolgende  Methode  wird  alle  diese  Gleichungen  in 
ihrem  natürlichen  Zusammenhange  darstellen  und  zugleich  zeigen,  dass 
das  sogenannte  allgemeine  Integral  eigentlich  nur  eiue  pAticuläro  Auf- 
lösung ist,  die  ihren  natürlichen  Platz  zwischen  dem  vollständigen  Integral 
und  der  oben  genannten  particulären  Auflösung  findet. 

2.  Wird  1)  differentiirt  sowohl  nach  x  als  nach  y,  so  erhält  mau 


1) 


z=px  +  </y  +  F(p,  g)y 


dz 


dz 


wo  die  gewöhnlichen  Zeichen  r,  s ,  t  für 
Erstens  werden  nun  die  Qleichungen 


dx*'  dxdy%  dy* 


d*z     drz  d*z 


T  eingeführt  sind. 


29* 
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r==0,    s  —  0,    f  =  0 

3)  j  und  somit 

p  =  a,  q~b 

deu  Gleichungen  2)  ein  Genüge  leisten.  Hieraas  entsteht  das  vollstän- 
dige Integral 

4)  z  =  ax  +  by  +  F{a,  b). 
Dann,  wenn  2)  umgeschrieben  wird  in 

und  daraus  x  +  -j-i  #  +  TT-  climinirt,  so  entsteht 

aq 

6)  r/-s«  =  0, 

die  wohlbekannte,  den  developpaheln  Flächen  eigenthümlichc  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  die  sich  aus  folgender  Gleichuug  erster  Ordnung 

7)  v(|>f0)=ö    oder    q  =  f{p) 

findet,  wo  <p  und  f  willkührliche  Functionen  darstellen.  Die  Gleichung  7) 
ist  aber  schon  lange  durch  folgendes  System  integrirt  worden: 

8v  U  =px  +.f{p)  y  +  (p)(1p> 

jo  =  *  +/*(/')*  + 
wo  p  zu  eliminircn  ist.  Dieses  System  wird  demnach  nur  dann  der  gegebe- 
nen Gleichung  Genüge  leisten,  wenn  die  erste  8)  mit  1)  übereinstimmt, 
folglich  wenn 

JV  (p)dp  =  F[p,f(p)]. 
Dadurch  gehen  die  Gleichungen  8)  in  die  folgenden  über : 

Lz=px  +  flp)  y  +  F[p,f{p)], 

Denkt  man  sich  nun  die  Elimination  von  p  wirklich  ausgeführt,  indem 
das  ans  der  letzteren  Gleichung  9)  gefundene  p  in  die  erstere  eingesetzt 
wird,  so  muss'die  so  gebildete  Form  der  ersteren  9)  das  allgemeine  Integral 
von  1)  mit  einer  willkübrlicheu  Function  f  darstellen.  Zugleich  gehört 
diese  Gleichung  der  developpaheln  Fläche  an,  die  durch  die  bewegliche 
Ebene  4)  erzeugt  wird ,  b  darin  als  abhängig  von  a  betrachtet ,  b  =  f  (er) 
und  namentlich  so ,  dass  man  zufolge  3) ,  0)  und  7) 

da  üb      dtidb  ^ 

'  d.vdy  dydx 

hat,  Sie  ist  demnach  als  eine  particuläre  Auflosung  anzusehen. 
Endlich  leistet  man  5)  und  somit  2)  auch  durch 

dF  ,  dF 
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Genüge.  Die  Elimination  von  />  und  q  zwischen  1)  und  11)  gieht  eine  primi- 
tive Gleichung  zwischen  xy  f/,  z  ganz  ohne  willkiihrliche  Constante  oder 
Function,  aber  doch  keinen  besonderen  Fall  der  Gleichungen  4)  oder  9); 
.das  wird  eine  durchaus  particuläre  Auflösung  sein.  Die  dieser 
Gleichung  entsprechende  Flüche  wird  zugleich  von  der  Ebene  4)  erzeugt, 
wenn  a  uud  b  sich  vou  einander  unabhängig  ändern,  indem  man  erhält 

,  dF  ,  dF 

welche  mit  4)  durch  Elimination  von  o  und  h  dasselbe  giebt,  als  I)  und  11) 
durch  Elimination  von  p  und  q.  Die  Gleichung  4)  bestimmt  daher  die 
Tangentialebene  beider  letztgenannten  Flächen. 

3.  Beispiel.  Die  Fläche  zu  bestimmen,  deren  Tangentialebene  eine 
gegebene  Entfernung  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  hat. 

Die  Aufgabe  in  Gleichung  gesetzt  giebt 

z  =  px  +  qy  +  n  j/l  +  p*  +  q%. 

Davon  ist  das  vollständige  Integral  [siehe  4)] 

z  =  ax  +  by  -f-  n  j/l  fc«, 

einem  Systeme  ebener  Flächen  entsprechend,  indem  a  und  b  willkiihrliche 
Constanten  sind.  Dagegen  giebt  die  erstere  9)  folgende  particuläre 
Auflösung  (allgemeines  Integral): 

•*  =  ax  '+  f{a)  y  +  n  ]/\+~a*  +  f  («)», 

wo  a  eine  beliebige  Function  von  x  und  y  sein  kann  und  f  (a)  durch  die 
letztere  9)  bestimmt  ist ,  nämlich 

Diese  Auflösung  kann  auch  dargestellt  werden  durch 

z  =  ax  +  by  +  n  f/l  +  a*  •+•  b\ 

wenn  nur  a  und  b  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  der  Gleichung  10)  Ge- 

x  y 
nüge  leisten.  Dieses-  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  a  =  ,  b  = 


welches  folgende  Kegelfläche  giebt : 

Endlich  wird  die  durchaus  particuläre  Auflösung  aus  11)  ent- 
stehen, indem  aus 


folgt 


und  somit 


x+    ,      "P  ,j+   =0 

/»       ?  +  />«  +  ~ 
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^«'  — X»  —  y' 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  gegebene  Gleichung  ergiebt 
sich  die  Gleichung  der  Kugel: 

z  =  +  j/n'  —  x'  —  y*, 

welche  mit  den  oben  genannten  Kegeln  umschrieben  ist  und  die  durch  das 
▼ollständige  Integral  bestimmte  Tangentialebene  hat. 
4.  Die  partielle  Differentialgleichung 

12)        F  [x  —      (p,  q),  y—<pt  (/>,  y),  *  —  <p,  (/>,  q)]  =  0 
ist  der  von  Woisord  {Gergonne.  Ann.  de  math.  t.  XV)  behandelten  Differen- 
tialgleichung zweier  Veränderlichen 

F[x—<pt  {p),'J  —  <p,(p)]  =  0 

sehr  ähnlich.  Während  daher  diese  Gleichung  sich  integriren  lässt,  so- 
bald nur 

P  <Pi'(p)  —  <Pt'Ü>)i 
so  kann  man  dio  Integration  von  12)  zu  Ende  führen ,  wenn 

,3> 

uud  ferner ,  damit  =  sei ,  wenn 

dy  dp     dp  dq 

\4)  d<pt  __d y, 

dp       df  ' 

Ebenso  wie  die  Methode  Clairaut's  sich  auf  die  Gleichung  1)  anwenden 
lässt,  so  gilt  dasselbe  von  der  Methode  Woinord's  rücksichtlich  der  Gleich- 
ung 13),  doch  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  Woisord  keine  particuläre  Auf- 
lösung seiner  Gleichung  gefunden  hat,  obschon  eine  solche  sich  ganz  leicht 
darbietet  und  die  Gleichung  12)  auch  zwei  verschiedene  Arten  particulärer 
Auflösungen  hat. 

Durch  Differentiation  von  12)  nach  x  findet  sich 
dF       /       dfp%r      d<pt\  dF       /     d<p%r      d<pt\  ; 

rf(*-9>i)\        dp         dq    )      d{y  —  <pt)\     dp         dq  ) 

-         ^d{z  —  q>j\P        dp  dq  ) 

oder  zufolge  13) 

\d(x  —  <p,)        d(z  —  <pt)J\  dp  dq) 

/      dF  dF      \  /       dq>t  d<pt\ 

[dTy^Vt)     q  d  (z  -  tpM))  \—  '  ~dj>      *  dq~)  ~~  ° ' 
uud  auf  ähnliche  Weise  durch  Differentiation  nach  y 
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15a)    (tfdF     ,  +  P,(dF  \Us^-td-p) 

1     \d{x-^yl> d{z  —  Vi)J\          dp  dq) 

Diese  Gleichungen  15)  können  nun  ersten»  gelöst  werden  durch 


16) 


dp         dq  dp  dq 

dp         dq  dp  dq 


dx' 


oder,  indem  in  den  beiden  ersteren  r  =        s  =  ~  ,  und  in  den  beiden 

dx 

letzteren  s  —  ^  ,  t  =  ~  gesetzt  wird , 
dx  ay 

10  rfx"1'     </y      °'  dy-1* 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man 

18)  J*(*f)  =  *-e.. 

welche  wiederum  mittels  12) 

18a)  ?)  =  *  -  r, 

geben,  indem  die  drei  Constanten  durch  folgende  Gleichung  verbunden  sind: 

19)  F(ct,ct1c,)=0. 

Die  Elimination  von  p  und  q  aus  18)  giebt  eine  primitive  Gleichung  zwi- 
schen x,  y,  z  und  drei  Constanten,  die  wegen  19)  nur  für  zwei  zu  rechnen 
sind.  Dieses  Resultat  ist  das  vollständige  Integral  von  12) ,  welches 
natürlicher  Weise  auch  gefunden  wird,  wenn  man  aus  den  beiden  ersteren 
18)  Ausdrücke  für  p  und  q  durch  x  —  c,  und  y —  c,  findet  und  diese  in  12) 
substituirt.  Das  vollständige  Integral  nimmt  dann  folgende  Form  an : 
F  [x — if,  (x  —  c, ,  y  —  c,),  y  —  ^t  (x — c, ,  y— c,),  z  —  ^,  (*-— ct ,  y— c, )]  =  0. 

Ferner  leistet  das  Integral  der  durch  Elimination  der  Differential- 
coefficienten  von  F  in  15)  entstandenen  partiellen  Differentialgleichung 

20)    d^r  +  (p+^),  +  pl+^-r0(pp-p'^)==l 
dp        \dp       dq/        dq  \dp  dq       dq  dp/ 

auch  den  Gleichungen  15)  Genüge.  Die  Integration  dieser  Gleichung  20) 
ist  aber  meines  Wissens  noch  nicht  gefunden;  man  muss  sich  folglich  auf 
die  Bemerkung  beschranken,  dass  sich  durch  ihre  Integration  eine  primi- 
tive Gleichung  mit  willkürlichen  Functionen  findet,  die  als  eine  parti- 
culäre  Auflösung  von  12)  anzusehen  ist,  ebenso  wie  die  erstere  0)  eine 
solche  Auflösung  von  1)  war.  Denkt  man  sich  die  Integration  von  20)  so 
ausgeführt,  dass  zwei  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (mit 
y»  s»  Pi  V  uua*  willkührliche  Functionen)  entstehen,  so  wird -die  Elimina- 
tion von  p  und  q  aus  diesen  und  12)  die  particuläre  Auflösung  mit  einer 
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geringeren  Anzahl  willkührlichcr  Functionen  darstellen,  als  eine  noch- 
malige Integration  geben  würde. 
Endlich  ist  15)  aufgelöst  durch 

dF  dF 


1      dF  dF 

aus  welchen  in  Verbindung  mit  12)  sich  wiederum  durch  Elimination  von  p 
und  q  die  durchaus  particulüre  Auflösung  ohne  willkührliche  Con- 
stanten oder  Functionen  ergiebt. 

5.  Die  Theorie  der  parallelen  Flüchen  giebt  ein  gutes  Bei- 
spiel*). Es  sei  F(a,ß,  y)  =  0  die  Gleichung  einer  gegebenen  Fläche; 
eine  Kugel  mit  ihrem  Mittelpunkte  in  der  Flüche  und  mit  unveränderlichem 
Halbmesser  hat  die  Gleichung 

A)  {x  -  «)»  +  (y  -  ßf  +  (:-  yY  =  a*. 

Die  mit  der  gegebenen  parallele  Fläche  wird  gefunden  durch  Elimination 
von  a  und  ß  zwischen  A)  und  ihren  partiellen  Differentialgleichungen 


B) 


x-a  +  (z  —  y)^  =  0, 
y-/i  +  (z-y)^  =  0. 


Wird  aber  A)  nach  a*  und  y  differentiirt ,  erhält  man 

ix  —  a  +  (z  —  y)/>  =  0, 
'  ly-^+(2-y)y  =  0, 


und  somit 


da~P"  dß-'1' 


welche  zeigen,  dnss  parallele  Flächen  auch  parallele  Tangentialebenen  und 
gemeinschaftliche  Normalen  haben  müssen.  Gebraucht  mau  nun  C)  für  13), 
so  erhält  man 

^  :    -  v      1/       ö  -  -  u  " 

folglich 

_           a  aq 
z~y=  +  - ,    y  —  ß—+    /  , 

Vi  +  p*  +  «■  -  Vi  +  p%  +  </ 

x  —  a  =  H  ;  =-. 

~  Vi  +  p*  +  q* 

Die  hieraus  gefundenen  Ausdrücke  für  er,  ßy  yr  in  die  gegebene  Gleichung 
der  Fläche  gesetzt,  geben  die  partielle  Differentialgleichung  der  parallelen 
Fläche : 


*)  Vergl.  3.  lieft  dieses  Jahrgangs  der  gegenwärtigen  Zeitschrift,  wo  Herr  Dr. 
Ciiutor  die  Theorie  der  parallelen  Curveu  iu  Verbindung  mit  Woisord'a  Gleichung 
dargestellt  hat. 
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V      j/i  +     +  y'         ^i  +  p1  +  '/  +  /»'  +  // 

Diese  Gleichung  hat  die  durch  12)  angegebene  Form  und  die  Beding- 
ungen 13)  und  11)  gelten.  Das  vollständige  Integral  wird  nach  18)  uud  lü) 
so  bestimmt: 

K 1  +  p  *  +  v*  Kl  +  v  +  y 

_  « 

Vi  +  z  +  i1 

oder 


G) 


folglich 

H)  (* -c,)'  +  (y-c,)'  +  (z-c9y  =  ««, 

wo  doch 

(<*i  i  c« .  c >)  =  o. 

Dieses  stimmt  völlig  mit  A),  der  Gleichung  der  erzengenden  Fläche, 
Uberein. 

Der  Gleichung  9)  entspricht 

flt(l+g,)r~2|>yi  +  (l+|i»)f3  (s'-rQ«' 

±(1+p»  +  </)|  (1  + />' +  v')f  ' 

oder  

_  r  ,)  a*  +  |(i+  tf)  r -  2/,  y*  +  (l+ p*)  i ]  a  j/l  +     "+  y«  -  (l  +/,'+  y*)  =  0. 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  F)  allen  den  Flächen  angehört,  bei 
welchen  einer  der  Krümmungshalbmesser  cou staut  ist;  ihre 
Gleichungen  sind  alle  particnläre  Auflösungen  von  F). 

Die  durchaus  particulären  Auflösungen  lassen  sich  nicht  dar- 
stellen, so  lauge  die  durch  F  (o,  0,  y)  =0  bestimmte  Fläche  oder  dio  Func- 
tion F  unbekannt  ist. 


XXXVIII.  Berichtigung.  Im  3.  Hefte  des  5.  Jahrgangs  dieser  Zeit- 
schrift rindet  sich  8.  215  n.  f.  eine  Beurtheilung  der  bis  jetzt  üblichen  Auf- 
lösungen der  Aufgaben  übor  Verlegung  der  Zahlungstermine,  mittlere 
Zahlungstermine  und  Gesellschaftsrechnuugeu  von  Herrn  Dr.  Schlechter. 
Darin  wird  S.  218  mein  Werk  über  politische  Arithmetik  (Anleitung  zu 
finanziellen,  politischen  und  juridischen  Rechnungen)  angeführt  und  be- 
merkt: dass  dessen  Verfasser  selbst  keine  Aufgabe  über  mittlere  Zahlungs- 
termine, welche  zwar  in  einem  solchen  Werke  nicht  fehlen  sollten,  löst, 
sich  aber,  gestützt  auf  die  Ansicht  vieler  Gelehrten,  dahin  ausspricht,  dass 
jeweils  bei  unverzinslichen  Gapitalien,  die  erst  später  zu  entrichten  sind, 
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der  Werth  der  Nutzniessung  angegeben  werden  müsse,  denn  sonst  könnte 
die  Mathematik  solche  Aufgaben  uicht  lösen. 

Auf  die  hierin  enthaltenen  Unrichtigkeiten  sehe  ich  mich  veranlasst, 
Folgendes  zu  entgegnen. 

Die  Behauptung,  dass  in  meinem  Werke  keine  Aufgabe  über  mittlere 
Zahlungstermine  gelöst  int ,  widerspricht  dem  Thathcstand  ,  denn  auf  S.  22, 
$.  15  desselben  ist  diese  Aufgabe  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen (auf  die  gewöhnliche  Methode)  und  iu  $.40,  S.  07,  durch  die  mit  Zin- 
ses-Zinsen gelöst.  Beide  Fülle  sind  auch  im  Inhaltsverzeichnis«  aufge- 
führt, und  S.  08,  $.40,  ist  sogar  bemerkt,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  auf  ein  unrichtiges  Resultat,  die  mit  Zinses-Zinsen  aber  auf  das 
richtige  Resultat  führe.  Die  fragliche  Aufgabe  fehlt  daher  in  meinem 
Werke  nicht  und  die  Behauptung  des  Herrn  Dr.  Schlechter  wird  sich 
wohl  schwer  aufrecht  erhalten  oder  rechtfertigen  lassen. 

Der  noch  weiter  beigefügte  Satz  findet  sich  unter  der  hier  gegebenen 
Fassung  nirgends  in  meinem  Werke.  Im  4.  Capitel,  wo  die  richtige  Be- 
rechnung des  Interusuriums,  bekanntlich  eine  langjährige  Streitfrage,  be- 
sprochen wird,  habe  ich  ganz  gelegentlich  die  sich  von  selbst  verstehende 
Bemerkung  gemacht,  dass  auch  der  Werth  der  Nutzniessung  des  Schuldners 
in  Berechnung  gezogen  werden  müsse,  was  bisher  nicht  geschah,  ihr  aber 
keine  weitere  als  eine  sekundäre  Bedeutung,  oder  gar  ein  besonderes  Ge- 
wicht, beigelegt.  Ebenso  unrichtig  ist  die  Behauptung,  dass  ich  mich  auf 
die  „Ansicht  vieler  Gelehrten*'  stütze,  sowie  der  darauf  noch  folgende  Bei- 
satz ,  denn  ich  habe  mich  einzig  und  allein  auf  die  Resultate  des  Calculs, 
und  zwar  im  Gegensatze  mit  der  Ansicht  vieler  Gelehrten  (vgl. 
$.  40,  S.  110  u.  ff.  meines  Werks),  als  die  einzige,  in  der  Mathematik  gel- 
tende Basis  gestützt. 

Ich  habe  nämlich  SS.  28  —  30,  S.  56  u.  ff. ,  SS.  44  —  40,  S.  103  u.  ff. ,  sowie 
in  der  Vorrede  S.  VI  ra.  Werks  das  Verhttltniss  zwischen  der  Rechnung  mit 
einfachen  nnd  der  mit  Zinseszinsen  ausfuhrlich  eiörtert  und  als  Krgebuiss 
hiervon  den  allgemeinen  Satz  (S.  60)  gefunden  und  bewiesen: 

„Werden  die  Kapitalzahlungen  kt ,  A*t,  ks  .  .  .  kH  iu  beliebigen  Zeit- 
abschnitten gemacht  und  soll  ihr  Werth  auf  die  Gegenwart  oder  auf 
jeden  beliebigen  Zeitpunkt  (also  auch  auf  mittlere  Zahlungstermine) 
zurückgeführt  werden,  so  muss  dies  unter  folgenden  Bedingungen  ge- 
schehen : 

1.  Der  Rechnung  müssen  Zinseszinsen,  nicht  aber  einfache 
Zinsen  zu  Grunde  gelegt  werden. 

2.  Die  Rabattirung  muss  in  den  Zeitabschnitten  gemacht  werden, 
worin  die  Zahlungen  geschehen. 

3.  Zinsfuss  und  Verzinsung  hangen  von  der  Uebereinkunft  ab, 
dürfen  aber,  einmal  festgestellt,  nicht  mehr  willkührlich  von 
dem  Rechucr  abgeändert  werden.'4 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilnngcn.  435 

Diese  Bestimmungen  stützen  sich  nicht  Auf  die  Ansichten  der  Gelehr- 
ten, welche  über  politische  Arithmetik  geschrieben  hahen,  sondern  stellen 
sich  ihnen  gegenüber;  namentlich  No.  1  der  Ansicht  Hoffmann's,  von 
Clansberg's,  Mich  eisen' s,  Brune' s,  Schwein 's  n.  A.  m.,  welche 
die  Rechnung  mit  einfachen  oder  Zinseszinsen  der  freien  Wahl  oder  andern 
Motiven  überlassen  wollen  (vgl.  8.  120  u.  f.  m.  Werks),  und  No.  3  der  An- 
sicht von  Tetens  und  Meyer,  welche  häufig  mit  dein  conformen  Zins- 
fuss rechnen,  statt  mit  dem  relativen,  was  gleichfalls  zu  unrichtigen  Re- 
sultaten führt. 

Man  sollte  erwarten,  dass  Jemand  ein  Werk,  worüber  er  schreibt,  ge- 
lesen und  mindestens  richtig  aufgefasst  hat.  Bei  dem  vorliegenden  That- 
bestand  kann  man  sich  aber  der  Vermuthung  nicht  erwehren,  dass  Herr 
Dr.  Schlechter  die  einschlagenden  Stellen  und  Paragraphen  meines 
Werks,  worüber  er  ein  so  unrichtiges  und  unbegründetes  Urtheil  fällt,  gar 
nicht  kennt,  wenigstens,  wenn  er  sie  kennt,  nicht  richtig  aufgefasst  hat. 
Er  hätte  sonst  zu  einem  ganz  andern  Resultate  gelangen  müssen ,  als  wozu 
er  gelangte.  Nach  dem  von  mir  gegebenen  Nachweis  ist  nämlich  die  von 
Herrn  Dr.  Schlechter  in  20  Nummern  gegebene  und  so  hoch  belobte 
Auflösung  gerade  so  falsch  und  unrichtig,  als  die  von  ihm  bekämpfte, 
denn  sie  beruht  auf  der  Rechnung  .mit  einfachen  Zinsen,  die  in  der  von 
ihm  gebrauchten  Anwendung  immer  auf  ein  unrichtiges  Resultat  führt 
und  führen  muss,  obgleich  er  sie  als  gleichsam  bahnbrechend,  angeblich 
einzig  richtige  und  auf  innern  Gründen  beruhende  erklärt.  Von  der  Rich- 
tigkeit des  Gesagteu  kann  sich  Jeder  Überzeugen,  der  ein  Zahlenbeispiel 
nach  der  von  Dr.  Schlechter  angegebenen  Methode  berechnet,  die  For- 
derung des  Schuldners  uud  Gläubigers  fest  und  einander  gegenüber  stellt 
und  Schritt  für  Schritt  durch  Rechnung  prüft. 

Freiburg  i.  B.,  im  Juli  1800.  Dr.  L.  Oettinger. 


XX XIX.  Ueber  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte.    In  dem 

speciellen  Falle,  wo  die  Richtungen  zweier  auf  einen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  einen  rechten  Winkel  einschliessen ,  ist  es  bekanntlich  sehr  leicht, 
die  Grösse  der  Resultante  R  =  y ' P*  ■+•  Q9  zu  finden,  dagegen  verursacht 
die  Bestimmung  ihrer  Lage  einige  Mühe*)  und  führt  immer  auf  eine 

*)  In  der  Vorrede  zu  Dr.  Wernicke'a  Lehrbuch  der  Mechanik,  Brauuschweig 
1858,  wird  ein  von  Dr.  8tadcr  in  Berlin  hcrrülu  ender  Beweis  uiitgcthoilt,  der  daruuf 
hinausläuft,  das  Parallelogramm  der  Kräfte  ,,  durch  sich  selbst  zu  beweisen",  also 
nachzuweisen,  das*  die  Annahme  des  Satzes  keinen  Widerspruch  involvirt.  Abgesehen 
von  dem  Einwurfe,  dass  auf  diesem  Wege  höchstens  die  Möglichkeit,  keineswegs  aber 
die  Notwendigkeit  eines  Theoremes  gezeigt  werden  kann,  ist  der  Stader'sche 
(ohnehin  etwas  unklar  gefasste)  Beweis  auch  in  so  fern  völlig  unirciiiii?end ,  als  er 
wörtlich  derselbe  bleiben  würde,  wenn  man  ein  beliebiges  anderes  Viereck  mit  gleich 
grosser  Diagonale  statt  des  Parallelogramme»  oder  spociell  Rechtecks  nehmen  wollte, 


* 
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Functionalgleichung;  auch  scheint  sich  letztere  nicht  gut  vermeiden  zu  las- 
sen, da  in  der  That  der  Winkel  zwischen  P  und  B  eine  unhekannte  Func- 
tion des  Verhältnisses  —  ist.    Unter  diesen  Umständen  bleibt,  wenn  man 

keine  fremden  Angriffspunkte  zu  Hülfe  nehmen  will,  nichts  weiter  übrig, 
als  jene  Functionalgleichung  möglichst  einfach  zu  gestalten  und  sie  durch 
elementare  Mittel  aufzulösen.  Das  Folgende  enthält  einen  Versuch  dieser 
Art,  welcher  auf  einem  neuen  Grundgedanken  beruht.  (Fig.  29,  Taf.  VII.) 

Man  denke  sich  im  Kaume  drei  auf  einen  Punkt  wirkende  gegen  ein- 
ander senkrechte  Kräfte ,  welche  durch  die  Geraden  OA  =  Xy  OB  —  Y, 
OC—Z  dargestellt  werden  mögen,  und  es  sei  OD  die  Resultante  von  X 
und  K,  ferner  OE  die  Resultante  von  Y  und  Z,  endlich  OF  die  Resultante 
aller  drei  Kräfte  X,  Y}  Z.  Die  letzte  Resultante  kann  man  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen  bilden ;  leitet  man  sie  aus  OD  und  00  her,  so  muss  sie  in 
der  Ebene  DOC  liegen ,  betrachtet  man  sie  dagegen  als  entstanden  aus  OA 
und  OE,  so  gehört  sie  der  Ebene  AOE  an;  sie  fällt  daher  in  den  Durch- 
schnitt der  genannten  Ebenen.  Zwischen  den  Winkeln  AODt  BOEy  AOF 
besteht  nun  die  Relation 

.  FG     GHxOG  tanAOD 

tan  AOF  =  — — ■  — -  —  -- — --  =   -— 

OG     GH.FG     cos  BOE 

oder 

tan  AOF=  tan  AOD  .  y/l+tatPBOE, 
und  diese  führt  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die  Grösse 
von  OE  bekannt  und  —  j/Y1     Z1  ist,  zu  folgendem  Satze: 

Wenn  der  Winkel,  welchen  die  Resultante  zweier  rechtwinklig 
auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  P  und  Q  mit  der  ersten  Kraft  P 
einschliesst,  immer  durch  (/>  Q)  bezeichnet  wird,  so  gilt  die  Gleichung 
1)         tan  {X,  j/r*+  Z«)  -=  tan  (X,  Y)  .  j/l  +  /««•  (JVF).  ») 
In  dem  speciellen  Falle,  wo  dio  beiden  Componenten  gleich  sind,  kenut 
man  die  Richtung  der  Resultante;  für  A=F=Z  ist  nämlich  L(Xt  Y) 
=  i(F,  Z)=45°,  mithin  nach  No.  1) 

tan  {X,  X f/2)  =  ]/l  +  tanüb9  =s  y7l . 

wodurch  mau  die  in  Thoil  II,  S.  88,  der  Zeitschrift  benutzte  Figur  erhalten  würde. 

l'eberhanpt  ist  der  Stader'sche  Beweis  identisch  mit  der  dort  erwähnten  ersten 
Hälfte  des  L n m b e rt'schen  Beweises;  die  Kichtung  der  Resultante  hat  der  Verfasser 
ganz  willkiihrlich  angenommen. 

*)  Dies  ist  in  der  That  eine  Functionalgleichung.   Setzt  man  nämlich 

tan  (X.  Y)  =  f  (  £  )  =  f{y) ,    tan  ( J',  Z)  =  /*  (  *  )  f(z), 

und  dem  entsprechend 

tan  (x,  yri+z*)  ^r(Ül^j =r(r  j/T^*^ = f(y  VT+?)t 

su  nimmt  die  obige  Gleichung  folgende  Gestalt  au: 

/•Un+T«)=^)Ki  +  [Ax)li. 
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Nehmen  wir  ferner  in  No.  I)  F  =  X  und  der  Reilin  nach  £  = 

X}^\  etc.,  so  erhalten  wir  bei  fortwahrender  Substitution  von  jeder 
Gleichung  in  die  folgende 

tan  (.V,  X  y'i)  —  ]/{  +  ton«(.l\  .V  /  2)  =  , 

ton  (X,  A'  j/J)  =      + ton*(A',  A  /  3)  =  j/4 

U.  8.  W. 

Ucberhaupt  ist,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

tan  (X,  A'n)  =  n  — 
oder  in  anderen  Buchstaben 

2)  ta»(ff,  P)=£, 

vorausgesetzt,  dass  P  ein  Vielfaches  von  U  beträgt. 

In  der  Gleichung  1)  snbstituiren  wir  ferner  X  ~  /»,  Y~Q,  Z=Q, 

$V*i  Ofö*  OY*  etc-  erhalten 
tan  (P,  0  j/2)  =  /o/j  (P,  0)  .  ]/2 ,  . 

ton  (/>,  ()  ^3)  =  to/,  (/>,  0)  .       4-  UnTlQ,  Q  fr)  =  tan  (P,  Q)  .  ^3 , 
ton  (P,  £)  j/4)  =  ton  (P,  £>)  Y 1  +  to#7»"(>),  6>  /  3)  =  ton  (P,  O)  .  / » 

U.  8.  W., 

überhaupt,  wenn  wi  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

to«(/\  0w)  =  ton(P,  Q).m 

und  umgekehrt 

3)  Um(n,o)  =  '^-'—. 

tn 

Hei  zwei  Kräften,  die  sich  wie  dre  ganzen  Zahlen  m  und  n  verhalten,  ist 
mQ  ein  Vielfaches  von  P,  nämlich  n\Q  =  nP,  mithin  nach  No.  2)  tan  (P,ro()) 
tn  0 

=  -ß-  =■  n,  folglich -nach  No.  3) 

4)  ,„„(/>,  0)  =  £=|. 

Hiermit  ist  die  Lage  der  Resultante  für  alle  rechtwinklig  zu  einander 
wirkenden  Kräfte  bestimmt,  deren  Intensitäten  in  rationalem  Verhältnisse 
stehen ;  bei  irrationalen  Verhältnissen  benutzt  man  die  bekannte  Methode 
der  Erschliessung  in  rationale,  einander  immer  näher  rückende  Grenzen. 
Ebenso  wenig  braucht  hier  erörtert  zu  werden,  wie  nachher  der  allgemeine 
Fall  zu  behandeln  ist,  wo  P  und  Q  einen  beliebigen  Winkel  einschliessen. 
(Aus  den  Sitzungsberichten  der  K:  S.  Gesellschaft  der  Wissensch.  1.  Juli 

1800.)  ScJlLÖMILCJI. 
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XL.  Bemerkung  zu  einer  Stelle  der  Mecanique  Celeste,  Von  Aogost 
Muumann,  Assistent  an  der  Sternwarte  zu  Wien.  In  der  Ableitung  der 
Attractionsgesetze,  nach  w  elchen  die  Wirkung  einer  Kugelschale  auf  einen 
ausserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  gleich  ist  derjenigen  der  im  Mittel- 
punkt der  Kugelschale  vereinigt  gedachten  Masse  derselben,  gelangt  La- 
place  zu  folgender  Gleichung  (mec.  cä.  II,  12): 

(f  Mr  +  W)  —  tp(r  —  «)]) 


D)  2w .udu. 


=  An  .  u*du  .  q>  (r); 


dr 

hierin  bedeuten  u  den  Halbmesser  der  Kugelschale,  du  deren  Dicke,  r  den 
Abstand  des  angezogenen  Punktes  vom  Mittelpunkt  der  Kugelschale,  o>  das 
zu  ermittelnde  Attractionsgesetz,  y  eine  Function,  die  aus  <p  auf  folgende 
Weise  erhalten  wird : 

Der  Theil  links  vom  Gleichheitszeichen  der  Gleichung  D)  stellt  die  Summe 
der  Attraction  aller  Thcilchen  der  Kugelscbale  dar,  der  Theil  rechts  die 
Masse  der  Kugelschale,  multiplicirt  in  die  zu  suchende  Function  von  r. 
Dieselbo  Gleichung  integrirt  giebt: 

e)  V>  (r  -f-  w)  —  ^  (r  —  u)  —  2ru J<p{r)  dr  +  rü, 

unter  U  einen  Ausdruck  verstanden,  der  nur  aus  u  nnd  Constanten  zusam- 
mengesetzt ist.  Hieraus  leitet  Laplacc  durch  Gleichsetzmig  der  identi- 
schen zweiten  Difl'crentialquotienten  nach  r  und  u  des  Theiles  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  folgende  Gleichung  ab: 

deren  Integral 

g 

g)  <p(r)  =  Ar  +  --t 

sofort  das  gesuchte  Attractionsgesetz  darstellt. 

Es  ist  aber  hierzu  zu  bemerken,  dass  durch  diese  Ableitung  das  nur 
in  ^  enthaltene  Attractionsgesetz  der  Thcilchen  der  Kugelschale  als  solcher 
eliminirt  worden  ist,  dass  somit  in  Gleichung  f)  die  Function  <p(r)  nur  das 
Attractionsgesetz  der  im  Mittelpunkt  vereinigten  Masse  repräsentirt  und 
man  zu  derselben  Gleichung  f)  gelangt  wäre,  wenn  man  ^  eine  beliebige 
andere  von  <p  verschiedene  Function  zu  Grunde  gelegt  hätte ,  desgleichen 
wenn  man  die  unter  den  Functionszeichcn  y  in  Gleichung  I))  befindlichen 
Grenzgrösscn  r  +  m  und  r  —  u  durch  u  -fr-  r  und  u  —  r  ersetzt,  d.  h.  den 
Ausseren  Punkt  mit  einem  inneren  vertauscht  hätte.  Demgemftss  besagt 
das  Integral  g)  nur  Folgendes: 

Wenn  es  möglich  sein  soll,  die  Attraction  einer  Kugelschale  auf  einen 
ausser-  oder  innerhalb  derselben  gelegenen  Punkt  durch  diejenige  der  im 
Mittelpunkt  vereinigt  gedachten  Masse  der  Kugelschale  zu  ersetzen,  so 
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sich  letztere  Attraction  der  Function  der  Entfernung  nach  zurück- 
ziehen auf  Ar  +  —m. 

r* 

Diese  Bedeutung  der  Gleichung  g)  dürfte  veranlassen,  die  Ableitung 
der  in  Rede  stehenden  Attractionsgesetze  sowohl  bezüglich  eines  Äusseren 
als  inneren  Punktes  in  folgender  Weise  zu  Ende  zu  führen : 

Ob  nämlich  die  Attraction  der  im  Mittelpunkt  vereinigt  gedachten 
Masse  der  Kugelschale  auf  einen  äusseren  Punkt  nach  dem  Gesetze 

Ar  +  —  äquivalent  sei  der  Attraction  der  Kugelschale  als  solcher  nach 

demselben,  oder  irgend  einem  anderen,  oder  mehreren  anderen  Gesetzen, 
und  ob  und  unter  welcher  näheren  Bestimmung  der  Constanten  A  und  Bt 
ergiebt  sich  offenbar  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  e) ,  in  welche  für 

Ii 

(p(r)  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  Ausdruck  Ar-\-  »•  zu  substituiren 

ist.  Hierdurch  geht  diese  Gleichung  unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung 
der  aus  derselben  ebenfalls  für  U  resultirenden  Form  über  in 

h)  i*>  (r +  «)  —  1J>  (r  —  u)  =  u  (A^-^Cr  —  'lB)  -f-  r  (Au*  +  Eu—2D), 
worin  C,  Dy  E  wie  A  und  B  Integrationsconstante  sind.  Um  hieraus  die 
Function  y  zu  ermitteln,  differentiiren  wir  viermal  nach  einer  der  Grössen 
r  und  m;  diess  liefert 

y""  (r  +  m)  —  y""  (r  —  m)  =  0 , 
somit  für  jeden  Werth  von  f 

iT'(f)  =  Conti., 

sofort 

i)  *>(/■)  =  <-r  +  er  +  er  +  c-f + c" 

mit  c,  c. .  .  als  Constante  der  Integration. 
Hieraus  ergiebt  sich 

k)  <p  (/")=  8cf+Zc'-  °- 

flir  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Attraction  der  Theilchcn  der  Kugel- 
schale vor  sich  zu  gehen  hat.  Der  unter  i)  für  ty{f)  gewonnene  Ausdruck 
hat  aber  noch  die  Gleichung  h)  zu  erfüllen,  oder  besser:  die  Integrale  y(f) 
und  qp(>-),  Gleichung  g) ,  haben  zusammen  die  Gleichung  e)  zu  einer  iden- 
tischen zu  machen,  was  zu  den  folgenden  Relationen  führt: 

•  A--Hc, 

ff—  —  f  , 

C+  E=±4c\ 
D~  0, 

0  -=  c\ 

hiermit  aber  geht  die  Gleichung  k)  über  in 
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d.  Ii.:  Die  Attraction  einer  Kugelschale  anf  einen  ausserhalb  derselben  be- 
findlichen Punkt  ist  nur  dann  Äquivalent  derjenigen  der  im  Mittelpunkt 
vereinigt  gedachten  Masse  der  Kugelschale,  wenn  beiderlei  Wirkungen 
nach  einem  und  demselben  Gesetz,  und  zwar  sowohl  nach  der  directen 
ersten  Potenz  als  nach  dem  verkehrten  Quadrat  der  Entfernung,  vor  sich 
gehen.  • 

Bezüglich  eines  Punktes  innerhalb  einer  Kugelschale  wird  man  das 
auch  hierfür  resultirende  allgemeine  Integral  i)  mit  der  Gleichung  h)  ver- 
binden, nachdem  man  in  dieser  die  unter  den  Functionszeichen  befind- 
lichen Grössen  r  +  u  und  r  —  u  durch  u  +  r.  und  u — r  ersetzt  hat;  diess 
ergiebt: 

A  =  Hc, 
B  =  0, 
C+  E  =  4c\ 

—  c"\ 
0  =  c', 

so  dass  sich  das  Binom  der  Gleichung  g)  auf  sein  erstes  Glied  reducirt, 
während  die  Gleichung  k)  sich  verwandelt  in 

d.  h.:  Die  Attraction  einer  Kugelfiache  auf  einen  innerhalb  derselben  be- 
findlichen Punkt  ist  nur  dann  äquivalent  derjenigen  der  im  Mittelpunkt 
vereinigt  gedachten  Masse  der  Kugelschalo,  wenn  entweder  beiderlei  Wir- 
kungen nach  einem  und  demselben  Gesetz,  und  zwar  nach  der  directen 
ersten  Potenz  der  Entfernung,  vor  sich  gehen,  —  oder  aber,  wenn  die 
erstere  Wirkung  nach  dem  verkehrton  Quadrat  der  Entfernung  vor  sich 
geht,  die  letztere  aber  Null  ist. 
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Recensioncn. 

Grundsuge  dar  mechanischen  Wärmetheorie  mit  besonderer  Rücksicht 
anf  das  Verhalten  des  Wasserdampfei  von  Dr.  Gustav  Zruneb, 
Professor  am  eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich.  Freiberg, 
Engelhardt,  1860.  200  Seiten  8°. 
Der  bedeutende  Umfang ,  zu  welchem  die  Literatur  der  mechanischen 
Wärmetheorie  im  Laufe  einer  kurzen  Reihe  von  Jahren  angewachsen  ist, 
lässt  die  in  der  Vorrede  ausgesprochene  Absicht  des  Verfassers,  alle  von 
verschiedenen  Schriftstellern  bis  zum  heutigen  Tage  gegebenen  Rechnungs- 
und Versuchsresultate  vollständig  und  im  Zusammenhang  darzulegen,  ab 
eine  sehr  zeitgemässe  nnd  dankenswerthe  erscheinen ,  wenngleich  das  Buch 
selbst  nicht  in  vollem  Maasse  Das  leistet,  was  die  Vorrede  verspricht.  Was 
die  experimentellen  Grundlagen  der  mechanischen  Wftrmetheorie  betrifft, 
so  sind  fast  immer  nur  die  Versuchsresultate  historisch  mitgetheilt,  ohne 
dass  es  dem  Leser  durch  .eine,  wenn  auch  nur  kurze  Andeutung  der  Metho- 
den, durch  welche  dieselben  gewonnen  wurden,  möglich  gemacht  wäre, 
ein  Urtheil  über  deren  Zuverlässigkeit  zu  gewinnen.  Und  eine  solche  Kri- 
tik von  Seiten  des  Lesers  hat  der  Verfasser  nicht  immer  überflüssig  ge- 
macht. Während  z.B.  den  Versuchen  von  Hirn  an  Dampfmaschinen  ein 
grösseres  Gewicht  beigelegt  wird,  als  ihnen  vielleicht  im  Vergleich  mit 
manchen  andern  Versuchen  zukommen  möchte,  wird  nur  beiläufig  (p.  39) 
erwähnt,  dass  Joule  durch  verschiedene  Methoden  das  Wärmeäquivalent 
bestimmt  habe,  ohne  über  diese  Methoden  die  geringste  Andeutung  zu  ge- 
ben. Die  Namen  eines  Rumford  und  Davy  hätten  wohl  auch  wenigstens 
eine  historische  Erwähnung  verdient.  Der  von  Perron  für  das  mechanische 
Wärmeäquivalent  gegebene  Zahlenwerth  (424  Kgrm.)  ist  aus  denselben  nu- 
merischen Datis  und  Formeln  abgeleitet,  wie  die  Zahl  des  Herrn  Zeuner, 
die  Uebereinstimmung  daher  nicht  eben  wunderbar.  Die  Zahlen  (pag.  38), 
welche  Masson  und  Dulong  für  das  Verhältniss  der  speeifischen  Wärme 
der  atmosphäri selten  Luft  gegeben  haben,  sind  gar  keine  Versuchsresultate, 
sondern  ebenso  wie  die  vom  Verfasser  selbst  gegebene  Zahl  aus  der  Formel 
für  die  Schallgeschwindigkeit  durch  Rechnung  abgeleitet. 

I.ilcralurxlj.  d.  ZeUschr.  f.  Math.  u.  I'hys.  V.  J 
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*  Wir  lassen  eine  kurze  Inhaltsangabe  der  theoretischen  Entwickelongen 
des  Verfassers  folgen.  Derselbe  beginnt  mit  der  Erklärung ,  dass  man  in 
der  mechanischen  Wärinetheorie  die  Wärme  nicht  als  Stoff,  sondern  als 
Bewegungsform  betrachte.  Da  nun  der  Begriff  einer  Bewegungsform 
an  sich  nichts  Messbarcs  enthält,  so  wäre  es  erwünscht,  ehe  Überhaupt 
von  Aeqnivalenz  der  Wärine  und  Arbeit  die  Rede  ist,  zu  erfahren,  wo- 
durch die  in  einem  Körper  enthaltene  Wärmemenge  gemessen  werden  soll, 
ob  etwa  durch  die  lebendige  Kraft  der  Molecularbewegung  oder  wodurch 
sonst.  Im  §.2  erfahren  wir  nämlich  historisch,  dass  die  lebendige  Kraft 
der  Wärmebewegung  nicht  die  ganze  im  Körper  enthaltene  Wärmemenge 
darstellt,  sondern  dass  ein  Theil  der  dem  Körper  zugeführten  Wärme  oder  . 
mechanischen  Arbeit  noch  zu  Anderem  verbraucht  wird.  Da  man  nun 
a  priori  nicht  wissen  kann,  wie  gross  dieser  Theil  ist,  welcher  zu  innerer 
Arbeit  verwendet  wird ,  so  ist  auch  nicht  abzusehen ,  auf  welche  Weise  die 
Richtigkeit  des  Princips  der  Aeqnivalenz  der  Arbeit  und  Warme  geprüft 
werden  soll.  Die  im  folgenden  Paragraphen  gegebenen  Beispiele  beseitigen 
die  Schwierigkeit  nicht,  denn  dass  z.  B.  die  bei  der  Expansion  eiues  Gases 
für  das  Gefühl  verschwundene  Wärraemenge  überhaupt  nicht  mehr  vorhan- 
den oder  verbraucht  sei,  folgt  ebenso  wenig  mit Noth wendigkeit  aus  der 
Vorstellung  der  Wärme  als  Bewegungsform,  wie  aus  der  ältern  Vorstellungs- 
weise; es  kann  also  nicht  zum  Beweise  des  Princips  der  Aequivalenz  der 
Arbeit  und  Wärme  dienen,  sondern  es  ist  im  Gegentheil  erst  eine  Folgerung 
aus  diesem  Princip.  Der  Beweis,  dass  wirklich  Wärme  verschwindet, 
während  Arbeit  gelebtet  wird,  und  dass  das  verschwundene  Wärmequantum 
der  geleisteten  Arbeit  proportional  ist,  kann  nur  aus  der  Betrachtung 
eines  vollständigen  Kreisprocesses  hergeleitet  werden,  wo  der  vermittelnde 
Körper  sich  am  Ende  wieder  in  demselben  Znstand  befindet  wie  am  Anfang. 
Jedenfalls  hätte  die  Darstellung  des  Grundprincips  der  mechanischen 
Wärmetheorio  an  Schärfe  nicht  unerheblich  gewonnen ,  wenn  dasselbe ,  wie 
es  von  Helmholtz  geschehen  ist,  auf  das  mechanische  Princip  der  leben- 
digen Kräfte  gegründet  worden  wäre,  woraus  sich  insbesondere  von  vorn 
herein  eine  präcisere  Begriffsbestimmung  der  „innern  Wärme"  des  Körpers 
ergeben  hätte.  Es  ist  dieselbe  nämlich  identisch  mit  der  „mechanischen 
Energie"  von  Thomson  oder  der  „Wirkungsfunction"  von  Kirchhoff. 

Es  folgt  die  Ableitung  der  Hauptgleichungen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie,  welche  von  der  üblichen  Form  dadurch  etwas  abweichen,  dnss 
Druck  und  Volumen  als  unabhängige  Veränderliche  genommen,  die  Tem- 
peratur als  Function  beider  betrachtet  wird.  Die  Unabhängigkeit  der 
Carnot'schen  Temperaturfunction  von  der  Natur  des  vermittelnden  Kör- 
pers wird  ähnlich  wie  bei  Clapeyron,  Clausius  und  Reech  aus  der 
Betrachtung  eines  umkehrbaren  Kreisprocesses  hergeleitet,  indem  aus  der 
entgegengesetzten  Annahme  folgen  würde,  dass  ohne  Aufwand  von  Wärme 
oder  Arbeit  Wärme  von  einem  Körper  niederer  Temperatur  zu  einem  Körper 
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höherer  Temperatur  übergeführt  werden  könnte.  Inwiefern  dies  „unge- 
reimt" wäre,  ist  nicht  einzusehen,  da  nichts  darin  liegt ,  was  der  Grund- 
vorutellung  oder  dem  ersten  Grundsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
widerspricht.  Es  ist  vielmehr  die  Unmöglichkeit  einer  solchen  Ueberfüh- 
rung  eine  völlig  neue  und  für  sich  bestehende  Hypothese,  was  vom  Ver- 
fasser nicht  genug  hervorgehoben  wird.  —  Ungern  vermisst  man  an  dieser 
Stelle  den  Satz  über  die  innere  Wärme  (Wirkungsfunction)  eines  Körpers, 
welchen  W.  Thomson  aus  der  Verbindung  beider  Principien  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  abgeleitet  hat  und  der  von  Kirchhoff  in  verallge- 
meinerter Form  entwickelt  und  in  so  eleganter  Weise  zur  Herleitung  der 
Gesetze  der  Darapfbildung,  sowie  der  Absorption  von  Gasen  und  der  Lö- 
sung  von  Salzen  im  Wasser  benutzt  worden  ist. 

In  dem  Kapitel  über  die  permanenten  Gase  werden  diejenigen  Gase 
ausführlich  behandelt,  welche  das  M  ariotte'sche  und  Gay -Lussac 'sehe 
Gesetz  genau  befolgen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  beide  speeifische 
Wärmen,  bei  constantem  Druck  und  bei  constantem  Volumen,  von  Dichtig- 
keit und  Temperatur  unabhängig  sind.  Es  wird  aus  der  Differenz  der  spe* 
einsehen  Wärme  das  Wärmeäquivalent  =  424  Kgrm.  bestimmt  und  nach- 
gewiesen, dass  die  Carnot'sche  Temperaturfunction  der  absoluten  Tem- 
peratur proportional  ist.  Ferner  ergiebt  sich ,  dass  die  innere  Wärme  der 
Masseneinheit  des  Gases  seiner  absoluten  Temperatur  proportional,  übrigens 
aber  von  Druck  und  Dichte  unabhängig  ist  (May  er 'sehe  Annahme).  In 
einigen  Anmerkungen  werden  die  Modificationen  besprochen,  welche  die 
Formeln  erleiden  würden,  wenn  man  die  speeifischen  Wärmen  nicht  als 
eonstant,  aber  als  Functionen  der  Temperatur  allein  betrachtete.  Die  so 
gewonnenen  allgemeinen  Resultate  werden  auf  die  speciellen  Probleme  der 
Erwärmung  eines  Gases  bei  constantem  Druck  und  bei  constantem  Volu- 
men, der  Volumenänderung  bei  constanter  Temperatur,  der  Compression 
und  Dilatation  in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle,  des  Verbal- 
tens bei  plötzlicher  Aenderung  des  Druckes,  endlich  auf  den  Kreisprocess 
der  calorischen  Luftmaschine  angewendet.  Der  Einfluss  der  Abweichungen 
vom  Mariotte 'sehen  und  Gay- Lussac 'sehen  Gesetz,  sowie  die  Ver- 
suche, welche  von  Joule  und  Thomson  über  die  Abkühlung  der  Gase 
beim  Ausströmen  durch  enge  Oeffnungen  oder  poröse  Körper  zur  Prüfung 
der  Richtigkeit  der  Mayer  'scheu  Annahme  angestellt  worden  sind ,  und 
die  von  diesen  Physikern  aus  ihren  Versuchen  gezogenen  Folgerungen  sind 
leider  nicht  berücksichtigt  worden. 

Besonders  ausführlich  wird  im  dritten  Kapitel  über  die  Dämpfe  im 
gesättigten  und  überhitzten  Zustand,  das  Verhalten  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes untersucht,  dessen  Eigenschaften  am  besten  bekannt  und  von  der 
grössten  praktischen  Wichtigkeit  sind.  Die  Versuchsresultate  von  Reg- 
n  ault  über  die  Spannkraft  und  die  Gesaramtwärme  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes werden  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt.  Die  theils  aus  den 
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Vorsuclien  von  Rcgnault  unmittelbar  bekannten,  theils  durch  Anwendung 
der  Priucipien  der  mechanischen  Wärnietheorie  auf  diese  Versuchsresultate 
sich  ergebenden  Zahlenwerthe  der  verschiedenen  in  Betracht  kommenden 
Functionen  sind  für  Temperaturen  von  5  zu  5  Graden  innerhalb  des  Inter- 
valle« von  0  bis  200°  und  für  Spannkräfte  von  Viertel-  zu  Viertel-Atmosphäre 
für  das  Intervall  von  \  bis  10  Atmosphären  auf  zweckmässige ,  die  Ueber- 
sicht  und  den  praktischen  Gebrauch  erleichternde  Weise  in  Tabellen  zu- 
sammengestellt. Wie  schon  Clausius  gezeigt,  lassen  sich  mit  Hilfe  des 
Carnot'sehen  Princips  die  Volumina  der  Gewichtseinheit  gesättigton 

Dampfes  aus  den  bekannten  Wcrthen  des  Differentialquotienten  ~  und  der 

Verdampfungswärme  r  berechnen.  Die  Vergleichung  der  numerischen 
Resultate  ergiebt,  dass  die  Dämpfe  im  gesättigten  Zustand  nicht  dem 
Mariotte-Gay'  Lussac'schen  Gesetze  folgen,  sondern  dass  die  Relation 
zwischen  Druck  (/>),  Volumen  (r)  und  absoluter  Temperatur  (T)  mit  hin- 
reichender Genanigkeit  durch  eine  für  die  Rechnung  bequeme  empirische 
Gleichung  von  der  Form 

T 

A  pv  —  B  log  — 

dargestellt  wird,  wo  A  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit  ,  B 
und  /i  aus  den  Versuchen  zu  bestimmende  Constante  sind.  Nach  Zusammen- 
stellung der  allgemeinen  Formeln  für  gesättigte  Dämpfe  werden  nach  ein- 
ander sieben  passend  ausgewählte  specielle  Probleme  behandelt,  welche 
alle  wichtigem  Fragen,  die  in  der  Theorie  der  Dampfmaschinen  von  Inter- 
esse sein  können,  vollständig  erschöpfen.  Soweit  diese  Fragen  schon  früher 
von  Clausius  behandelt  worden  sind,  stimmen  die  Resnltate  des  Verfas- 
sers mit  denen  von  Glausins  überein.  Dem  Verfasser  gebührt  das  un- 
zweifelhafte Verdienst,  durch  weitere  Ausführung  der  von  Clausius  auf- 
gestellten Principien  die  Grundlagen  zu  einer  neuen  vollständigen  Theorie 
der  Dampfmaschinen  gegeben  zu  haben ,  welche  die  veraltete  Theorie  des 
Grafen  Pambour  zu  ersetzen  bestimmt  ist.  Es  steht  zu  hoffen ,  dass  der 
Verfasser  sich  des  fernem  Ausbaues  dieser  Theorie  annehmen  wird.  Die 
Discussion  des  vorhaudenen  Materials  über  Überhitzte  Dämpfe  führt  zu  dem 
Ergebniss,  dass  sich  aus  Mangel  an  experimentellen  Grundlagen  über  deren 
Vorhalten  noch  keine  hinreichend  sichern  Schlüsse  ziehen  lassen. 

Das  vierte  und  letzte  Kapitel  enthält  die  Anwendung  der  Grundsätze 
der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  feste  und  flüssige  Körper.  Es  verdient 
bemerkt  zu  werden,  dass  die  Formeln  des  Verfassers  auf  feste  Körper  nur 
insoweit  anwendbar  sind,  als  man  berechtigt  ist,  ihren  Zustaud  als  durch 
zwei  unabhängige  Veränderliche  p  und  v  vollständig  bestimmt  zu  betrach- 
ten ,  also  z.  13.  unter  Voraussetzung  eines  von  allen  Seiten  gleichförmigen 
Druckes.  In  diesem  Sinne  sind  dieselben  auch  vom  Verfasser  stillschwei- 
gend verstanden   worden.     Es  werden  zuerst  die  von  W.  Thomson 
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theoretisch  abgeleiteten  und  durch  Versuche  von  Joule  bestätigten  Resul- 
tate über  die  Erwärmung  von  Flüssigkeiten  durch  Corapression  behandelt. 
Es  werden  sodann  die  Bestimmungen  von  Aime*  und  von  Co  11  ad on  und 
Sturm  über  die  Compressibilität  des  /Wassers  und  Quecksilbers  benutzt, 
am  aus  den  entwickelten  Formeln  der  Werth  des  Verhältnisses  der  specifi- 
»chen  Wärmen  bei  constantera  Druck  und  bei  constantcm  Volumen  abzulei- 
s- 
ten.   Es  ergiebt  sich  für  Quecksilber  —  =  1,1353  und  da  nach  Regnault 

ci 

c  —  0,03332  ist,  c,  =  0,02035,  für  Wasser  -  =  1,0012  mithin  cx  =0,0088. 

Den  Schluss  bildet  die  Untersuchung  Über  die  Abhängigkeit  des 
Schmelzpunktes  vom  Druck.  Die  Entwickelungen  von  W.  Thomson 
über  die  Temperaturveränderungen,  welche  mit  Formänderungen  elasti- 
scher Körper  verbunden  sind  (Quarierly  Journ.  of  Math.  J,  57)  und  die  zu 
ihrer  Bestätigung  von  Joule  angestellten  Versuche  [Phil.  Mag.  [4  sw.]  XIV. 
220,  XV.  538,  XVI.  54)  sind  noch  nicht  benutzt. 

Die  Darstellung  ist,  abgesehen  von  den  anfangs  erwähnten  principiel- 
len  Schwierigkeiten,  klar  und  anschaulich  und  das  Ganze  erscheint  wohl 
geeignet,  den  Leser  auf  leichtere  Weise  als  das  früher  möglich  war,  mit 
den  bisher  gewonnenen  Resultaten  der  mechanischen  Wärmetheorie  be- 
kannt zu  machen.  Die  äussere  Ausstattung  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig. 

Jochmann. 


Bas  Pythagoreische  Dreieck  nnd  die  nngerade  Zahl.    Ein  Beitrag  zur 
Einleitung  in  das  Studium  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Von 
Karl  Thomas.    Berlin,  Herbig. 
Der  Verfasser,  der  sich  selbst  für  einen  Nicht- Mathematiker  erklärt, 
will  mit  seiner  Schrift  den  Beweis  liefern ,  dass  derjenige ,  der  überhaupt 
richtig  zu  denken  verstehe,  auch  über  mathematische  Dinge  richtig  denken 
werde  (S.  8),  er  glaubt  ferner  eine  brauchbare  Einleitung  in  das  Studium 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  geliefert  zu  haben  (S.  10)  und  vindicirt  endlich 
seiner  Arbeit  eine,  wenn  auch  nur  kleine,  wissenschaftliche  Bedeutung, 
welche  in  dem  Satze  gesucht  werden  soll:  „dass  für  das  Problem  vom 
rechtwinkligen  rationalen  Dreieck  die  absoluten  Primzahlen  mit  ihren 
noch  immer  unbekannten  Gesetzen  fast  in  den  Hintergrund  gedrängt 
werden,  dass  an  die  Stelle  derselben  zwei  durchaus  bestimmte  Zahlenreihen 
treten,  für  die  geraden  Zahlen  die  Zahlenreihe,  die  aus  der  Gleichung 
d  =  2(A9  hervorgeht,  für  die  ungeraden  Zahlen  die  Zahlenreihe,  deren  all- 
gemeines Glied  d=  (2fi  —  1)*  ist,  beides  für  p  =  1  bis  (jl  =  oo.    Die  Be- 
deutung dieser  Zahlenreihen  für  das  rationale  rechtwinklige  Dreieck  liegt 
in  der  Bedeutung  des  Buchstabens  dy  der  nach  der  einen  Seite  hin  den  Un- 
terschied zwischen  der  Hypotenuse  und  einer  der  beiden  Katheten  bezeich- 
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net,  nach  der  andern  Seite  hin  die  Anzahl  der  anmittelbar  aufeinander  fol- 
genden ungeraden  Zahlen  bedeutet,  die  sich  zum  Quadrate  einer  ganzen 
Zahl  aufsummiren.  Die  Methode,  allgemein  für  die  kleinste  dieser  d  unge- 
raden Zahlen  die  Stellenzahl  zu  finden,  ist  zugleich  die  Methode  für  die 
Darstellung  des  Systems  der  rationalen  rechtwinkligen  Dreiecke.  Diese 
Methode  bedarf  der  absoluten  Primzahlen  nicht  und  die  Darstellung  des 
genannten  Systems  und  dessen  ZurückfUhrung  auf  die  entferntesten  For- 
melelemente kann  unabhängig  von  der  absoluten  Primzahl  erfolgen. " 

Hierauf  ist  zu  antworten :  ad  1,  der  erwähnte  Beweis  war  vollkommen 
überflüssig,  da  schon  Plato  wusste  und  den  Sokrates  an  einem  Beispiele 
zeigen  lässt,  dass  zur  Mathematik  keine  absonderliche  Logik,  sondern  nur 
gesunder  Menschenverstand  erforderlich  ist.  Ad  2,  Die  Lehre  vom  ratio- 
nalen rechtwinkligen  Dreieck  gehört  nicht  zur  Theorie  des  Dreiecks  t  son- 
dern in  die  unbestimmte  Analytik;  von  einer  Einleitung  in  das  Studium 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  kann  hier  gar  keine  Rede  sein.  Ad  3,  Die  all 
gemeine  rationale  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung  a,-r-6,  =  c,l 
nämlich 

ö  =  2p7,  b  =/>*  —  q\  c=p9  +  q91 
ist  so  alt,  dass  man  sie  dem  Pythagoras,  Archytas  oder  Plato  zuge- 
schrieben hat,  und  eben  so  alt  ist  ohue  Zweifel  die  Consequeuz 

c  —  b  =  2q*,  c  —  a  =  (p—g)\ 
worüber  der  Verf.  so  viele  Worte  macht.  Auch  die  Gleichung  1  +  3  +  5+... 
+  (2/i  —  l)=/i"  kommt  schon  im  Alterthume  vor,  z.  B.  bei  Nicomachu». 
Es  war  daher  sehr  Überflüssig,  dass  der  Verf.  seine  Studien  drucken  Hess. 

SCHLÖMILCH. 


Theorie  der  Körperbewegungen  in  specieller  Erörterung  der  Pendelbe 
weguugen.   Von  G.  A.  Baurmeister.   Leipzig,  Eduard  Heinrich 
Mayer. 

Die  Ursachen  der  zunehmendeR  FallgeachwiRdigkeit  bei  Körperbewegun- 
gen. Von  Demselben.  Ebendaselbst. 
Zur  Charakteristik  des  Verfassers  werden  folgende  Citate  ausreichen. 
In  der  zweiten  Schrift  heisst  es  S.  28:  „Der  Verfasser  macht  keine  An- 
sprüche auf  mathematische  Kenntnisse,  er  weiss  aber,  dass  es  eine  physi- 
kalische Mathematik  noch  nicht  giebt,  dass  alle  desfallsigen  Rechnungen 
der  Physik  nutzlos  sind,  theils  weil  sie  auf  falschen  Prämissen  beruhen, 
theils  weil  man  das  Naturleben  übersah  und  nur  die  Form  im  Auge  hatte.14 
Auf  S.  7  der  ersten  Schrift  findet  sich  die  ebenso  apodiktische  Behauptung : 
„Eine  Theorie  der  Pendelbewegung,  welche  der  Kritik  Stand  halten  könnte 
und  nur  einigermassen  ausreichend  wäre,  hat  ihren  Schöpfer  noch  nicht 
gefunden."  8olch  bodenloser  Ignoranz  gegenüber  bedarf  es  begreiflicher- 
weise keiner  Erörterung.  Schlömilcb. 
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Recensionen. 

Studien  Uber  die  Körper  im  ephäroidalen  Zustande.  Neuer  Zweig  der 
Physik.  Von  M.  G.  H.  Boutigny.  Nach  der  dritten  Auflage  des 
französischen  Originals  übersetzt  von  R.  Arendt.  Leipzig,  F.  A. 
Brockhaus.  8.  8.  301. 
Die  Erscheinung,  um  welche  es  sich  in  dem  vorliegenden  Buche  han- 
delt, ist  in  Deutschland  unter  dem  Namen  des  L ei denfrost' sehen  Ver- 
suchs bekannt.  Der  Versuch  in  seiner  einfachsten  Gestalt  besteht  darin, 
dass  man  einen  Löffel  stark  erhitzt  und  dann  Wasser  hineintröpfclt;  der 
Tropfen  behält  seine  Kugelgestalt  bei  und  um  so  vollständiger ,  je  höher 
die  Temperatur  des  Löffels  ist,  er  verdampft  sehr  langsam  und  erst  wenn 
der  Löffel  nicht  mehr  erhitzt  und  abgekühlt  wird,  verwandelt  sich  der  Trop- 
fen mit  Explosion  in  Dampf.  Was  diese  Erscheinung  interessant  macht 
und  sie  als  paradox  erscheinen  lässt,  ist  der  Widerspruch ,  in  welchem  sie 
sich  mit  der  geraeinen  Erfahrung  befindet,  dass  wenn  man  Wasser  in  einem 
Löffel  Uber  Feuer  hält,  dieses  um  so  schneller  verdampft,  je  heisser  es 
wird,  bis  es  zuletzt  bei  einer  bestimmten  Temperatur  ins  Sieden  kommt. 
Leidenfrost  war  der  Erste,  der  die  Erscheinung  genauer  untersucht  und 
seine  Experimente  und  SpecuTationen  1756  in  einer  Schrift  de  aquae  communis 
qualitatibus  veröffentlicht  hat.  Seit  dieser  Zeit  sind  die  Versuche  oft  wieder- 
holt und  abgeändert  worden.  Schon  vor  Boutigny  (der  seit  1830  sich  mit 
der  Erforschung  des  merkwürdigen  Phänomens  ununterbrochen  beschäftigt 
hat)  wurde  beobachtet,  dass  beinahe  alle  Flüssigkeiten  und  selbst  feste 
Körper  auf  heissen  Metallflächen  die  Gestalt  eines  Tropfens  annehmen,  der 
nur  langsam  verdampft  und  dessen  Temperatur  ebenfalls  constant  ist.  Eine 
vollständige  Erklärung  der  Erscheinung  und  der  sie  begleitenden  Umstände 
haben  wir  bis  heute  noch  nicht  und  der  Grund  davon  liegt  wohl  darin,  dass 
die  Massbestimmungen,  auf  welche  hierbei  theoretische  Untersuchungen  zu 
fussen  haben,  sich  hauptsächlich  auf  die  Temperatur  beziehen.  Die  Auf- 
gabe, um  deren  Lösung  es  sich  hierbei  zunächst  handelt,  dürfte  wohl  so  zu 
fassen  sein:  „welchen  Einfluss  hat  die  Temperatur  auf  die  Adhäsion  über- 
haupt und  wie  verhält  sich  insbesondere  ein  Tropfen  gegen  strahlende  und 
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gegen  geleitete  Wärme?"  Unter  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet  nun 
freilich  Boutigny  die  hierher  gehörenden  Erscheinungen  nicht.  Seinen 
eigenthümlichen  Ansichten  zufolge  gehen  die  Körper  auf  heissen  Ober- 
flächen in  einen  neuen  Aggregatzustand  über,  der  von  dem  festen,  tropf- 
bar flüssigen  und' gasförmigen  Zustande  verschieden  ist;  diesen  neuen  Zu- 
stand nennt  er  den  sphäroidalen  Zustand  und  basirt  die  Erklärung 
desselben  auf  folgende  charakteristische  Fundamcntaleigenschafteu  : 

1)  Die  abgerundete  Form,  welche  die  Materie  auf  einer  bis  zu  einer 
gewissen  Temperatur  erhitzten  Fläche  annimmt; 

2)  Die  permanente  Entfernung,  welche  zwischen  dem  sphäroidalisirten 
und  dem  sphäroidalisirenden  Körper  besteht; 

3)  Die  Eigenschaft,  die  strahlende  Wärme  zu  reflectiren; 

4)  Die  Aufhebung  der  chemischen  Wirkung; 

5)  Die  Beständigkeit  der  Temperatur  der  Körper  im  sphäroidalen  Zu- 
stande. 

Hiernach  lautet  die  Definition  folgendermaßen :  „Ein  auf  eine 
heisse  Fläche  geworfener  Körper  ist  im  späroidalen  Zu- 
stande, wenn  er  eine  abgerundote  Gestalt  annimmt  und  auf 
dieser  Fläche  ausserhalb  der  chemischen  und  physikali- 
schen Wirkungssphäre  verharrt;  dann  roflcctirt  er  die  str  ah- 
lende Wärme  und  seine  Molecule  sind,  in  Bezug  auf  die 
Wärme,  in  einem  Zustande  von  stabilem  Gleichgewicht,  das 
heisst,  sie  zeigen  eine  unveränderliche  oder  nur  zwischen 
sehr  engen  Grenzen  schwankende  Temper atur,  während  die 
der  erhitzten  Oberfläche  unbestimmt  erhöbt  werden  kann." 

„Diese  Definition,  welche  den  Fehler  hat,  ein  wenig  lang  zu  sein  nnd 
an  einigen  Stellen  gegen  bekannte  Regeln  zu  Verstössen ,  könnte  kurz  fol- 
gendermassen  gefasst  werden" : 

„Ein  Körper  befindet  sich  im  sphäroidalen  Zustande, 
wenn  seine  Temperatur  auf  einer  Oberfläche,  die  er  nicht 
berührt  und  deren  Temperatür  beliebig  erhöht  werden  kann, 
unabänderlich  bleibt;  oder:  Alle  Körper,  deren  Temperatur 
auf  einer  Oberfläche,  mit  der  sio  nicht  in  Berührung  stehen, 
und  deren  Temperatur  beliebig  gesteigert  werden  kann, 
unveränderlich  bleibt,  befinden  sich  in  sphäroidalem  Zu 
stände." 

„Wenn  man  —  fährt  Boutigny  weiter  fort  —  mit  dieser  Erklärung 
die  von  Liebig  für  flüssige  Körper  gegebene  vergleicht,  so  erkennt  mau 
ohne  Weiteres  die  Grundverschiedenheiten  dieser  beiden  Arten  von  Kör- 
pern. Lieb  ig  sagt:  „„Die  flüssigen  Körper  nehmen  die  Form  der  Ge- 
fässe  an,  in  welchen  sie  enthalten  sind,  ihre  Molecule  sind  sehr  beweglich. 
Wenn  sie  in  Ruhe  sind,  so  nehmen  sie  eine  horizontale  Oberfläche  an.'"4 

Wir  lassen  auf  diese  Definitionen,  nach  deren  Durchlesung  man  wohl 
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iweifeln  darf,  ob  Boutigny  überhaupt  weiss ,  was  man  unter  einem  Aggre- 
gatzustand  an  verstehen  hat,  ein  Resume'  des  ganzen  Werkes  folgen,  wobei 
wir  uns  an  das  vom  Verfasser  selbst  gegebene  halten  wollen.  Der  erste 
Theil,  welcher  die  üeberschrift  „Physik"  trägt,  sucht  folgende  Fragen  au 
beantworten : 

1)  Welches  ist  die  niedrigste  Temperatur,  bei  welcher  das  Wasser  in 
den  sphäroidalen  Zustand  (ibergehen  kann  ? 

2)  Welches  ist  das  Gesetz  der  Verdampfung  des  Wassers  im  sphäroi- 
dalen Zustande? 

3)  Welches  ist  die  Temperatur  der  Körper  im  sphäroidalen  Zustande 
und  ihres  Dampfes? 

4)  Durchdringt  die  strahlende  Wärme  die  Körper  im  sphäroidalen  Zu- 
stande oder  wird  sie  von  denselben  reflectirt? 

5)  Können  alle  Körper  in  den  sphäroidalen  Zustand  übergehen? 

6)  Findet  zwischen  den  Körpern  im  sphäroidalen  Znstande  und  den 
Oberflächen,  auf  welchen  sie  entstehen,  Berührung  statt  oder  nicht? 

7)  Spielt  der  sphäroidale  Zustand  des  Wassers  irgend  eine  Rolle  bei 
den  Explosionen  der  Dampfkessel? 

8)  Welches  ist  die  physische  Constitution  der  Körper  im  sphäroidaleu 
Zustande? 

Die  Resultate,  zu  denen  Bontigny  gelangt,  sind  folgende:  Die  niedrigste 
Temperatur,  bei  der  das  Wasser  den  sphäroidalen  Znstand  annehmen  kann, 
ist  +  142°  C;  —  die  Temperatur  des  Gefässes,  in  welchem  man  irgendeinen 
Körper  sphäroidalisiren  kann,  muss  um  so  höher  sein,  je  höher  der  Siede- 
punkt derselben  liegt;  —  das  Wasser  im  sphäroidalen  Zustande  verdampft 
uro  so  schneller,  je  höher  die  Temperatur  des  Gefässes  ist,  und  seine  Ver- 
dampfungsgescbwindigkeit  ist  speciell  bei  -f-  200°50mal  geringer  als  beim  Sie- 
den; —  die  Temperatur  der  Körper  im  sphäroidalen  Zustande 
liegt,  wie  hoch  auch  die  des  einschl iessenden  Gefässes  sein 
möge,  stets  tiefer  als  die,  bei  der  sie  sieden;  sie  ist  der 
letztern  proportional  und  für  Wasser  =  -f-  96,5°  (?).  Infolge 
dieses  Gesetzes  gelang  Bontigny  die  Lösung  des  Problems:  innerhalb 
eines  zur  Weissglut  erhitzten  Raumes  Wasser  zum  Gefrieren  zu  brin- 
gen; —  die  Temperatur  des  Dampfes  der  Körper  im  sphäroidalen 
Zustande  ist  gleich  der  des  einschliessenden  Gefässes,  mit  andern  Wor- 
ten: das  Gleichgewicht  der  Wärme  stellt  sich  stets  zwischen  dem 
Dampf  der  sphäroidalisirten  und  dem  Räume,  welcher  sie  einschließt, 
her,  nie  aber  zwischen  diesem  Räume  und  den  sphäroidalisirten  Körpern ; 
—  die  Körper  im  sphäroidalen  Znstande  besitzen  ein  fast  absolutes  Re- 
flexionsvermögen für  die  Wärme ;  —  alle  Körper  können  in  den  sphäroida- 
len Zustand  übergehen  (?) ;  —  zwischen  den  Körpern  im  sphäroidalen  Zu- 
stande nnd  den  Oberflächen ,  auf  welchen  sie  entstehen ,  findet  keine  Be- 
rtthrnng  statt;  —  der  sphäroidale  Zustand  des  Wassers  ist  die  Hauptursache 

2» 


Digitized  by  Google 


1 2  Literaturzeitang. 


der  sogenannten  donnernden  Explosionen  der  Dampfkessel ;  —  die  Metallo 
sind  bis  jetzt  nur  im  festen,  sphäroidalen  and  gasförmigen  Zustande  studirt; 
—  sämmtliche  beobachtete  und  im.  vorliegenden  Werke  beschriebenen  Er- 
scheinungen verlaufen  in  der  Muffel  d.  h.  innerhalb  eines  allenthalben  von 
weissgltthenden  Wänden  eingeschlossenen  Raumes,  unter  der  Glocke  der  • 
Luftpumpe  und  im  Focns  eines  Brennglases  ebenso  wie  an  freier  Luft ;  — 
ein  znr  Flüssigkeit  verdichtetes  Gas,  schweflige  Säure,  welches  in  diesem 
Zustand  bei  — 11°  siedet,  in  einer  rotbglühendon  Schale  unter  die  Glocke 
der  Luftpumpe  gebracht ,  verflüchtigt  sieh  nur  langsam  und  siedet  nicht 
mehr,  wenn  es  sphäroidalisirt  ist. 

Das  sind  die  Resultate  aus  72  Versuchen,  die  13.  im  ersten  Tbeile  mit- 
theilt  Welcher  Art  diese  Versuche  zum  Theil  sind,  und  welches  Vertrauen 
die  numerischen  Angaben  verdienen,  werden  wir  nnsern  Lesern  am  anschau- 
lichsten machen,  wenn  wir  einige  derselben  hierhersetzen. 

Die  Temperatur  des  Wassers  im  sphäroidalen  Zustande  anlangend, 
sagt  B.,  dass  aus  seinen  Versuchen  hervorgeht,  dass  sie  zwischen  «6°  und 
98°  liegt,  er  aber  geneigt  ist,  anzunehmen,  dass  sie  wirklich  06,5°  ist.  B.  hat 
auf  verschiedene  Weise  versucht ,  diese  Temperatur  zu  messen ,  aber  nur 
einmal  ist  es  ihm  vollständig  gelungen,  und  diesen  einzigen  Fall  beschreibt 
er  im  zwölften  Versuche  wie  folgt:  „Eine  halbkugelformigc  Silbcrschalo  von 
0,043  Meter  Durchmesser,  45  Gramm  schwer  und  23  Cubikcentimetcr  Inhalt 
wurde  über  der  Flamme  einer  guten  Aoolipyle  mit  verticalem  Blasrohr  er- 
hitzt. Sobald  sie  rothglühend  war,  goss  man  mit  Vorsicht  12  — 15  Gramm 
destillirtes  Wasser  hinein  und  senkte  in  dasselbe  die  Kugel  eines  zu  diesem 
Versuche  construirten  Thermometers.  Das  Quecksilber  stieg  stets  bis  96,5°, 
oft  auch  bis  109°,  einigemale  bis  102°.  Das  Wasser  kochte  nicht,  aber  es 
wurde  durch  Dampfblasen,  welche  sich  nur  schwer  zwischen  der  Wand  der 
Schale  und  dem  Tropfen  entwickeln  konnten,  durchbrochen;  diese  berühr- 
ten die  Thermometerkugel  und  veranlassten  ein  Steigen  über  den  Siede- 
punkt des  Wassers.  Eine  andere  Fehlerquelle  war  die  erhöhte  Temperatur 
des  Mittels,  in  dem  sich  die  Thermometerröhre  befand.  Als  das  Thermo- 
meter die  Temperatur  zwischen  90°  und  102°  zeigte,  wurde  die  Flamme  der 
Aeolipyle  aasgelöscht.  Jetzt  ist  die  Dampfentwickelung  weniger  beträcht- 
lich und  geschieht  mit  Leichtigkeit  an  der  Wand  der  Schale ;  das  Thermo- 
meter fällt  schnell  bis  auf  00,5°  und  bleibt  constant  auf  diesem  Punkte,  so 
lange  sich  das  Wasser  im  sphäroidalen  Znstande  befindet.  Sobald  es  jedoch 
seinen  Zustand  ändert,  und  die  Schale  noch  heiss  genug  ist,  um  es  zum 
Sieden  zu  bringen,  was  fast  immer  der  Fall  ist,  steigt  das  Thermometer  auf 
100°,  um  alsbald  nach  den  Gesetzen  der  Abkühlung  zu  sinken.  Es  wären 
nun  wohl  hier  einige  Correctionen  anzubringen  für  den  Fall,  dass  die  Ther- 
mometerröhre isolirt  wäre ;  allein  man  kann  sich  durch  das  Gefühl  versi- 
chern, dass  ihre  Temperatur  der  des  Wassers,  in  welche  die  Kugel  taucht, 
sehr  nahe  steht.  Die  Correctionen  sind  daher  überflüssig,  da  sie  verschwin- 
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dend  klein  Ausfallen  müssten."  —  Doch  dies  ist  nicht  der  einzige  Fall,  wo 
B.  seine  Finger  als  Thermometer  benutzt.  Man  lese  z.  B.  den  66.  Versuch : 
„Ein  eiserner  Topf,  zu  drei  Viertheilen  mit  Wasser  gefüllt,  wird  mittels 
eines  Hakens  über  einem  Fener  aufgehängt.  Sobald  das  Wasser  im  vollen 
Sieden  ist,  zieht  man  das  Gefäss  vom  Feuer  und  hält  unmittelbar  darauf  die 
Hand  darunter.  Man  bemerkt  mit  Erstaunen,  dass  der  Boden  kalt  oder 
fast  kalt  ist ;  eine  halbe  Minute  später  erreicht  er  die  Temperatur  des  Was- 
sers und  bringt  man  jetzt  die  Hand  wieder  an  denselben  Ort,  so  wird  man 
sie  nicht  ohne  Unbequemlichkeit  dort  lassen  können."  Wie  undeutlich  Übri- 
gens bisweilen  B.'s  Beschreibungen  seiner  Versuche  sind  und  wie  wenig 
Zutrauen  seine  Angaben  verdienen,  mag  man  an  dem  55.  Versuch  ersehen: 
„Man  mache  die  gusseiserne  Schale,  die  zum  fünfzigsten  Versuche  gedient 
hat,  glühend  und  hänge  ein  Stück  Eis  von  100—150  Gramm  derart  an  einem 
feinen  Eisendrahte  auf,  dass  es  sich  vom  Mittelpunkt  der  Schale  in  einer 
gewissen  Entfernnng  befindet.  Ein  Thermometer  befestigt  man  so,  dass 
seine  Kugel  über  dem  Mittelpunkt  der  Schale  und  nur  etwa  2 — 3  Millimeter 
vom  Boden  entfernt  ist.  Das  Eis  schmilzt,  geht  in  den  sphäroidalen  Zu- 
stand über,  ohne  vorher  den  flüssigen  zu  passiren,  und  das  Thermometer 
zeigt  constant  eine  Temperatur  von  90,5°."  Dieser  Versuch ,  in  welchem 
die  constante  Temperatur  von  00,5°  wohl  etwas  zu  bezweifeln  sein  dürfte, 
kann  übrigens,  wenn  man  kein  geeignetes  Thermometer  hat,  auch  ohne 
Thermometer  folgendermassen  angestellt  werden:  „56.  Versuch.  Man  macht 
eine  Silborschale  von  5 — 6  Centimeter  Durchmesser  glühend  und  wirft  ein 
Stück  Eis  von  3 — 5  Gramm  hinein.  Sobald  sich  ungefähr  die  Hälfte  davon 
im  sphäroidalen  Zustande  befindet ,  fasst  man  die  Schale  mit  der  Pincette 
und  schüttet  den  Inhalt  schnell  in  die  Hand  oder  auf  den  Rücken  dersel- 
ben. Mau  wird  zuerst  ein  Gefühl  von  Wärme,  £anach  von  Kälte  haben, 
jenes  durch  das  Wasser  im  sphäroidalen  Zustande,  dieses  durch  das  Stück 
Eis  veranlasst,  welches  die  Temperatur  des  Wassers  schnell  auf  0°  erniedrigt." 
Ebenso  wenig  wie  mit  diesem  lässt  sich  mit  dem  60.  Versuch  etwas  anfan- 
gen. „Man  macht  einen  gusseisernen  Cylinder  von  0,057  Meter  Höhe  und 
0,076  Meter  Durchmesser,  in  welchem  ein  Kugelsegment  von  0,028  Meter 
Tiefe  und  57  Cubikcentimeter  Inhalt  ausgehöhlt  ist,  glühend,  zieht  ihn  vom 
Feuer  und  reinigt  ihn  sorgfältig,  darauf  giesst  man  destillirtes  Wasser  hi- 
nein, welches  in  den  sphäroidalen  Zustand  übergeht;  dasselbe  geräth  in  die  # 
tumultuarische  Bewegung,  auf  welche  im  zwölften  Versuche  aufmerksam 
gemacht  wurde.  Man  giesst  so  lange  Wasser  hinzu,  bis  die  Schale  benetzt 
wird  und  ein  deutliches  Sieden  stattfindet;  fährt  man  dann  noch  ferner  mit 
dem  Wasserzusatz  fort ,  so  kommt  ein  Augenblick ,  wo  jedes  Zeichen  des 
Siedens  verschwindet:  die  Temperatur  des  Wassers  kann  jetzt  bedeutend 
unterhalb  100°  sein.  Aber  diese  Ruhe  dauert  nur  einen  Augenblick,  das  ' 
Wasser  kocht  von  Neuem  sehr  stark  und  verschwindet  schnell.  Giesst  man 
eine  Minute  später  einige  Tropfen  Wasser  in  das  GefHss,  so  gehen  diese  in 
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den  gphäroidalen  Zustand  über."  Diese  Beispiele  mögen  genügen,  um  dem 
Leser  unser  Urtheil  begreiflich  zu  machen,  wonach  wir  die  Boutigny'schen 
Versuche  und  Beobachtungen  für  völlig  unzureichend  halten  j  die  expe- 
perimentelle  Grundlage  füf  eine  Theorie  des  Leidenfrost'schen  Versuches 
zu  bilden.  Vergleichen  wir  ausserdem  den  Inhalt  des  Boutigny'schen  Buches 
mit  dem  anderer  Schriften,  die  denselben  Gegenstand  behandeln ,  z.  B.  mit 
Abschnitten  aus  M.  L.  Frankenheim's  Lehre  von  der  Cohäsion, 
die  1835  erschienen  ist,  —  und  wir  wählen  gerade  diese  Schrift,  weil  sie 
ein  Jahr  vor  der  Zeit  erschienen  ist,  wo  Boutigny  anfing,  sich  mit  dem  Lei- 
denfrost'schen  Phänomen  zu  beschäftigen,  so  müssen  wir  allerdings  ge- 
stehen, dass  B.'s  mehr  als  zwanzigjährige  Bemühungen  die  Auflosung  des 
Problems,  das  wir  oben  nannten ,  nicht  sehr  gefördert  haben.  Wir  finden 
bei  Boutigny  eine  unverzeihliche  Unkenntniss  in  der  Literatur  des  Gegen- 
standes, dessen  Erforschung  er  sich  zur  Lebensaufgabe  gestellt  hat,  und 
was  noch  schlimmer  ist,  eine  völlige  Unbekanntschaft  mit  den  Anfangen 
der  rationellen  Physik.  Der  Gedanke,  eine  grosse  Entdeckung  gemacht 
und  hiermit  ein  neues  Princip  zur  Erklärung  aller  Naturerscheinungen  auf 
der  Erde  und  in  den  Himmelsräumen  gefunden  zu  haben,  hat  ihn  der  Ruhe 
eines  nüchternen  Forschers  beraubt  und  ihn  zum  Verfasser  des  vorliegen- 
den Buches  gemacht,  das  in  mehr  als  einer  Hinsicht  ein  Curiosum  genannt 
zu  werden  verdient.  Bleiben  wir  einstweilen  jedoch  noch  beim  ersten 
Theile,  bei  der  Physik,  stehen,  so  finden  wir  in  demselben  allein  40  Seiten 
den  Dampfkesselexplosionen  gewidmet.  Doch  auch  hier  ist  aus  der  Leetüre 
nicht  viel  Frucht  zu  holen.  Was  eine  Discussion  der  Erscheinungen  ist, 
davon  scheint  Boutigny  keine  Idee  zu  haben.  Er  berichtet  nach  den  Zei- 
tungen von  mehreren  Dampfkesselexplosionen,  aber  nirgends  erkennt  man 
ein  Bestreben,  die  Umstände,  unter  denen  sie  erfolgten,  zu  sammeln;  doch 
die  Umstände  mögen  sein  welche  sie  wollen,  der  Grund  für  eine  Explosion 
oder  für  den  Untergang  einer  Dampfmaschine  überhaupt  liegt  für  Boutigny 
stets  zur  Hand  und  im  sphäroidalen  Zustande  des  Wassers:  so  raisonnirt  er  z.B. 
über  den  Untergang  des  Dampfschiffes  Butterfly,  der  fern  von  den  Blicken 
der  Menschen  stattfand  und  bei  welchem  Ereignisse  alle  Diejenigen  umkamen, 
welche  sich  am  Bord  des  Schiffes  befanden !  (S.  75.)  Wir  treffen  hier  übrigens 
auf  die  Erklärung  des  genialen  Mechanikers  Perkins,  dessen  Name  von 
^Boutigny  ganz  in  den  Hintergrund  gedrängt  wird.  Die  Ursache  der  einen 
Art  von  Dampfkesselexplosionen,  bei  denen  eine  Oeffnung  des  Sicherheits- 
ventils oder  eine  Abnahme  in  der  Spannkraft  des  Dampfen  vorhergegangen 
ist,  hat  Boutigny  zur  Construction  einer  neuen  Art  von  Dampfgeneratoren 
geführt,  eines  Systems  wolches  ebensogut  auf  schwächere  Dampfkessel  ('/t 
Pferdekraft)  wie  auf  die  grössten  anwendbar  ist.  Er  beschreibt  diese 
Dampfkessel  auf  S.  Ol  bis  S.  123. 

Der  zweite  Theil  des  vorliegenden  Buches  ist  der  Chemie  gewidmet. 
Der  Verfasser  giebt  selbst  folgendes  Re^ume"  darüber:  „Die  Ueberftihroug 
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gewisser  Körper  in  den  sphäroidalen  Znstand  bietet  ein  vortreffliches  Mittel 
der  Oxydation  oder  der  langsamen  Verbrennung,  der  Action  und  Reaction, 
der  Analyse  und  Synthese,  nnd  der  Ozonisation.    Der  Dampf  der  Körper 
im  sphäroidalen  Zustande,  der  sich  sehr  langsam  entwickelt,  befindet  sich 
so  zu  sagen,  in  statu  nascenti,  d.  h.  unter  den  günstigsten  Bedingungen  der 
Zersetzung  und  Verbindung."   Ueber  die  Erscheinung,  welche  B.  die  Re- 
spiration der  unorganischen  Materie  genannt  hat,  können  wir 
hier  nicht  näher  eingehen  und  verweisen  Diejenigen,  die  Lust  haben  soll- 
ten, Boutigny's  eigenthümliche  Ansichten  kennen  zu  lernen ,  auf  das  Buch 
selbst.   Wir  wenden  uns  vielmehr  zu  dem  dritten,  letzten  und  schwächsten 
Theile,  der  Theorie,  und  folgen  hier  um  so  lieber  dem  vom  Verfasser  ge- 
gebenen Re'sumd,  als  es  uns  schwer  fallen  würde,  aus  130  Seiten  voll  wun- 
derlicher Ansichten  und  Phantasien  die  Gedanken  des  Verfassers  heraus- 
zulesen. Die  Definitionen,  die  Boutigny  vom  sphäroidalen  Zustande  giebt, 
haben  wir  schon  oben  angeführt.  Das  folgende  sind  wieder  die  Worte  un- 
seres Autors:  „Die  Körper  im  sphäroidalen  Zustande  werden  nicht  durch 
ihren  eigenen  Dampf,  sondern  durch  die  Repulsionskraft,  welche  die  Wärme 
in  deu  Körpern  erzeugt,  ausserhalb  ihrer  chemischen  Wirkunsgsphäre  ge- 
halten.   Es  besteht  zwischen  allen  Theilen  eines  Körpers  im  sphäroidalen 
Zustande  eine  Attractionskraft,  welche  bewirkt,  dass  er  sich  so  verhält,  als 
wäre  er  auf  einen  im  Räume  isolirten  materiellen  Punkt  reducirt.  Bis  hier- 
her ist  das  Wort  sphäroidaler  Zustand  nuT  zur  Vermeidung  von  Umschreib- 
ungen angewendet  worden ;  jetzt  suchon  wir  ihm  eine  ähnliche  theoretische 
Geltung  zu  erworben,  wie  den  Worten  fester,  flüssiger,  gasförmi- 
ger Zustand.    Unter  den  zahlreichen  Eigenschaften,  welche  die  Körper 
im  sphäroidalen  Zustande  von  den  Körpern  in  den  drei  Aggregatzuständen 
unterscheiden,  heben  wir  hervor:  die  Temperatur  der  Körper  im  sphäroi- 
dalen Zustande  ist  einzig  und  unveränderlich,  während  die  der  Kör- 
per im  festen,  flüssigen  und  gasförmigen  Zustande  unendlich  vielfältig 
und  veränderlich  ist.   Mit  andern  Worten:  die  Körper  im  sphäroidalen 
Zustande- befinden  sich  in  Beziehung  zur  Wärme  in  einem  Zustande  stabi- 
len Gleichgewichts,  während  in  den  drei  andern  Zuständen  die  Kör- 
per in  dor  gleichen  Beziehung  in  einem  Zustande  labilen  Gleichge- 
wichts sind.    Man  hat  früher  gesehen,  dass  die  Körper  im  sphäroidalen 
Zustande  constant  auf  einer  Temperatur  unterhalb  ihres  Siedepunktes  ver- 
harren; dies  ist  eine  Eigenschaft  der  Materie  in  diesem  Zustande,  d.  h.  eine 
Wirkung,  deren  Ursache  unbekannt  ist.  Wenn  man  die  Theorie  Ampere's 
über  die  Ursaehe  der  Wärme  annimmt,  was  meinerseits  geschieht,  so  er- 
giebtsich,  dass  die  Temperatur  für  die  Körper  im  sphäroidalen  Zustande 
dasselbe  ist,  was  der  Ton  für  die  vibrirenden  Körper,  und  dass  die  Ur- 
sache des  sphäroidalen  Zustandes  mit  Recht  in  vibrirenden  Bewegungen 
gesucht  werden  kann.    Die  Volumina  der  Sphären  der  Körper  im  sphäroi- 
dalen Zustande  stehen  in  umgekehrten  Verhältnisse  zu  ihrem  speeifischen 
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Gewicht,  und  ihre  Massen  sind  oinander  gleich.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Körper  im  sphäroidalen  Zustande  dem  Attractionsgesetze  folgen  und  Satel- 
liten der  Erde  bilden.  Da  die  Körper  im  sphäroidalen  Zustande  die  Eigen- 
schaft der  planetaren  Körper  besitzen,  kann  man  nach  Analogie  schliesscn, 
dass  diese  die  Eigenschaften  jener  haben,  und  so  gelangt  man  zur  Kosmo- 
logie, —  mit  der  wir  aber  den  Leser  vorschonen  wollen.  Nur  noch  einige 
theoretische  Sätze  Boutigny's  sei  uns  gestattet  anzuführen:  „Eine  einzige 
Kraft  herrscht  in  der  ganzen  Natur:  die  Attraction,  ihr  Gegensatz  ist  die 
Repulsion,  welche  nichts  Anderes  als  geringe  Attraction  ist.  Alle  Körper  ver- 
halten sich  gegen  glühende  Oberflächen  gleich,  woraus  man  schliessen  kann, 
dass  die  Materie  homogen  ist.  Der  Aethcr  bildet  das  primitive  Molecül  der 
Materie.  Der  Wasserstoff  ist  der  erste  materielle  Körper,  den  wir  kennen,  er 
ist-condensirter,  wahrnehmbarer  und  wägbarer  Aether.  Sein  Atomgewicht  ist 
ein  Multiplura  von  dem  des  Aethers  oder  der  unbekannten  Zwischenkörper, 
deren  Atomgewichte  ihrerseits  wieder  Multipla  von  dem  des  Aethers  sind. 
Die  Molecüle  aller  Gase,  sind  kugelförmig,  hohl  und  gleichgross;  sie  unter- 
scheiden sich  nur  durch  eine  mehr  oder  weniger  grosse  Wanddicke.  Durch 
Condensation  und  Fall  auf  eine  bis  zu  einer  gewissen  Temperatur  erhitzten 
Oberfläche  gehen  die  Körper  in  den  sphäroidalen  Zustand  über." 

Wir  enden  hiermit  die  Besprechung  des  Boutigny'schen  Buches,  das 
nichts  Thatsächliches  über  den  Lcidenfrost'schen  Versuch  enthält,  was  nicht 
schon  in  jedem  guten  Lehrbuche  der  Physik  aufgenommen  wäre.  Unsere 
Reccnsion  würde  zu  einem  Buche  so  dick  wie  das  Boutigny'scho  selbst  an- 
schwellen, wollten  wir  alle  Sonderbarkeiten  und  wunderlichen  Spcculatio- 
nen,  die  jede  Seite  desselben  Hillen,  anführen.  Wenn  Boutigny  von  sich 
selbst  sagt:  „Ich  bin  ein  Mann  des  Laboratoriums  aber  kein  Schriftstel- 
ler" —  so  wollen  wir  gegen  diese  letztere  Einsicht  keinen  Widerspruch 
erhoben.  Die  Welt  hatte  genug  gehabt,  wenn  Boutigny  seine  Versuche  al- 
lein mitgetheilt  hätte.  Doch  könnon  wir  dem  Uebcrsotzcr  nicht  beistimmen, 
der  die  Arbeiten  des  Verfassers  als  wcrthvolle  Grundlagen  ansieht,  welche 
einer  weiteren  Verbreitung  würdig  sind ,  und  welche  die  rechnende  Physik 
zum  Aufbau  einer  vollständigen  Theorie  des  Phänomens  und  aller  damit 
zusammenhängenden  Erscheinungen  benutzen  kann.  Das  Bemühen  des 
Uebersctzers ,  ein  möglichst  treues  Abbild  des  Originals  zu  liefern ,  was 
sicherlich  keine  leichte  Arbeit  gewesen  war,  ist  ihm  hinlänglich  gelungen: 
es  ist  nicht  seine  Schuld,  wenn  das  Lesen  des  Buches  keinen  befriedigen- 
den Eindruck  hinterlässt.  Die  äussere  Ausstattung  des  Buches  ist  sehr 
gut.  Dr.  R.  Hoffmann. 
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Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen.  Von  Simon 
Spitzbb,  Professor  an  der  Wiener  Handelsakademie.  Wien, 
Gerold's  Sohn.  1860. 
Wie  den  Lesern  unserer  Zeitschrift  bekannt  sein  wird ,  hat  sich  der 
Verfasser  bereits  seit  längerer  Zeit  mit  der  Integration  verschiedener  Diffe- 
rentialgleichungen beschäftigt  und  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  in 
vielen  kleineren,  hier  und  da  zerstreuten  Abhandlungen  veröffentlicht.  Die 
vorliegende  Schrift  vereinigt  die  früheren  und  ausserdem  bisher  unge- 
druckte Arbeiten  des  Verfassers  zu  einem  systematischen  Ganzen,  welches 
zwar  an  Umfang  (72  S.)  nicht  bedeutend ,  dem  Inhalte  nach  aber  sehr  be- 
merkenswerth  ist. 

Der  erste  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  linearen  Differentialgleich- 
ung zweiter  Ordnung 

(at  +  6,  x)  y"+  («,  +  b{  x)  tj  +  (a0  +  b0  x)  y  =  0, 
die  bekanntlich  schon  von  Euler,  Laplacc,Mainardi,  neuerdings  auch 
von  Petzval  und  Weiler  behandelt  worden  ist.    Namentlich  hatte  La- 
place  gezeigt,  dass  ihr  durch  bestimmte  Integrale  von  der  Form 

j  e*"  q>  (u)  du 

genügt  werden  kann,  wenn  dio  Function  q>  («)  und  die  Integrationsgrenzen 
auf  passende  Weise  bestimmt  werden.  Dieses  sehr  elegante  Verfahren  führt 
aber  in  vielen  Fällen  nur  zu  particulären  Integralen  und  es  blieb  daher 
immer  noch  die  Frage,  ob  die  La  place 'sehe  Methode  nicht  so  moditicirt 
werden  könnte,  dass  sie  unter  allen  Umständen  das  allgemeine  Integral  lie- 
fert. In  dieser  Richtung  bewegen  sich  hauptsächlich  die  weitläufigen  Un- 
tersuchungen von  Petzval,*)  sowie  die  vorliegende  Arbeit  des  Verfassers; 
durch  die  letztere  dürfte  aber  der  Gegenstand  wohl  vollständig  erledigt 
sein.  Der  Verfasser  geht  nämlich  alle  möglichen  einzelnen  Fälle  durch 
und  weiss  in  jedem  Falle  durch  glückliche  Substitutionen  das  allgemeine 
Integral  zu  entdecken.  Gleichzeitig  vermeidet  der  Verfasser  die  doppelten 
Formen,  welche  man  sonst  unterscheiden  musste,  jenachdem  sc  positiv  oder 
negativ  war,  auch  besitzen  dio  meisten  der  vom  Vorfasser  gefundenen  In- 
tegrale endliche  Grenzen ,  sodass  ein  Fortschritt  in  dreifacher  Beziehung 
vorhanden  ist. 

Der  zweite  Abschnitt  hat  die  Integration  binomischer  Gleichungen  von 
der  allgemeinen  Form 


*)  Trotzdem  dass  Prof.  Petzval  dieselben  Buchstaben  wie  La  place  benutzt, 
nimmt  er  gleichwohl  mit  einer  merkwürdigen  Hartnäckigkeit  die  ganze  Metbodo, 
nebst  deren  Anwoudung  auf  binomische  Differentialgleichungen  und  Differential- 
gleichungen für  sich  in  Anspruch.  Damit  hängen  jedenfalls  auch  die  unrichtigen  Ci- 
tate  zusammen ,  deren  sich  Prof.  Petzyal  da  bedient,  wo  er  zn  längst  bekannten  Re- 
sultaten gelangt. 
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zum  Gegenstände  (wohin  z.  B.  die  Riccati'sche  Gleichung  gehört),  die 
bereits  Kummer  für  den  Fall  eines  ganzen  und  positiven  m  integrirt  hat 
Indem  der  Verfasser  die  Kummer'scho  Methode  erweitert,  gelangt  er  aneh 
in  Fallen,  wo  m  negativ  ist,  zu  den  Integralen  solcher  Differentialgleichun- 
gen.   So  findet  sich  z.  13.  für  die  Differentialgleichung 

X2*       =  y 

folgendes  Integral 

i     _  ü         _  (£  _  t*üf 

y  =  x*-x\Cxc    *  +Cte    x  +  ....  +  <?„«  *}' 

worin  fi  eine  primitive  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.  Daraus  können  nach- 
her, wie  der  Verfasser  zeigt,  die  Integrale  der  Differentialgleichungen 

jJü-lyO.-!)--.^     xln-2y(*-*)=-y  u.S.W. 

ohne  Mühe  abgeleitet  werden. 

Referent  schliesst  diese  Anzeige  mit  dem  Wunsche,  dass  der  Verfasser 
die  nöthige  Müsse  zur  Fortsetzung  seiner  Arbeiten  nicht  vermissen  möge. 

Scblömilcd. 


Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  Ebene  und  körperliche 
Geometrie.  Von  II.  B.  Lübsen.  Vierte  Auflage.  Hamburg,  0. 
Meissner. 

Das  Buch  fängt  mit  folgenden  Worten  an:  „Die  ursprüngliche  Ge- 
schichte aller  menschlichen  Kenntnisse  vor  der  Sündfluth  ist  bekanntlich  in 
der  Sündfluth  untergegangen,  und  Alles,  was  man  Uber  einzelne,  vermeint- 
lich gerettete  Bruchstücke  berichtet ,  verliert  sich  in  reine  Muthmassungen 
und  Fabeln,  die  keinen  Glauben  verdienen.  Auch  noch  gleich  nach  der 
Sündfluth,  als  man  die  Welt  wieder  von  vorne  anfing,  hat  sich 
die  erste  Spur  der  allgemeinen  Geschichte  in  tiefes,  nie  zu  lichtendes  Dac- 
kel gehüllt.  Erst  lange  nachher,  als  die  egyptische  Finsterniss 
riss,  (wovon  in  den  meisten  Schulen  noch  ein  Stück  zu  sehen 
ist)  bricht^ine  Art  Dämmerung  in  der  Geschichte  an  u.  8.  w.u  —  Mao 
weiss  in  der  That  nicht,  ob  man  bei  dieser  Einleitung  sich  mehr  über  die 
Geschmacklosigkeit  im  Vorbringen  abgedroschener  Witze  oder  über  die 
Dreistigkeit  im  Aburtheilcn  wuudorn  soll;  wie  viele  Schulen  Deutschlands 
hat  denn  der  Verfasser  so  genau  revidirt,  dass  er  sein  wegwerfendes  Urtheil 
auch  nur  einigerraassen  begründen  könnte  ? 

Was  nun  den  materiellen  Inhalt  des  Buches  betrifft,  so  besteht  der- 
selbe, streng  genommen,  nur  in  einem  auf  das  uothdürftigste  beschränkten 
und  möglichst  populär  zugerichteten  Auszuge  aus  Euklid.  Auf  die  gewöhn- 
lichen Erklärungen  und  einfachen  Sätze  von  Linien  und  Winkeln  folgt  in 
Buch  3  die  Congruenz  der  Dreiecke,  ferner  enthält  Buch  4  die  Lehre  „von 
den  Perpendikeln"  (sie  muss  sehr  wichtig  sein,  da  ihr  der  Verfasser  ein 
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besonderes  Bach  widmet),  B.  5:  die  Parallellinien,  B.  6:  Summe  der  inneren 
und  Susseren  Winkel  einer  geradlinigten  Figur ,  B.  7 :  Vom  Kreise ,  B.  8 : 
Vom  Parallelogramm  und  Flächenmaass ,  B.  9:  Der  Pythagoräische  Satz,*) 
B.  10 :  Von  den  Proportionallinien ,  B.  11  :  Von  der  Aehnlichkeit  der  Figu- 
ren, B.  12:  Proportionen  am  Kreise,  B.  13:  Regelmässige  Vielecke,  Quadra- 
tur und  Rectification  des  Kreises.  Aeusserst  dürftig  ist  der  Inhalt  des 
zweiten  Theiles;  nach  den  gewöhnlichen  Sätzen  von  der  Lage  der  Ebenen 
und  Geraden  kommt  nur  die  Ausmessung  der  Körper,  wobei  die  Inhalts- 
gleichheit zweier  Pyramiden  von  gleichen  Grundflächen  und  gleichen  Höhen 
einfach  daraus  geschlossen  wird,  dass  Querschnitte,  in  gleichen  Höhen  ge- 
nommen, gleiche  Flächen  besitzen. 

Von  einem  Principe  der  Anordnung  des  Stoffes,  ja  auch  nur  von  einem 
Streben  nach  Uebcrsichtlichkeit  hat  Referent  keine  Spur  entdecken  können, 
und  während  man  sonst  in  den  meisten  neueren  Werken  anerkennenswerthe 
Versuche  zu  einer  natürlicheren  Gruppirung  der  geometrischen  Sätze  findet, 
steht  der  Verfasser  noch  auf  jenem  alten  Standpunkte,  wo  mau  zufrieden 
ist ,  wenn  man  nur  Alles,  gleichgültig  in  welcher  Ordnung,  bewiesen  hat. 
Möglich,  dass  dies  Manchem  für  ein  in  sehr  bescheidenen  Grenzen  gehalte- 
nes Privatstudium  genügt;  als  Schulbuch  aber  möchten  wir  Herrn  Lübsen's 
Werk  nicht  empfehlen.  Schlömilch. 


*)  Der  Verfasser  erklärt  ihn  für  den  wichtigsten  der  ganzen  Geometrie  nnd  sagt 
dann :  „Wir  haben  desshalb  auch,  dem  Pythagoras  zu  Ehren,  diesem  Satze  ein  eignes 
Buch  gewidmet;  unter  anderen  Umständen  würden  wir  ihm  (dem  Pythagoras  oder 
seinem  Satze  ?)  einen  Tempel  gebaut  haben.44 
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Recensionen. 

Einleitung  in  die  Mechanik.  Zum  Selbstunterricht  mit  Rücksicht  anf  die 
Zwecke  des  praktischen  Lebens,  von  H.B.Lübsen.  Zwei  Bände. 
Hamburg,  0.  Meissner.  1858  und  1850. 

Das  vorliegende  Werk,  welches  dem  Vorworte  zufolge  hauptsächlich 
Leser  von  beschränkterem  mathematischen  Wissen,  denen  namentlich  die 
Sprache  der  Trigonometrie  nicht  geläufig  ist,  in  das  Studium  der  Mechauik 
einführen  soll ,  zerfällt  in  sechs  Theile ,  deren  drei  erste  den  ersten  Band 
bilden  und  sich  mit  der  Statik  fester,  tropfbar  flüssiger  und  luftförmiger 
Körper  beschäftigen,  während  die  drei  letzten  den  Gesetzen  der  Dynamik, 
bezogen  auf  die  drei  Aggregatzustände,  gewidmet  sind. 

Der  erste,  die  Statik  fester  Körper  behandelnde  Theil  wendet  sich 
nach  einer  Einleitung,  in  welcher  die  Grundbegriffe :  Ruhe,  Bewegung,  Zeit, 
Geschwindigkeit  und  Kraft,  sowie  einige  Grundsätze  der  Statik  besprochen 
werden,  zunächst  zur  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräften,  welche 
auf  einen  Punkt  wirken.  Das  Kräfteparallelogramm  wird  hierbei  häutig 
als  Bewegungsparallelogramm  aufgefasst,  in  einer  Weise,  welche  einer 
strengen  Kritik  gegenüber  dem  Verfasser  selbst  ungenügend  erschienen 
sein  mag;  wenigstens  wird  es  nur  hierdurch  erklärlich,  dass  derselbe  Ge- 
genstand an  einer  späteren  Stelle  wieder  aufgenommen  und  durch  einen 
strengeren  statischen  Beweis  in  ein  klareres  Licht  gestellt  worden  ist.  — 
Aus  dem  Kräfteparallelogramm  werden  in  bekannter  Weise  die  für  Zusam- 
mensetzung und  Zerlegung  paralleler  Kräfte  gültigen  Grundgesetze  herge- 
leitet, an  den  hierbei  erlangten  Begriff  des  Mittelpunktes  paralleler  Kräfte 
reiht  sich  die  Theorie  des  Schwerpunktes.  Referent  vermisst  in  dieser 
Theorie  zunächst  einen  allgemeineren  Begriff  des  Schwerpunktes,  als  den 
von  der  Schwerkraft  hergeleiteten,  da  an  späteren  Stellen  des  Werkes  die- 
ser Punkt  ohne  Weiteres  als  Mittelpunkt  paralleler,  den  Massen  proportio- 
naler Kräfte  aufgefasst  wird,  ohne  dass  irgendwo  die  Berechtigung  zu  die- 
ser Begriffserweiterung  nachgewiesen  ist.    Was  ferner  über  die  Theorie 
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der  Stabilität  gesagt  wird,  dürfte  den  praktischen  Bedürfnissen  gegenüber, 
welche  der  Verfasser  an  anderen  Stellen  besonders  im  Ange  behält,  nicht 
vollkommen  genügend  sein.  Wie  endlich  die  der  Schwerpunktstheorie  an- 
gehängten Betrachtungen  über  die  Bewegung  eines  Papierdrachens  und 
über  die  Wirkung  des  Windes  auf  ein  Schiffssegel  hierher  gehören,  ist 
durchaus  nicht  abzusehen;  wenigstens  wäre  die  bei  ersterem  Beispiele 
wahrscheinlich  zur  Vermittelung  dienen  sollende  Voraussetzung,  dass  man 
sich  den  Winddruck  im  Schwerpunkte  jenes  Kinderspielzeugs  concentrirt 
zu  denken  habe,  soweit  sie  überhaupt  wahr  ist,  nachzuweisen  gewesen.  — 
Den  in  den  drei  ersten  Büchern  der  Statik  entwickelten  allgemeinen  Lehren 
folgt  im  Buch  IV.  und  V.  die  Theorie  der  einfachen  Maschinen,  nebst  Anwend 
ungen  auf  einige  zusammengesetztere  Apparate,  2.  B.  Räderwerk,  Brücken- 
wage u.  8.  w.  Endlich  schliesst  sich  hieran  die  Theorie  der  Reibung,  mit 
Anwendung  auf  einige  der  vorher  besprochenen  Apparate.  Was  bei  der 
Lehre  von  den,  einfachen  Maschinen  über  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, hergeleitet  aus  der  „um  die  Idee  vergrössert  gedachten 
Kraft"  gesagt  ist,  möchte  schwerlich  geeignet  sein,  in  den  Lesern  klare  Be- 
griffe zu  erwecken;  wie  aber  als  Folgerung  aus  diesem  Principe  hingestellt 
werden  kann,  es  sei,  um  eine  Last  im  Gleichgewichte  zu  halten ,  oder  sie 
zu  bewegen,  eine  Maschine  anzuwenden,  „1)  wenn  nicht  Kraft  genug  vor- 
handen ist,  es  unmittelbar  zu  thun,  2)  wenn  die  Kraft  billig  zu  haben  ist, 
3)  wenn  sie  ganz  umsonst  zu  haben  ist,"  dies  ist  dem  Referenten  vollkommen 
unverständlich.  —  Die  Bücher  VII.  bis  IX.  enthalten  für  vorgerücktere  Le- 
ser Ergänzungen  und  Aufgaben  zur  Statik  fester  Körper,  wobei  zum  Theil 
auch  von  der  Trigonometrie,  sowie  von  den  Grundlehren  der  Coordinaten- 
Geometrie  Gebrauch  gemacht  ist.  Zunächst  wird  in  strengerer  Weise  nach 
Poinsot  die  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  wieder  aufge- 
nommen, woran  sieh  die  Theorie  der  Kräftepaare  nebst  allgemeineren  Ent- 
wicklungen über  die  Zusammensetzung  paralleler  Kräfte  anreiht.  Die 
Aufgaben  enthalten  Schwerpunktsbestimmungen,  sowie  die  Theorie  der 
Kniepresse,  der  Roberval'schen  Wage  u.  s.  w. 

Die  Hydrostatik  behandelt  in  drei  Büchern  die  Grundeigenschaften 
tropfbar  flüssiger  Körper,  die  Gestalt  der  freien  Oberfläche,  den  Druck  auf 
die  Wände  eines  die  Flüssigkeit  einschließenden  Gefässes,  sowie  die  Lehre 
vom  Auftriebe  und  vom  Schwimmen  der  Körper.  Bei  den  Untersuchungen 
über  die  Oberflächenbeschaffenheit,  sowie  über  den  Druck  einer  tropfbaren 
Flüssigkeit  beschränkt  sich  der  Verfasser  auf  den  einfachen  Fall,  wo  nur 
die  Schwerkraft  in  Frage  kommt,  was  für  eine  Einleitung  in  das  Studium 
der  Mechanik  allerdings  hinreichend  ist.  Nicht  gerechtfertigt  erscheint  es 
aber,  dass  die  hieraus  erwachsenden  Beschränkungen  der  gewonnenen  Re- 
sultate nirgends  genügend  hervorgehoben  sind;  so  allgemein  hingestellte 
Lehrsätze,  wie  z.  B.  in  §.  164:  „Die  freie  Oberfläche  einer  ruhigen  tropf- 
baren Flüssigkeit  ist  immer  horizontal ,"  können  sonst  bei  Anfängern ,  fnr 
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welche  ja  das  Buch  einzig  bestimmt  ist,  grosse  Missverständnisse  hervor- 
rnfen. 

Die  Aerostatik  beginnt  mit  einem  zehn  Seiten  langen  Excurs  über  die 
Geschichte  der  Theorie  des  Luftdruckes,  welche,  mit  dem  weissen  Salomo 
anhebend,  sich  zur  Archimedeischen  Lehre  vom  Abscheu  der  Natur  gegen 
den  leeren  Raum  wendet,  die  richtigeren  Ansichten  Galilei's  und  Toricelli's 
vorfuhrt,  und  mit  Herrn  v.  Drieberg  und  dem  auf  Fanny  Elsler's  grosser 
Zehe  lastenden  Drucke  schliesst.  Auf  einer  nicht  viel  grösseren  Seitenzahl 
werden  dann  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz,  Auf- 
trieb der  Luft,  Theorie  der  Pumpen  nnd  des  Hebers,  Höbe  der  Atmosphäre 
und  barometrisches  Höhenmessen  abgehandelt»  Bei  Gelegenheit  des  Gay- 
Lussac'schen  Gesetzes  gedenkt  der  Verfasser  der  Idee,  die  durch  Erwärmung 
verdichtete  Luft  als  Motor  zu  benutzen  und  fertigt  dieselbe  mit  den  Worten 
ab,  es  lasse  sich  zur  Erreichung  dieses  Zweckes  keine  andere  Vorschrift 
geben,  als  welche  man  Knaben  giebt,  um  Sperlinge  zu  fangen  —  eine  läp- 
pische Bemerkung,  die  gegenüber  den  ernsten  auf  diesen  Endzweck  gerich- 
teten praktischen  und  theoretischen  Bestrebungen  als  einem  wissenschaft- 
liehen Werke  unangemessen  bezeichnet  werden  muss.  Noch  ist  zu  bemer- 
ken, dass  der  Ausdehnungscoeffioient  0,00366  für  Erwärmung  der  atmosphä- 
rischen Luft  um  1°  Cels.  bekanntermassen  nicht,  wie  Herr  L Übe en  an- 
giebt,  von  Gay-Lussac  herrührt,  dass  ferner  in  der  Laplace'schen  Formel 
für  das  barometrische  Höhenmessen  der  mit  Rücksicht  auf  den  Feuchtig- 
keitsgehalt der  Luft  aufgenommene  Coefficient  0,004,  sowie  das  arithmeti- 
sche Mittel  aus  den  an  den  Endstationen  beobachtete  Temperaturen  nicht 
„aufs  Gerathewohl"  eingeführt  sind. 

In  der  Dynamik  fester  Körper,  welche  sich  im  Vergleich  mit  den  vor- 
hergehenden Abschnitten  durch  eine  wunderliche  Anordnung  des  Stoffes 
aaszeichnet,  werden  zunächst  die  phoronomischen  Grundformeln  für  gleich- 
förmige und  gleichförmig  geänderte  Bewegung  entwickelt,  woran  sich  die 
Bewegungen  einer,  vorläufig  in  einem  Punkte  concentrirt  gedachten  Masse 
unter  Wirkung  der  Schwerkraft,  zunächst  in  verticaler  Richtung,  dann  auf 
der  schiefen  Ebene,  endlich  in  krummer  Linie  bei  der  Wurfbewegung,  an- 
reihen. Was  hierbei  in  S.  24  über  die  Berechtigung,  bei  einem  excentrischen 
Stosse  die  bewegende  Kraft  parallel  zu  sich  selbst  nach  dem  Schwerpunkte 
zn  verlegen,  gesagt  ist,  muss  als  völlig  verunglückt  bezeichnet  werden,  da 
vor  Feststellung  der  dynamischen  Bedeutung  dieses  Punktes  die  angewen- 
dete Verlegung  als  eine  reine  Willkühr  erscheint,  und  in  ganz  gleicher 
Weise  auf  jeden  andern  Punkt  bezogen  werden  konnte.  Uebrigens  scheint 
das  ganze  Kapitel  von  der  Wurfbewegung  für  einen  andern  Leserkreis  be- 
stimmt, da  in  demselben  mathematische  Grundlagen  vorausgesetzt  werden, 
deren  Kenntniss  an  anderen  Stellen  höchstens  in  den  Anmerkungen  be- 
rücksichtigt wird.  In  dem  hierauf  folgenden  Abschnitte,  welcher  sich  mit 
der  Theorie  der  Centrifugalkraft  beschäftigt,  wird  gelegentlich  auch  ein 
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Maas  für  die  Massen  eingeführt,  und  zwar  benutzt  der  Verfasser  zu  diesem 
Endzwecke  die  Gewichtseinheit.  Läset  sich  nun  auch  bei  der  Proportiona- 
lität von  Masse  und  Gewicht  vom  rein  praktischen  Standpunkte  aus  die 
Wahl  dieses  Maases  veitheidigen,  so  erscheint  sie  doch  namentlich  deshalb 
verwerflich,  weil  nie  nur  zu  sehr  geeignet  ist,  die  bei  Anfängern  so  häufig 
vorkommende  Verwechselung  der  Begriffe  von  Masse  und  Gewicht  zu  be- 
fördern. In  einer  Anmerkung  zu  $.  11  verwahrt  sich  zwar  unser  Verfasser 
entschieden  gegen  diese  Begriffsverwechselung,  doch  mag  gerade  das  von 
ihm  gewählte  Maas  Veranlassung  gewesen  sein,  dass  sein  eigener  Ausdruck 
nicht  an  allen  Stellen  eine  strenge  Trennung  der  beiden  Begriffe  erkennen 
lässt.  —  Bis  hierher  war  im  ganzen  Verlaufe  der  Dynamik  noch  nirgends 
des  Principes  der  Beharrlichkeit  der  Materie ,  wenigstens  in  bestimmter 
Fassung,  Erwähnung  geschehen,  wenn  es  auch  selbstverständlich  in  ver- 
steckter Weise  allen  vorhergehenden  Entwickelungen  zu  Grunde  lag;  das 
folgende  Buch  ist  daher  bestimmt,  in  einer  etwas  weitschweifigen  Abhand- 
lung über  das  Trägheitsgesetz,  das  Princip  von  Gleichheit  der  Wirkung  und 
Gegenwirkung,  Theorie  des  Kreisels,  Gyroseop  und  Foucault's  Pendel- 
versuch diesem  Uebelstande  abzuhelfen.  Hieran  reihen  sioh  in  den  drei 
folgenden  Büchern  die  Grundlehren  vom  Stosse  fester  Körper,  ferner  eine 
Reihe  auf  die  geradlinige  Bewegung  unter  Wirkung  constanter  Kräfte  be- 
züglicher Aufgaben  und  endlich  die  Theorie  der  Trägheitsmomente.  Den 
Schlnss  der  Dynamik  fester  Körper  bilden  die  Theorie  des  Pendels  und  ein 
von  der  Wirkung  oder  Arbeit  der  Kräfte  handelnder  Abschnitt,  in  welchem 
auch  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  zur  Erwähnung  gelangt  und  auf 
die  Theorie  des  Schwungrades  angewendet  wird.  Die  Herleitnng  des  Ge- 
setzes der  Pendelschwingungen  für  kleine  Schwingungsbögen  mittelst  Ver- 
gleichung  der  ungleichförmigen  Bewegung  des  einfachen  Pendels  mit  einer 
Componente  der  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise  ist  zwar  nicht  unele- 
gant, würde  aber  jedenfalls  dem  Verständnisse  der  Mehrzahl  der  Leser,  für 
welche  das  Lübseu'sche  Buch  bestimmt  ist,  näher  gerückt  worden  sein, 
wenn  dabei  die  Anwendung  der  Trigonometrie  hätte  ausgeschlossen  werden 
können.  Die  von  Möbius  in  den  Elementen  der  Mechanik  des  Himmels 
$.  26  benutzte  Methode,  die  im  Wesentlichen  auf  demselben  Princip  beruht, 
hätte  hierbei  Nachahmung  verdient.  —  In  Betreff  der  Arbeit  der  Kräfte  ist 
noch  zu  erwähnen,  dass  dieser  von  der  Dauer  der  Wirksamkeit  einer  Kraft 
unabhängige  Begriff  nicht  gehörig  von  dem  das  Element  der  Zeit  in  sich 
schliessenden  Begriffe  des  Effectes  einer  Maschine  getrennt  ist. 

Die  Hydrodynamik  und  Aerodynamik  sind  verhältnissmässig  kurz  be- 
handelt; der  Verfasser  beschränkt  sich  hierbei  auf  dio  Gesetze  des  Ausflus- 
ses der  Flüssigkeiten  ans  Gelassen  und  auf  ihren  Stoss  und  Widerstand  ge- 
gen feste  Körper.  Mit  Rücksicht  auf  den  noch  unentwickelten  Zustand  der 
hydrodynamischen  Theorien  ist  für  ein  Buch,  welches  nur  zur  Einleitung  in 
das  Studium  der  Mechanik  dienen  soll,  diese  Beschränkung  gerechtfertigt. 
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Was*  die  Darstellungsweise  in  dein  vorliegenden  Werke  betrifft,  so  em- 
pfiehlt sieb  dieselbe  im  Allgemeinen,  mit  Ausnahme  einzelner,  zum  grossen 
Theile  in  der  vorhergehenden  Inhaltsaugabe  gerügter  Punkte,  durch  grosse 
Klarheit  der  Behandlung  der  einzelneu  Materien,  die  nur  zuweilen  aus  Be- 
sorgniss  vor  zu  geringer  Einsicht  des  Lesers  gar  zu  sehr  in  die  Breite  geht. 
Die  mathematische  Eut wickeluug  derjenigen  Discipliuen,  welche  mit  Be- 
quemlichkeit durch  elementare  Hülfsmittcl  bewältigt  werden  können,  ist 
grösstenteils  tadellos.  Weniger  gelungen  sind  dagegen  nicht  selten  die- 
jenigen Partieen,  welche  für  eiue  strenge  Behandlung  die  Einführung  des 
Begriffes  der  Grenze  nothwendig  machen;  der  Fundamentalsatz,  dass  eine 
unendliche  Zahl  unendlich  kleiner  Vernachlässigungen  sehr  wohl  einen  end- 
lichen Fehler  erzeugen  kann,  ist  hierbei  in  der  Kegel  unbeachtet  gelassen. 

Noch  hat  sich  Referent  gegen  eine  tadeluswerthe  Methode  auszuspre- 
chen, mit  welcher  sich  der  Verfasser  an  einigen  Stellen  über  schwierigere 
Punkte  hinweghilft  und  die  im  Grunde  auf  einer  Täuschung  des  Lesers  be 
ruht.  Dieselbe  besteht  nämlich  darin,  ein  zu  entwickelndes  Gesetz  an 
einem  Beispiele,  in  welchem  sich  die  Vorbedingungen  besonders  einfach  ge- 
stalten, klar  darzulegen  und  hierauf  die  allgemeine  Gültigkeit  des  gewon- 
nenen Resultates  sofort  als  selbstverständlich  hinzustellen.  So  wird,  um  nur 
ein  besonders  grelles  Beispiel  dieser  Art  vorzuführen,  in  §.  105  und  106  der 
Dynamik  die  Formel  für  die  Lage  des  Stossmittelpunktes  für  den  Fall  ent- 
wickelt, dass  Massen  über  eine  gerade,  um  einen  ihrer  Punkte  drehbare 
Linie  vertheilt  sind,  und  der  Verfasser  fährt  hierauf  in  $.  107  fort:  „Es  ist 
ohne  Weiteres  einleuchtend,  dass  die  vorhergehende  Formel  nicht  blos  für 
eine  schwer  gedachte  gerade  Linie  (Stange),  sondern  für  alle  solche  um 
eine  Achse  schwingender  Körper  gilt,  welche  durch  eine  durch  den  Schwer- 
punkt und  rechtwinklig  durch  die  Drehachse  gehende  Ebene  in  zwei  sym- 
metrische Hälften  getheilt  werden  und  wo  zugleich  die  Richtung  desStosses 
in  dieser  Ebene  rechtwinklig  auf  der  vom  Schwerpunkte  auf  die  Achse  ge- 
dachten Senkrechten  stattfindet.14  Sollte  Herr  Lübsen  wirklich  geglaubt 
haben,  dass  die  Nothwendigkeit  der  in  diesem  Satze  enthaltenen  Beding- 
ungen seinen  Lesern  „ohne  Weiteres"  einleuchtend  sein  solle,  so  hat  er 
denselben  hier  viel  mehr  zugetraut,  als  sich  mit  der  von  ihm  anderwärts 
gewählten  Darstellungsweise  in  Einklang  bringen  lässt. 

Das  Vorstehende  wird  genügen,  den  Beweis  zu  liefern,  dass  Alles,  was 
im  vorigen  Jahrgange  dieser  Litcraturzeitung  S.  109  Uber  die  Vorzüge  und 
Mängel  der  Lübsen'schen  Bücher  gesagt  ist,  auch  auf  dieses  Werk  Anwend- 
ung findet,  mit  welchem  der  Verfasser  das  Gebiet  der  angewandten  Mathe- 
matik betritt.  Innerhalb  der  Kreise ,  unter  denen  seine  anderen  Bücher 
vielfach  verbreitet  sind,  wird  auch  das  vorliegende  günstig  aufgenommen 
werden  und  Referent  glaubt  gern ,  dass  es  ungeachtet  seiner  Mängel  da-  « 
selbst  manchen  Nutzen  bringen  wird.  0.  Fort. 
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Die  Anwendung  der  Algebra  auf  praktische  Arithmetik,  enthaltend  die 
Rechnungen  des  Geschäftslebens  von  W.  Berkhan.  Halle,  H.W. 
Schmidt. 

Der  Verfasser  zeigt  an  gutgewählten  Beispielen  durch  allgemeine  Zahl- 
zeichen und  durch  Ziffern  in  den  drei  ersten  Kapiteln  die  Anwendung  di- 
recter  und  indirecter,  der  einfachen  und  zusammengesetzten  geometrischen 
Proportionen  und  der  Kettenregel  von  der  Einheit  auf  die  Mehrheit  schliea- 
send  in  sehr  klarer  Weise  und  fasst  die  erkannten  Wahrheiten  in  kurze 
Regeln  und  Lehrsätze  zusammen.  Es  ist  mit  Recht  nur  zu  tadeln,  diu 
der  Proportionsform  von  vornherein  das  Wort  geredet  wird ,  währenddem 
der  Verfasser  selbst  durch  zwei  gleiche  Brüche  zu  dieser  Form  gelangt 
Ref.  glaubt,  dass  man  die  Proportionen  als  antiquirt  betrachten  solle.  Auch 
wird  es  unzweckmässig  erscheinen ,  in  Gelehrtenschulen  nach  alten  Regeln 
zu  rechnen ,  wo  man  namentlich  für  den  theoretisch  -  mathematischen  Un- 
terricht, der  insbesondere  betrieben  werden  soll,  die  volle  Zeit  in  Ansprach 
nimmt.  , 

Im  IV.  Kapitel  werden  die  Theilungs-  und  Gesellschaftsrechnungen 
durch  Anwendung  der  Algebra  gelehrt.  Die  hier  aufgeführten  Beispiel« 
sind  gut  gewählt 5  nur  sind  einige  Aufgaben  nicht  präcis  gestellt;  wie  die 
allgemeine  8.  47,  S.  47,  in  welcher  es  heisst:  „nach  Verlauf  einer  unbestimm- 
ten Zeit  gewinnen  sie  damit  eine  Summe  von  G  Thlr. ;  es  muss  offenbar  die 
Zeit,  nach  welcher  der  Gesellschaftshandel  abgeschlossen  wurde,  angegeben 
werden,  da  die  Gewinnste  hiervon  abhängen.  Ref.  hat  sich  bis  jetzt  mit 
dieser  sonst  üblichen  Auflösungsweise  nie  begnügen  können.  Der  Verf. 
giebt  selbst  in  der  Anmerkung  $.  32  zu ,  dass  sich  Capitalien ,  Zeiten  und 
Zinsen  nicht  wie  Ursache,  Zeit  und  Wirkung  verhalten.  S.  151  wendet  er 
diese  Verfahrungsweise  wiederum  an ,  giebt  aber  hier  zu ,  dass  sie  streng 
genommen  nicht  allgemein  zulässig  sei.  Ref.  wird  später  darauf  zurück- 
kommen. 

Die  Vermischungsrechnungen  im  V.  Kapitel  sind  ausführlich  behandelt 
und  auf  Mischung  mit  Metallen,  auf  die  Kronprobe  von  Arcbimedes,  die 
Richmann'sche  Regel  etc.  angewendet.  In  den  unbestimmten  Aufgaben 
soll  es  offenbar  statt:  „wie  viel  muss  man  von  jeder  Sorte  nehmen, "  „wie 
viel  kann  man  nehmen, "  heissen. 

Der  Verf.  hat  zur  Lösung  der  Mischungen  mit  zwei  und  drei  etc.  Sor- 
ten interessante  Regeln  aufgestellt.  Ref.  ist  auch  hier  der  Ansicht,  solche 
bestimmte  oder  unbestimmte  Aufgaben  immer  durch  die  von  Schülern  ge- 
bildeten Gleichungen  lösen  zu  lassen.  Das  viele  Regeln  bilden  taugt  nicht»: 
sie  bilden  weder  die  Ein-  noch  die  Umsicht,  noch  weniger  die  eigentlich? 
Fertigkeit;  denn  im  weitesten  Sinne  hiess  dies  die  mathematischen  Kennt- 
nisse in  Form  von  Kochrecepten  geben.  Dass  der  Verfasser  hiervon  selbst 
kein  Freund  ist,  zeigen  seine  übrigen  Schriften. 

Die  Vereiuigungsrechnungen  des  VI.  Kapitels  können  als  vermischte 
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Aufgaben  zu  den  vorhergegangenen  betrachtet  werden.  Referent  findet 
zwischen  den  Arbeitsrechnnngen  und  Terminrechnungen  keine  Analogie} 
etwa  die,  dass  man  in  beiden  multiplicirt? 

Aufg.  4,  S.  134,  hält  Ref.  mit  einfacher  Verzinsung  für  unrichtig 
gelöst;  denn  würde  der  Schuldner  etwa  nach  3 Monaten  2Thlr.  bezahlen, 
so  würde  sich  das  Kapital  um  1%  Thlr.  vermehren,  statt  vermindern;  es 
müs.ste  dann  Zins  von  Zins  bei  der  nächsten  Abzahlung  gerechnet  werden, 
was  die  Aufgabe  nicht  verlangt.  Eine  Zinsrechnung  kann  überhaupt  nur 
durch  die  Mathematik  richtig  gelöst  werden,  wenn  bestimmt  angegeben  ist, 
ob  einfache  oder  zusammengesetzte  Zinsen  gerechnet  werden  sollen.  Ks 
soll  diese  Aufgabe  richtig  mit  einfacher  Verzinsung  gelöst  werden.  Es  ist 
Jemand  am  Anfange  des  Jahres  k  fl.  schuldig;  er  trügt  nun  nach  a  Monaten 
*, ,  nach  6  Monaten  Ar,  ab ;  wie  gross  ist  der  Rest  der  Schuld  am  Ende  des 
Jahres  zu  p  %? 

Zahlt  der  Schuldner  Ar,  nach  a  Monaten,  so  sind  diese  zu  zerschlagen 
in  ein  Kapital  x  am  Anfange  des  Jahres  fällig  und  in  den  Zins  aus  diesem 
Kapital  vom  1.  Januar  für  a  Monaten,  so  dass 

,  12 a%  100  Ar,  1200* 

12 

ebenso 

1200  Ar, 


1200  +  6/» 

Der  Rest  des  Kapitals  am  Anfange  des  Jahres 

1200  Ar,  1200*, 
*~        1200  +ap      1200  +  bp~ 

Der  Zins  aus  R  vom  1.  Januar  bis  Ende  des  Jahres  — ;  also  die  Schuld 

am  Ende  des  Jahres  =  R  +^  =  (l  -f  ~)  R. 

Im  VIII.  Kapitel  sind  die  allgemeinen  Formeln  für  das  Rabattiren  und 
Discontiren  aufgestellt  und  viele  Zahlenbeispiele  schliessen  sich  auf  das 
Geschäftsleben  angewendet  an.  Ref.  hätte  nur  gewünscht,  dass  man  hier 
die  Erklärung  des  Interusuriums  von  Hoffmann  gegeben  und  allgemein 
nachgewiesen  hätte,  dass  das  Discontiren  in  Hundert  zu  Ungereimthei- 
ten führe.  In  Aufgabe  4,  S.  149  ist  von  unverzinslichen  Kapitalien  ge- 
geredet, sie  wird  auch  in  dreifacher  Weise  vom  Verfasser  richtig  gelöst ; 
in  der  4.  Auflösungsweise  wird  zuerst  der  mittlere  Zahlungstermin  gesucht 
und  dadurch  gelöst;  wenn  sich  hierdurch  ein  Unterschied  ergiebt,  so  ist  die 
Ursache  offenbar  die,  weil  hier  die  Kapitalien  verzinslich  betrachtet  werden 
oder  Rabatt  in  Hundert  gerechnet  wird. 

Das  IX.  und  X.  Kapitel  enthält  die  sogenannten  Terminrechnungen  in 
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sehr  ausführlicher  Weise,  wie  sie  keine  andere  Schrift  enthalten  mag.  Ob- 
wohl der  Verfasser  selbst  zugiebt  (S.  15l) ,  dnss  die  bisherige  Lösung  der 
mittleren  Zahlungstermine  nicht  allgemein  zulässig  sei,  so  giebt  er  weder 
den  innern  Grund  an,  noch  sucht  er  eine  richtige  Lösung  mit  einfachen 
Zinsen.  Das  IX.  Kapitel  enthält  lauter  Aufgaben ,  die  mit  wenig  Ausnah- 
men enthalten,  ob  die  Kapitalien  „verzinslich"  oder  „unverzinslich"  zu  be- 
trachten sind.  Sind  verschiedene  Kapitalien  nach  verschiedenen  Zeitfristen 
verzinslich  zu  zahlon,  so  können  an  jedem  Tage  dieselben  mit  ihren  ent- 
sprechenden Zinsen  bezahlt  werden  ohne  des  Gläubigers  oder  Schuldners 
Schaden ;  es  möchte  somit  das  Suchen  eines  allgemeinen  Verfalltages  gar 
keinen  praktischen  Werth  haben,  nur  etwa  dann,  wenn  der  mittlere  Zinstag 
gesucht  werden  soll,  für  mehrmonatliche  Fristen.  Für  diesen  Fall  wird 
richtig  sein,  wenn  man  mit  kt ,  kt .  .  kr  die  Kapitalien  und  mit  «,  b  . .  c  die 
die  entsprechenden  Zeiten  und  mit  x  den  mittleren  Verfalltag  bezeichnet 

akt  4*  bkt  -f- .  .  +  ckr 
k\  -f-  kt  *f" . .  .  -f-  kr 
In  dieser  Weise  werden  die  Aufgaben  vom  Verfasser  nicht  angeschaut; 
dies  geht  aus  Anm.  S.  151  hervor.  Behalten  wir  die  Bezeichnungen  bei 
und  nehmen  der  Kürze  wegen  p--pl=pt  etc.  und  die  Kapitalien  als  unver- 
zinslich an,  so  müssen  die  Ansprüche  des  Gläubigers  und  Schuldners  gleich 
sein  +     +  A".    Sucht  man  den  baaren  Werth  W  der  Ansprüche 

des  Gläubigers,  so  erhält  man 

100  Ar,  100  k,  100A> 


100  +  «p      100  +  6/>      '        100  +  cp' 
Der  baare  Werth  der  Ansprüche  des  Schuldners,  Nutzniessers : 

_      _    .  _    .       ,  .       /  100A,  100A-,     ,  lOOÄv  \ 


apkt  bpkt  cpkr 

D  =  7^r~t  r  r^r-.— i~  +  •  •  t 


somit 
also 


100  +  ap      100 +  6p  100+ cp 

D  +  ir=kt  +  fc9  +  ..  +  kr; 

Wp%  100  D 

B~~lW'J  *  —  ~Wp~ 

apkt  bpkt 

t       ,  .  r  • 


3) 


100   100  +  gp      IQO  +  bp 
p     ~10ÖÄ~         100  A,  100A> 


100  +  ap     100  +  bp  100  +  cp 

Nach  gehöriger  Reduction  wird  im  Allgemeinen  dieser  Ausdruck  die 
Form 

Cp  +  E_    C  |  EP—Cd 
'  *  ~~  Fp  +  G  ~  F  +  F{Fp  +  G) 

annehmen. 
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■  Es  ist  also  der  Zinsfuss  in  der  Weise  abhängig,  dass  der  Verfalltag  um 
so  später  fällt}  je  kleiner  der  Zinsfnss  p  ist  und  so  umgekehrt.  Wird  p  =  0, 
d.  Ii.  der  Schuldner  hat  keine  Nutzniessung  anzusprechen ,  die  Capitalien 
sind  verzinslich,  so  verwandelt  sich  3)  in 

akt  +  b kt  +  . .  +  ckr 
}  *        Ar, +*,  +  .. +  *r 

Die  Gleichung  3)  giebt  die  richtige  Lösung.  Klarer  tritt  die  Richtigkeit 
hervor,  wenn  man  in  derselben  Weise  diese  Aufgabe  mit  Zinseszinsen  löst; 
es  ist  dann 


[■ 


k\       j        kt         ,      ,  kr 


.0+4)"  0+Ö§  "  (1+4)'J 


*=kt  +  kt+..+k, 


So  verfährt  der  Verf.  S.  207  und  208  mit  Zinseszinsen. 

Es  sind  demnach  die  meisten  Aufgaben  des  Kap.  IX  und  X  un- 
richtig gelöst;,  zugleich  wird  einleuchten,  warum  die  Auflösungen  der 
meisten  Gesellschaftsrechnungen  mit  Recht  Misstrauen  erregen. 

Ref.  ist  übrigens  weit  entfernt,  dem  Verf.  den  geringsten  Vorwurf  zu 
machen;  denn  es  wird  in  allen  mir  bekannten  Schriften  so  verfahren. 
Oettinger  hat  den  Versuch  gemacht,  der  politischen  Arithmetik  eine  durch- 
greifend wissenschaftlicho  Form  zu  geben,  er  verfährt  ebenso.  Im  Kapitel 
Über  das  Interusurium  greift  er  sogar  in  derThat  das  vorher  von  ihm  selbst 
als  richtig  dargestellte,  als  unrichtig  an.  Meier  Hirsch,  Eisenlohr  etc.  ver- 
fahren ebenso.  Es  wimmelt  von  arithmetischen  Aufgabensammlungen,  wel- 
che gar  keinen  Anspruch  machen  können  auf  die  allgemeine  Richtigkeit 
ihres  Inhalts. 

In  den  folgenden  Kapiteln  sind  sehr  interessante  Aufgaben  über  Zin- 
seszinsrechnungen, Berechnung  der  Volksmengen,  der  Forsten,  Ablösungs- 
kapitalien, Waldbcrechnung  enthalten.  Nur  wäre  es  wünschenswerth  ge- 
wesen, wenn  das  Leinitz'sche  Interusurium  mehr  seine  Anwendung  bei  den 
Zinseszinsrechnungen  gefunden  hätte  und  gerade  auf  Aufgaben,  wie  sie  im 
IX.  und  X.  Kapitel  enthalten  sind. 

Als  Anhang  sind  verschiedene  Aufgaben  über  kaufmännisches  Rechnen 
die  Regula  falsi  und  die  merkwürdige  Eigenschaft  der  Zahl  0  als  Divisor 
beigegeben. 

Wenn  Ref.  Manches  sich  erlaubte  zu  tadeln ,  so  geschah  dies  nur  des- 
wegen, um  überhaupt  auszusprechen,  dass  in  der  politischen  Arithmetik 
viele  Ungereimtheiten  vorkommen ,  viel  alter  Kram ,  der  als  Ballast  nach- 
geschleppt wird,  den  man  abschütteln  sollte. 

Es  enthält  diese  Schrift  ein  sehr  schätzbares  Material  für  Schüler  und 
Lehrer  und  zeichnet  sich  vor  andern  dergleichen  Schriften  aus  und  es  kann 
somit  deren  Gebrauch  nur  empfohlen  werden. 

Bruchsal.  Dr.  Schlechter. 
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Das  Entwerfen  geographischer  Kartennetze  in  Verbindnng  mit  dem  ma- 
thematischen Unterrichte  am  Obergymnaiium.  Von  Vinzenz  Adam, 
Professor  am  k.  k.  Gymnasium  in  Brünn  (Separatabdruck  aus  dem 
Programm  ftir  1868  desselben  Gymnasiums). 
Der  Herr  Verfasser  macht  im  Eingange  der  genannten  Abhandlung  die 
gewiss  sehr  treffende  Bemerkung,  dass  es  zur  Belebung  des  mathematischen 
Unterrichts  wesentlich  beitragen  würde,  wenn  man  den  vorgerückteren 
Schülern  einen  Gegenstand  zur  Anwendung  darbieten  würde,  der,  wie  das 
Entwerfen  von  Kartennetzen  ihr  Interesse  durch  ihren  geographischen 
Unterricht  ebensowohl,  als  durch  die  Aufmerksamkeit  in  Anspruch  nimmt, 
welche  man  in  neuerer  Zeit  geographischen  Studien  und  Darstellungen 
überhaupt  (insbesondere  auch  in  Oesterreich)  schenkt.  Der  Verfasser 
hat  nun  in  seinem  Schriftchen  das  für  den  genannten  Zweck  Wissens- 
wertheste und  Wichtigste  über  Kartenprojectionen  zusammengestellt  und 
wird  dadurch  sicherlich  denjenigen  seiner  Herren  Facbgenossen  nützen, 
welche  diesem  Gegenstande  bis  jetzt  ihre  Aufmerksamkeit  noch  nicht  ge- 
schenkt haben  sollten.  Die  mathematische  Darstellung  der  Netzconstruc- 
tionen  setzt  nur  die  einfachsten  Begriffe  in  der  Stereometrie  und  Kennt- 
nisse in  der  Trigonometrie  voraus  und  ist  insofern  gewiss  dem  beabsichtig- 
ten Zwecke  entsprechend.  Der  Construction  des  Netzes  folgt  in  der  Regel 
die  Angabe  der  Eigenschaften  desselben  und  die  Angabe  der  Anforderun- 
gen, die  durch  das  Netz  wirklich  erreicht  werden.  Was  die  äussere  Aus- 
stattung anbelangt,  so  trägt  es  sehr  zur  Deutlichkeit  bei,  dass  jede  Neta- 
construction  mit  in  den  Text  eingedrucktem  Holzschnitte  des  betreffenden 
Netzes  versehen  ist.  Dr.  Emil  Kahl. 


Die  Geometrie  der  Körper.  Von  Dr.  W.  Zeume,  Director  der  Provinzial- 
Gewerbschule  zu  Hagen.    Iserlohn,  Julius  Bädeker. 

Unter  Voraussetzung  der  Bekanntschaft  mit  den  gewöhnlichen  Sätzen 
übor  die  gegenseitige  Lage  unbegrenzter  Geraden  und  Ebenen  beschäftigt 
sich  das  vorliegende,  118  Seiten  zählende  Werkchen  vorzugsweise  mit  der 
eigentlichen  Ausmessung  der  Körper.  Im  ersten  Theile,  welcher  nur  28 
ßeiten  umfasst,  werden  die  einfachsten  Fälle  behandelt,  nämlich  Oberfläche 
und  Inhalt  von  Prisma,  Pyramide,  Obelisk,  Cylinder,  Kegel  und  Kugel  be- 
stimmt ;  der  zweite,  weit  reichhaltigere  Theil  erörtert  allgemeine  Methoden 
zur  Berechnung  der  Körper  und  zeigt  deren  Gebrauch  an  einer  grossen  Zahl 
geschickt  gewählter  praktischer  Aufgaben  j  im  Anhange  sind  Erläuterungen 
und  Beweise  einiger  im  zweiten  Theile  benutzten  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte hinzugefügt.  Dieser  allgemeinen  Inhaltsangabe  mögen  einige  spo- 
cielle  Bemerkungen  folgen. 

Im  ersten,  gewissermaasen  dem  elementaren  Theile  findet  man,  der 
Natur  der  Sache  nach,  weniger  Originelles  als  später,  doch  ist  anerkennend 
hervorzuheben,  dass  der  Verfasser  immer  von  möglichst  allgemeinen  Ge- 
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8icbtspunkten  ausgeht  und  hierbei  manchen  Satz  beweist,  den  man  in  den 
Lehrbüchern  der  Stereometrie  entweder  gar  nicht  oder  nicht  begründet  an- 
trifft. Dahin  gehört  z.  B.  der  fruchtbare  Satz,  dass  zwei  über  denselben 
Grundflächen  stehende  Körper  inhalt9gleich  sind,  wenn  ihre,  in  gleichen 
Höhen  genommenen  Querschnitte  gleiche  Flächen  besitzen;  der  Verfasser 
beweist  dieses  Theorem  mit  derselben  Grenzenbetrachtung,  die  sonst  nur 
speciell  für  die  "Pyramide  angewendet  wird. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  zweite  Theil.    Hier  wird  zunächst 

» 

die  barycentrische  Methode  der  Körperberechnung  (Guldin'sche  Regel)  auf 
elementarem  Wege  begründet  und  auf  circa  24  Aufgaben  angewendet.  Hie- 
ran knüpft  sich  eine  Modifikation  jenes  Verfahrens,  welche  dem  Verfasser 
eigentümlich  zu  sein  scheint  und  auf  folgendem  Satze  beruht:  In  einer 
Ebene  mögen  zwei  parallele  Gerade  x  (Rotationsachse)  und  y  (Hülfsachse) 
liegen  und  um  h  von  einander  entfernt  sein;  ausserhalb  oder  innerhalb  die- 
ser beiden  Parallelen  liege  ferner  in  der  nämlichen  Ebene  die  Fläche  0, 
welche  bei  der  Drehung  um  x  das  Volum  Vs ,  dagegen  bei  der  Drehung  um 
y  das  Volumen  Vy  erzeugt;  dann  gilt  immer  die  Relation 

worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist ,  jenachdem  Q  ausser- 
halb der  Parallelachsen  oder  zwischen  denselben  liegt.  Durch  dieses  Theo- 
rem wird  man  von  der  speciellen  Lage  des  Schwerpunktes  derErzeugungs 
fläche  unabhängig  und  kann  daher  von  vielen,  schon  ziemlich  compiicirten 
Körpern  (Hohlkehlen,  Schraubenmuttern,  Walzen  zur  Eisenfabrication  etc.) 
die  Volumina  sehr  leicht  bestimmen.  —  Von  nicht  minderem  Interesse  sind 
die  folgenden  Erörterungen  über  die  Volumina  schief  abgeschnittener  Kör- 
per (Hufe),  sowie  die  Anwendungen  der  Simpson'schen  Regel  und  der  Sum- 
menformel*) 

*)  Der  Verfasser  beweist  dieselbe  auf  die  gewöhnliche  Weise  mit  Hülfe  des  bino- 
mischen Satzes ;  elementarer  und  kürzer  dürfte  folgende  Einleitung  sein.  Ersetzt  man 
in  der  Gleichung 

a  —  b 

einmal  jedes  b  durch  das  grössere  n,  so  wird 

-  ^<(*+D«*; 

a  —  b 

ersetzt  man  dagegen  jedes  a  dureh  das  kleinere  6,  so  wird 

In  der  ersten  Ungleichung  nehme  man  nach  einander 

a  —  1,  2,  3, ....  m, 
6  =  0,  1,  2f....n—  I, 

in  der  zweiten 

a  —  2,  3,  4, . . . .  n  +  1, 
b  ■ —  1 ,  2,  3,  ....  w, 
nnd  addire  alle  entstehenden  Ungleichungen;  dies  giebt 

(*  +  ,)(ll  +  2l  +  3*+...  +  ^)>^l1)4+1_li 

und  hieraus  folgt  der  obige  Satz,  wenn  man  mit  (*-H)m*+I  dividirt  und  n  in's  Unend- 
liche wachsen  lässt. 
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1*+  2*  4-3*  +  ..,  +  »*  1 

Zim  ~^r+i  =  /TfP  fur  "  =  GO ' 

zur  Berechnung  von  Kappen  und  Zonen  verschiedener,  von  Flüchen  zweiteu 
Grades  begrenzter  Körper.  Den  Bcschluss  macht  die  Berechnung  regel- 
mässiger Gewölbeformen. 

Trotz  seines  geringen  Umfanges  enthält  das  Buch  doch  sehr  viel 
Schätzenswerthcs  und  verdient,  selbst  abgesehen  von  seiner  nächsten  Be- 
stimmung (für  Gewerbeschulen),  schon  als  reichaltige  Sammlung  elementar 
und  elegant  . behandelter  stereometrischer  Aufgaben  auch  in  weiteren  Krei- 
sen bekannt  und  benutzt  zu  werden.  Die  äussere  Ausstattung  entspricht 
dem  Iuhalte. 

ScilLÖJClLCil. 
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Joannia  Kepleri  opera  omnia 

edidit  Chr.  Frisch.    Francofurti  et  Erlangae,  Heyder  &  Zimmer. 

Vol.I.  1858. 

Eine  Ehre,  deren  sich  mancher  wenig  bedeutende  Schriftsteller  in 
Deutschland  rühmt,  war  einem  der  grössten  Namen  unseres  Vaterlandes 
bisher  nicht  widerfahren:  wir  besassen  keine  Gesammtausgabe  der  Werke 
Kepler'«.  Und  doch  gehört  Kepler  zu  den  wenigen  Auserwählten,  bei  de- 
nen jedes  Epithet  überflüssig,  die  nicht  dem  Fachmanne  allein,  sondern 
jedem  Gebildeten  bekannte,  ruhmgekrönte  Gestalten  sind.  Kein  besonderer 
Gau  kann  ihn  sein  eigen  nennen,  die  Orte  seiner  Geburt,  seiner  Erziehung 
und  selbstständigen  Thatigkeit  machen  ihn  zum  Deutschen  im  allgemein* 
sten  8inne  des  Wortes.  Er  hat  den  deutschen  Geist  für  immer  und  alle 
Zonen  verherrlicht  durch  Tiefe  der  Gedanken  und  unverwüstlichen  Humor 
durch  Ausdauer  sonder  gleichen  und  ungebrochene  Phantasie ,  durch  uner- 
schütterliche Ehrenhaftigkeit  und  seltene  Urtheilskraft.  Und  die  Producta 
dieses  Geistes  existiren  grossentheils  nur  in  wenigen  Exemplaren  oder  sind 
geradezu  blos  handschriftlich  vorhanden.  Sollen  die  widerlichen  Erbärm- 
lichkeiten, welche  einen  der  edelsten  Menschen,  die  es  je  gab,  sein  ganzes 
Leben  hindurch  verfolgten,  sich  noch  an  seinen  unsterblichen  Arbeiten  fort- 
setzen, und  Tins  Epigonen  beschieden  sein,  die  allenthalben  zerstreuten  Er- 
zeugnisse seiner  Hand  nach  und  nach  dem  Untergange  geweiht  zu  sehen, 
wie  seine  Zeitgenossen  einst  umsonst  die  Stätte  suchten,  wo  seine  irdischen 
Ueberreste  ruhen? 

In  ächt  vaterländischer  Weise  hat  Professor  Frisch  seit  vielen  Jahren 
in  aller  Stille  daran  gearbeitet,  diese  Schmach  von  uns  abzuwenden ,  und 
tritt  nun  mit  einem  völlig  geordneten,  ans  den  verschiedensten  Qnellen  mit 
bewundernswürdiger  Aufopferung  gesammelten  Materiale  für  nicht  weniger 
als  acht  ziemlich  starke  Bände  vor  die  Verehrer  Kepler's  hin,  deren  Zahl 
Legion  —  sein  sollte.  Zwei  bereits  erschienene,  den  ersten  Band  bildende 
Hefte  enthalten:  Mysterium  Cosmographicum ,  Apologia  Tychonis,  Calendaria 
Opera  Astrologica,  mit  wichtigen,  hauptsächlich  aus  Kepler's  Briefwechsel 
geschöpften  Commentaren,  und  zeugen  für  die  Umsicht  und  Sorgfalt,  welche 
hier  aufgewendet  wurden,  um  uns  die  Werke  des  unvergänglichen  Todten 
in  würdiger  Gestalt  vorzuführen.  Aber  das  treuliche  Unternehmen  stockt 
—  aus  Mangel  an  Theilnahme.    Schon  einmal*)  erhob  ich  meine  Stimme 


*)  Augnburger  Allgemeine  Zeitung,  14.  Juli  1857,  Beilage. 
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im  Vereine  mit  meinen  Collegen :  Argelander,  Hansen,  Encko. 
Gould,  Peters,  Rilmker,  Struve  d.  ä.  u.j.,  Zech,  leider  nicht  mit 
der  gewünschten  Wirkung  zu  Gunsten  dieser  so  höchst  verdienstlichen  Pu- 
hlication,  die  nicht  nur  eine  alte  Schuld  Deutschlands  an  einen  seiner  herr- 
lichsten Söhne  bezahlen,  sondern  die  heutige  Welt  in  den  Stand  setzen  soll, 
au  der  Quelle  zu  schöpfen,  was  ihr  nachgerade  unzählige  Male  unlauter 
geboten  wurde.  Ich  wähle  heute  zu  diesem  wiederholten  Aufrufe  ein  Or- 
gan, das  als  Reliquie  des  deutschen  lieiches  doppelt  berufen  ist,  sich  Sr. 
Kömisch  kaiserlichen  Majestät  Mathematikers  anzunehmen.  Möge  die  pa- 
triotische Begeisterung  für  einen  anderen  grossen  Deutschen ,  deren  Nach- 
klänge wir  noch  vernehmen,  sich  auch  hier  bewähren !  Kepler  litt  im  Leben 
hauptsächlich  unter  der  unglückseligsten  aller  Spaltungen  unseres  Vater- 
landes ;  möge  die  Erinnerung  an  ihn  versöhnt  werden  durch  die  Einigkeit, 
mit  der  wir  beitragen  zur  Errichtung  eines  Denkmales,  das  in  unseren  Ta- 
gen von  der  Presse  dauernder  und  erfolgreicher  gegründet  wird  als  durch 
Meissel  und  Marmor!  Wenn  nur  einige  Länder  noch  dem  von  Preussenund 
Oesterreich  gegebenen  schönen  Beispiele  in  Untarsttitzung  dieses  Unter- 
nehmens beitreten,  wenn  insbesondere  öffentliche  Bibliotheken  es  nicht  ver- 
schmähen,  ein  Werk  zu  erwerben,  das  jeder  derselben  zur  Zierde  gereichen 
wird ,  so  ist  die  Bereicherung  nicht  bloss  der  deutschen ,  sondern  der  ge- 
sammten  Literatur  um  einen  wahren  Schatz  gesichert,  dessen  universeller 
Charakter  in  der  glänzenden  Liberalität  der  russischen  Regierung  einen 
sprechenden  Ausdruck  gefunden  hat.*) 

W  i  e  n ,  17.  Dec.  1859,  C.  ▼.  Littrow. 

*)  Die  Reduktion  hofft  durch  Abdruck  dieses  auf  Veranlassung  der  Kaiserlich 
Leopoldhiiach-Carolinisclicn  Academic  zuerst  in  der  Leopoldina  No.  9  erschienene« 
Aufrufes  einer  ebeu  so  mühevollen  als  überaus  verdienstlichen  Arbeit  neue  Goauer 
erwerben  zu  können. 
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Recensionen. 

Ueber  Zahlensysteme  und  deren  Geschiohte.    Von  Joseph  Krist.  Am 
Schlüsse  des  Schuljahres  1859  veröffentlicht  vom  Director  der 
k.  k.  Oberrealschule  der  königlich  freien  Hauptstadt  Ofen. 
„Das  Menschengeschlecht  als  Eins,  durch  geistige  Interessen  zum  Gan- 
zen verbundene,  aufzufassen,  das  ist  es,  was  uns  mehr  denn  je  noth  thut, 
„und  was  der  Zweck  des  culturgeschichtlichen  Unterrichtes  sein  soll."  In 
diesem  Satze,  welcher  der  kurzen  Einleitung  des  uns  vorliegenden  Pro- 
gramms entnommen  ist,  spricht  sich  das  pädagogische  Glaubensbekenntnis 
des  Verfassers  aus.    Wohl  ist  es  so,  wie  er  sagt,  und  wäre  unser  Zweck 
ein  politischer  statt  eines  wissenschaftlichen,  wir  könnten  darüber  Betrach- 
tungen der  ernstesten  Art  anstellen.    Eine  Betrachtung  nur  können  wir 
uicht  zurückhalten,  die  freilich  nichts  weniger  als  neu  ist  aber  zu  denen  ge- 
hört, welche  nie  oft  genng  wiederholt  werden  können.  An  jenen  Ausspruch 
weiter  knüpfend,  stellt  nämlich  der  Verfasser  dio  Anforderung  an  die  Leh- 
rer der  verschiedensten  Disciplinen,  sich  dessen  zu  erinnern,  dass  keine 
Wissenschaft  auf  einmal  entstanden,  dass  jede  ihren  Entwickelungsgang 
gehabt,  dessen  Darstellung  sicher  mit  in  den  Unterricht  gehöre.    Ganz  be- 
sonders lag  es  in  seinem  Wunsche,  die  Mathematiker  seines  Vaterlandes 
feur  Berücksichtigung  dieser  Methode  anzuregen,  und  wenn,  wie  es  scheint, 
diese  Hoffnung  nicht  in  Erfüllung  geht,  wenn  bis  jetzt  noch  kein  österrei- 
chisches Organ  die  vorliegende  Abhandlung  auch  nur  besprach,  so  mag  der 
Verfasser  sich  getrost  sagen,  dass  nicht  die  Unrichtigkeit  seines  Principes 
daran  die  Schuld  trägt,  sondern  die  Unzulänglichkeit  derer,  an  dieser  sich 
direct  wandte.    Es  ist  aber  einer  der  reformbedürftigsten  Missstände  des 
Unterrichtswesens  in  fast  allen  Ländern ,  dass  man  zu  glauben  pflegt ,  den 
mathematischen  Unterricht  an  Mittelschulen  oder  auch  in  niederen  Klassen 
höherer  Schulen  könne  ein  Jeder  ertheilen ,  der  nur  selbst  die  Elemente 
der  Wissenschaft  begriffen  hat.    Man  wird  keinen  Philologen  mit  der  Er- 
klärung des  Cornelius  Nopos  beauftragen,  von  dem  man  nicht  weiss,  dass 
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er  Tacitus  zu  verstehen  im  Stande  ist,  allein  bei  der  Mathematik  genügt 
es,  wenn  der  Lehrer  so  viel  weiss,  als  er  mitzutheilen  hat!  Es  giebt  na- 
türlich überall  ehrenwerthe  Ausnahmen,  aber  sie  dienen  nur  dazu,  die  Regel 
zu  bestätigen.  Und  wie  will  man  von  Lenten,  denen  das  omnia  secum  portart 
so  leicht  fällt,  verlangen,  dass  sie  lehren,  zu  dessen  Erlernung  ihnen  kaum 
je  Gelegenheit  geboten  war?  Referent  ist  gewiss  davon  entfernt,  deshalb 
weniger  den  Wunsch  zu  hegen,  es  möge  in  weitere  und  weiteste  Praxis 
übergehen,  was  er  selbst  mit  aller  Kraft  zu  v.erbreiten  anstrebt,  nur  möchte 
eres  ermöglicht  sehen,  dass  solchen  Anforderungen  genügt  werde,  und 
deshalb  muss  immer  und  immer  wiederholt  werden :  Soll  die  Mathematik  an 
den  Schulen  so  segensreich  wirken,  wie  sie  es  im  Stande  ist,  so  muss  vor 
Allem  die  Stellung  des  Mathematiklehrers  eine  höhere  werden,  dann  erst 
kann  man  denselben  Maasstab  an  seine  Leistungen  legen.  Um  so  erfreu- 
licher ist  es,  wenn  auch  jetzt  schon  eine  ganze  Anzahl  von  strebsamen 
Männern  trotz  der  Ungunst  der  Verhältnisse  ihre  Wissenschaft  von  einem 
höheren  Standpunkte  zu  betrachten  wissen;  wenn  namentlich  auch  an  Or- 
ten, wo  dio  literarischen  Quellen  nicht  so  leicht  zugänglich  sind,  doch  ein- 
gehende Bearbeitungen  einem  gründlichen  Studium  unterworfen  werden. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  können  wir  dem  vorliegenden  Programme 
nur  unsere  Anerkennung  aussprechen. 

Der  Verfasser  hat  sich  bestrebt,  die  bisherigen  Forschungen  über  die 
Geschichte  der  Zahlensysteme  und  der  Zahlenreihen  zusammenzustellen 
und  hat  dadurch  ein  Ubersichtliches  Gesammtbild  gewonnen,  an  welchem 
nur  wenig  zn  retouchiren  scheint.  Es  sei  uns  erlaubt,  aus  Interesse  an  dem 
Gegenstande,  die  geringen  Ausstellungen  zu  machen,  welche  uns  dabei  sich 
ergaben. 

Ueber  die  verschiedenen  Arten  der  Zahlensysteme  spricht  sich  der 
Verfasser  im  ersten  Theile  des  Programms  ziemlich  vollständig  aus.  Neu 
war  uns  dabei  namentlich  die  Erwähnung ,  dass  der  magyarischen  Sprache 
vielleicht  ein  Siobencrsystem  zu  Grunde  liege.  Hier  könnte  noch  eines 
anderen  seltsameren  Systems  Erwähnung  geschehen,  welches  bei  den  Osse- 
ten, einem  Volksstamme  des  Kaukasus,  in  Gebrauch  sein  soll.  Der  be- 
kannte Reisende  Kohl  will  nämlich  bei  denselben  ein  Octodeciraalsystem 
gefunden  haben  (vcrgl.  dessen  Reisen  in  Südrussland  II,  216).  Ferner 
möchten  wir  auf  die  Vermengung  des  Decimal-  und  des  Duodccimalsystems 
aufmerksam  machen,  welche  bei  den  alten  Deutschen  existirte  und  deren 
Ueberbleibsel  noch  in  den ,  wenn  auch  nicht  durchweg  deutschen  Zahlen- 
namen: Gross  =  144,  Schock  =  00,  Mandel  =  15,  Dutzend  =  12  nachklin- 
gen, während  das  sogenannte  grosse  Hundert  =^=120  in  den  skandinavischen 
Sprachen  als  Storhundrud  von  dem  kleinen  Hundert,  Lillehundrud  =  100 
unterschieden  wird.  In  der  deutschen  Sprache  ist  diese  letztere  t>nter- 
scheidung  jetzt  zwar  verschollen,  kam  aber  besonders  bei  den  Strafbeding- 
ungen germanischer  Gesetzgebung  vielfach  in  Betracht.    Nähere  Unter- 
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Buchungen  über  diesen  Gegenstand  wären  vou  mathematischer  Seite  noch 
wünschenswert!!;  Material  dazu  findet  sich  bei  Sachse,  historische  Grund- 
lagen des  deutschen  Staats-  und  Rechtslebens.   Heidelberg  1844,  S.  247  flg. 

Das  zweite  Kapitel  des  Programme»  behandelt  die  dem  Gegenstände 
nach  weit  verwickeltero  Geschichte  der  Zahlensysteme  und  Zahlenzeichen. 
Der  Verfasser  unterscheidet  S.  58  (nach  Nesselmann,  wie  er  selbst  angiebt) 
drei  Klassen  von  einfachen  Zahlenzeichen:  l)  Willkührliche  von  der  Buch- 
stabenschrift unabhängige  Zeichen;  2)  die  Buchstaben  des  Alphabets  in 
ihrer  gewöhnlichen  Reihenfolge;  3)  Anfangsbuchstaben  oder  Abkürzungen 
der  Zahlworte.    Zu  der  ersten  Klasse  werden  mit  Nessclmann  die  indisch- 
arabischen  Ziffern  gerechnet,  zu  deu  Beispielen  für  die  dritte  Klasse  fügt 
der  Verfasser  „eine  von  Prinsep  entdeckte  indische  Zahlenschrift"  hinzu. 
Hierin  liegt  aber  ein  offenbar  aus  einem  Miss  Verständnisse  hervorgegange- 
ner Widerspruch.    Prinsep  schreibt  gerade  den  indisch- arabischen  Ziffern 
selbst  einen  solchen  stenographischen  Ursprung  zu.    Sie  können  also  nur 
entweder  mit  Nesselmann  zur  ersten  oder  mit  Prinsep  zur  dritten  Klasse 
gerechnet  werden.    Beides  zugleich  isj  unmöglich.    Referent  hatte  seit 
Veröffentlichung  seiner  letzten  Untersuchungen  über  die  Geschichte  der 
Zahlzeichen  die  Gelegenheit,  Prinsep's  Originalabhandlung  zu  studiren 
(James  Prinsep ,  Essays  on  Indian  antiquilies,  edited  by  Edward  Thomas,  London 
1858.  I,  145;  II,  70 — 84),  ohne  freilich  dabei  die  volle  Uebcrzeugung  von 
der  Richtigkeit  der  Hypothese  desselben  gewinnen  zu  können.  Unsere 
Zweifel  beziehen  sich  indessen  nur  auf  die  Identität  seiner  Zahlzeichen  mit 
Buchstaben.    Zageben  müssen  wir  hingegen ,  dass  der  Uebcrgang  von  den 
Zeichen  Prinsep's  in  die  spätere  Form  indischer  Ziffern  kein  schwieriger 
ist.  Die  allmäligen  Veränderungen,  welche  z.  B.  die  deutsche  Buchstaben- 
schrift noch  in  den  letzten  4  bis  5  Jahrhunderten  erlitten  hat,  sind  noch  viel 
bedeutender,  und  ähnlicher  Weise  haben  in  allen  Kunstproducten  einzelne 
Formveränderungen  immer  stattgefunden,  sowohl  beim  Sichverbreiten  von 
Nation  zu  Nation,  als  beim  Wechsel  der  Zeiten,  als  auch  bloss  nach  dem 
Geschmacke  des  jedesmaligen  Verfertigers.    Warum  sollte  dieses  bei  den 
Zahlzeichen  sich  anders  verhalten?    Wir  erinnern  nur  an  unsere  heutige 
Sieben ,  deren  verticaler  Theil  bald  als  gerader  Strich ,  bald  unten  nach 
rechts  gekrümmt,  bald  mit,  bald  ohne  Schleife  abgebildet  wird,  und  solche 
Varianten,  die  uns  heute  nicht  im  Mindesten  auffallen,  kamen  selbstver- 
ständlich überall  vor,  wo  die  Zahlenschrift  Volkseigenthum  war.  Wir  müs- 
sen deshalb  auch  dem  Verfasser  widersprechen,  wenn  er  S.  70  unsere  Ziffern 
nicht  formvorwandt  mit  den  von  den  Arabern  gebrauchten  Zahlzeichen 
nennt.    Eine  Verwandtschaft  findet  allerdings  statt,  nur  keine  Identität. 
Ja,  eine  Verwandtschaft,  glauben  wir,  beabsichtigte  der  Verfasser  an  ande- 
ren Stellen  gar  nicht  in  Zweifel  zu  ziehen,  da  er  S.  60  an  den  semitischen 
Ursprung  der  unseren  Ziffern  zunächst  stehenden  apiecs  dos  Boethius 
glaubt. 
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Ein  weiterer  Punkt,  worin  wir  nicht  mit  dein  Verfasser  tibereinstim- 
men können,  ist  die  Controverse,  ob  da«  Werk  de  numerorum  divisione  von 
Gerbert  oder  von  Beda  herrühre.  Der  Verfasser  meint  S.  71,  Chasles  habe 
sich  für  die  Autorschaft  des  letzteren  ausgesprochen.  Dieses  ist  nur  theil- 
weise  richtig.  Chasles  sprach  diese  Meinung  in  seiner  Geschichte  der  Geo- 
metrie (Uebersetzung  S.  529)  freilich  aus,  aber  schon  S.  589  desselben  Wer- 
kes treten  bei  ihm  Bedenken  über  diese  Ansicht  auf,  und  in  der  etwa  7 
Jahre  späteren  Abhandlung  in  den  Comptes  rcndus  vom  23.  Januar  1843  ist 
er  vollständig  zu  der  entgegengesetzten  Meinung  bekehrt,  für  welche  auch 
Referent  in  seinen  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  noch  einige 
weitere  Gründe  beibrachte. 

Endlich  fühlen  wir  uns  verpflichtet,  einen  Irrthum  zn  berichtigen,  dem 
wir  selbst  früher  huldigten.  Wir  fassten,  wie  der  Verfasser  S.  72,  den  Ur- 
sprung des  Werkes  Algorithmus  als  durch  Zusammensetzung  aus  AI  nnd 
aQt&nog  entstanden  auf  und  verwarfen  die  Hypothese  Kainaud's  (vrgl.  diese 
Zeitschrift  I,  73).  Neuere  Forschungen  von  Buoncampagni ,  über  welche 
Chasles  in  der  Acadeiniesitzung  v<jm  G.  Juni  1859  Bericht  erstattete ,  haben 
dagegen  aufs  Glänzendste  bestätigt,  dass  die  Ableitung  aus  dem  Namen 
des  arabischen  Mathematikers  Mohamcd-ben  Moussa  Alkharesmi  die  einzig 
richtige  ist.  Der  Hauptbeweis  gründet  sich  auf  ein  Manuscript  der  Univer- 
sitätsbibliothek zu  Cambridge,  welches  die  Ueberschrift  trägt :  Algoritmi  de 
numero  Jndorum  und  mit  den  Worten  beginnt:  Dixit  algoritmi  u.  s.  w.  So 
wird  auch  die  Orthographie  des  bekannten  Werkes  des  Spaniers  Savacorda 
aus  dem  12.  Jahrhundert  leicht  erklärlich,  während  bisher  Ysagoge  alchorism 
immerhin  Schwierigkeit  machte. 

Möge  der  Verfasser  diese  Bemerkungen,  welche  bei  dem  Lesen  seiner 
Abhandlung  sich  uns  ergaben,  nicht  übel  deuten.  Das  zur  Anhänglichkeit 
gesteigerte  Interesse  an  einem  Gegenstaude,  dem  man  selbst  eine  ganze 
Reihe  von  Jahren  nachgeforscht  hat,  steigert  ebenso  auch  den  Krtticismus 
nnd  lässt  es  wünschenswerth  erscheinen,  jeden  Mangel  auszumerzen,  so  ge- 
ringfügig er  sein  mag.  Caktor. 


Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  Karl  Stammer.  Lahr,  Verlag  von  Schauen- 
burg &  Co.  Erster  Band  mit  170  Holzschnitten.  1858.  Preis  1  Thlr. 
10  Ngr.  (Bei  Einführung  in  Schulen  1  Thlr.)  Zweiter  Band  mit 
155  Holzschnitten.  1859.  Preis  l  Thlr.  (Bei  Einführung  in  Schulen 
25  Ngr.) 

Dieses  Lehrbuch  gehört  zu  einem  Cyclus  organisch  verbundener  Lehr- 
bücher der  medicinischen  Wissenschaften,  welcher  seit  einiger  Zeit  bei 
Schauenburg  &  Co.  in  Lahr  erscheint.  Der  besondere  Zweck  des  Werkes 
erklärt  die  Menge  und  die  im  Interesse  des  Studirenden  der  Medicin  ge- 
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troffeno  Auswahl  des  behandelten  Stoffes,  sowie  die  Methode  der  Darstel 
lang,  welche  in  diesem  Falle  von  einem  ausgedehnten  Gebrauche  der  Ma- 
thematik abzusehen  pflegt.  Der  Verfasser  bemerkt  in  seinem  Vorworte 
über  die  Ausführung  des  Buches  im  Einzelnen  folgendes:  „Dieses  Lehrbuch 
der  Physik  soll  die  Vorlesungen  nicht  etwa  überflüssig  machen ,  sondern 
vielmehr  zu  deren  Verständniss  behülflich  sein,  den  Lernenden  zugleich 
zum  eigenen  Studium  anführen  und  nützliches  Wiederholen  durch  Hiu- 
weisung  auf  Bekanntes  und  leicht  Einzuprägendes  befördern."  Demgomäss 
hat  der  Verfasser  die  Beschreibung  von  Experimenten  hinweggelassen, 
welche  bei  den  Vorlesungen  einzelne  Thatsachcn  mit  grösserer  Deutlichkeit 
erhellen ,  andererseits  —  und  dies  empfiehlt  das  Lehrbuch  zum  Gebrauch 
für  die  Schüler  —  hat  der  Verfasser  durch  Aufgaben  und  Beschreibung 
leicht  anzustellender  Versuche  anzuregen  gesucht,  welche  den  einzelnen 
Abtheilungen  des  Buches  angefügt  sind.  Erstero  erfordern  nur  die  Kennt- 
niss  sehr  einfacher  arithmetischer  Operationen,  letztere,  die  Versuche,  sind 
so  ausgewählt,  dass  sie  von  jedem  angestellt  werden  können,  der  sich  einige 
Uebung  im  Biegen  von  Glasröhren  und  im  Gebrauche  der  Feile  angeeignet, 
wobei  die  Kosten  der  Versuche  immer  nur  sehr  unbedeutend  siud. 

Die  beim  Schüler  zum  Verständnisse  des  Buches  noth  wendigen  mathe- 
matischen Vorkenntnisse  haben  sich  nur  auf  die  einfachsten  Begriffe  der 
Arithmetik,  ebenen  Geometrie  und  Stereometrie  zu  erstrecken.  Die  Reich- 
haltigkeit des  dargebotenen  wissenschaftlichen  Materialcs  lässt  im  Allge- 
meinen nichts  zu  wünschen  übrig  und  es  ist  besonders  anzuerkennen ,  dass 
der  Verfasser  auch  durch  ausführlichere  Behandlung  technischer  Anwen- 
dungen der  Physik,  z.  B.  Telegraphie,  Photographie,  sowie  durch  einen  Ab- 
schnitt über  Meteorologie  anregend  zu  wirken  gesucht  hat.  Was  die  An- 
ordnung des  Stoffes  im  Allgemeinen  anbelangt,  so  finden  wir  im  I.  Bande 
folgende  Abschnitte :  l)  allgemeine  Eigenschaften  und  Bewegungsgesetze 
der  Körper;  2)  Gleichgewicht  und  Bewegung  der  Körper;  3)  Wärmelehre; 
4)  Magnetismus;  5)  Elektricität;  <>)  Elektrodynamik.  Der  II.  Band  enthält: 
7)  Anwendung  des  Elektromagnetismus;  8)  die  Wellenbewegungen;  0)  Aku- 
stik; 10)  das  Licht;  11)  Meteorologie. 

Was  die  Anordnung  des  Stoffes  und  die  Darstellung  im  Einzelnen  an- 
belangt, so  erlaubt  sich  Referent  gegen  Einiges  Bedenken  zu  erheben. 
Dies  betrifft  zunächst  den  1.  Abschnitt,  in  welchem  unter  anderen  die  Gra- 
vitation als  allgemeine  Eigenschaft  der  Körper  aufgeführt  und  bereits  das 
Gravitionsgesetz  ausgesprochen  wird,  ohne  zu  erklären,  was  man  unter  der 
Entfernung  zweier  Körper  von  einander  zu  verstehen  hat.  Ebenso  wird  im 
Eingange  des  zweiten  Abschnittes  ohne  Weiteres  von  der  gleichförmigen 
und  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  von  Körpern  gesprochen, 
während  der  Leser  mit  Recht  erwarten  muss,  dass  man  ihm  erklärt,  ob 
man  hierunter  Bewegung  der  Körpertheile  in  parallelen  Bahnen  zu  ver- 
stehen habe  oder  vielleicht  irgend  eiue  andere  Art  Bewegung  meint.  Die 
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Absiebt  des  Verfassers,  die  Statik  und  Dynamik  kurz  zu  behandeln,  konnte 
auch  erreicht  werden,  ohne  der  Deutlichkeit  zu  schaden,  man  muss  sich  im 
Gegentheil  gestehen,  doss  die  gewünschte  Präcision  der  Vorstellungen  und 
Begriffe  bei  einer  sonst  guten  Anordnung  sehr  zur  Kürze  befähigt  haben 
würde,  weil  man  in  diesem  Falle  dem  Schüler  weit  eher  eine  offengelassene 
Lücke  selbst  auszufüllen  zumuthen  darf.  Was  den  Abschnitt  über  Magne- 
tismus anbetrifft,  so  bekennt  Referent  selbst,  dass  es  einige  Mühe  und  Zeit 
kostet,  die  Begriffe,  die  magnetischen  Messungen  zu  Grunde  liegen ,  Schü- 
lern beizubringen,  welche  nicht  wenigstens  dasBinoinialthcorera  schon  ken- 
nen, allein  es  geht  doch,  namentlich  wenn  man  gewisse  einfache  Vorstellun- 
gen einführt,  die  dem  Schüler  das  Lernen  ungemein  erleichtern.  Denkt 
man  sich  z.  B.  die  Beschleunigung  betrüge  beim  freien  Fallen  nur  1  Milli- 
meter (während  sie  in  unsern  Breiten  ca.  9800  Millimeter  ist),  so  kann  man 
die  absolute  Krafteinheit  definiren  als  die  Schwere  einer  Masse  von  1  Milli- 
gramm. Man  kann  ferner  als  Nordpol  eiues  Magneten  den  Mittelpunkt  der 
parallelen  Kräfte  definiren ,  welche  auf  den  gesammten  freien  Nordmagne- 
tismus des  Stabes  in  dem  Falle  wirken  würden,  in  welchem  man  sich  den 
Magneten  einem  unendlich  entfernten  magnetischen  Punkte  ausgesetzt 
dächte.  In  derselben  Weise  kann  man  den  Südpol  definiren.  Die  Verbin- 
dungsgerade beider  Pole  ist  die  magnetische  Achse.  Es  sei  rf  die  Mittel- 
pnnktsentfernung  zweier  Magneten,  /  und  /'seien  die  zwischen  ihren  Polen 
enthaltenen  Längen  ihrer  Achsen,  beide  so  klein,  dass  die  zweite  und  höhe- 
ren Potenzen  von  /  und  /'  gegen  die  nämlichen  Potenzen  von  d  ohne  erheb- 
lichen Fehler  vernachlässigt  werden  dürfen,  so  lässt  sich  für  diesen  Fall  zei- 
gen ,  dass  die  Magnete  in  der  Entfernung  ebenso  auf  einander  wirken,  als 
wenn  ihre  freien  magnetischen  Fluida  in  ihren  zugehörigen  Polen  concen- 
trirt  wären.  Ein  Magnet  wird  durch  diese  Vorstellung,  was  seine  Ferne- 
wirkungen anbelangt,  einer  mathematischen  Linie  gleich,  welche  an  beiden 
Enden  gleiche  Mengen  ungleichnamigen  Magnetismus  trägt.  Man  findet 
ferner  die  Vorstellung  berechtigt,  dass  die  ebenbeschriebene  Nadel  wie  eine 
Nadel  von  der  Kraft  1  wirkt,  wenn  ihre  Länge  1  Millimeter  beträgt  und 
wenn  an  jedem  Endpunkte  die  Menge  1  von  Magnetismus  sich  befindet. 
Man  denke  sich  eine  solche  Nadel  von  der  Kraft  1  senkrecht  gegen  die 
Ebene  des  magnetischen  Meridianes  und  in  horizontaler  Lage  festgehalten, 
diese  Nadel  wird  vom  Erdmagnetismus  an  beiden  Enden  durch  zwei  gleiche 
Kräfte  angegriffen,  beide  der  Inclination  parallel  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet. Man  nennt  die  Grösse  einer  solchen  Kraft  die  Grösse  der  Inten1 
sität  des  Erdmagnetismus  am  Beobachtungsorte. —  In  ähnlicher  Weise,  wie 
oben,  dabei  gehörig  elementar  gehalten,  ist  es  sicher  möglich,  dem  Schüler 
präcise  Begriffe  zu  bieten.  Dann  werden  Gesetze  wie  das  der  Fernewir- 
kung von  Magneten  gehörig  verstanden;  es  ist  dies  in  Dr.  Stammkk's  Werk 
nicht  wohl  möglich,  da  das  Gesetz  angegeben  ist,  ohne  nur  zu  erklären,  was 
man  unter  Kraft  des  Stabes,  Entfernung  zweier  Stäbe  zu  vorstehen  hat. 
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Für  das  besprochene  Werk  bilden  die  Aufgaben  (gegen  100),  die  dem 
Vorwort  des  Verfassers  zufolge  zum  Theil  den  Sammlungen  von  Frick  und 
Fliedner  entnommen  sind,  eine  recht  zweckmässige  Zugabe;  dasselbe  ist 
von  den  fast  ebenso  zahlreichen  Versuchen  zu  sagen,  die  gewiss  nicht  ver- 
fehlen werden ,  den  Schüler  zur  eigenen  Anschauung  der  Erscheinungen 
und  zum  fleissigen  Studium  anzuregen. 

Das  Vorhergehende  zeigt,  dass  das  besprochene  Lehrbuch,  obwohl 
über  Einzelnes  Ausstellungen  gemacht  werden  mussten,  doch  andererseits 
recht  gute  Seiten  hat  und  dass  es  dem  Schüler  eine  fruchtbare  Anregung 
zum  Studium  der  Physik  geben  wird.  »Ain  Schlüsse  dieser  Besprechung 
möge  noch  der  netten  äusseren  Ausstattung  gedacht  werden ,  welche  die 
Verlagshandlung  dem  genannten  Werke  gegeben  hat.  Dr.  Kahl. 


Die  Elemente  der  Mathematik.  Von  Dr.  Richard  Baltzer,  Oberlehrer 
am  städtischen  Gymnasium  zu  Dresden.  Erster  Band,  enthaltend  : 
Gemeine  Arithmetik,  allgemeine  Arithmetik,  Algebra.  Leipzig, 
S.  Hirzel.  1800. 

Wie  der  Titel  andeutet,  zerfällt  der  vorliegende  Band  in  drei  Bücher, 
über  deren  Inhalt  sich  der  Verfasser  in  der  Vorredo  folgendermaassen  aus- 
spricht : 

„Das  erste  Buch,  welches  von  der  gemeinen  Arithmetik  handelt,  ent- 
hält einen  kurzen  Abriss  des  Rcchcnunterrichts  zur  Vorbereitung  auf  die 
allgemeine  Arithmetik.  Es  braucht  heute  nicht  mehr  gerechtfertigt  zu 
werden,  dass  ich  die  Regel  de  tri,  gegründet  nicht  auf  die  Lelire  von  den 
Proportionen,  sondern  auf  die  Berechnung  der  Mehrheiten  und  Einheiten, 
weit  in  den  Vordergrund  gerückt  habe.  Einige  Aenderungen  im  Vortrag 
der  Lehre  von  den  gemeinen  Brüchen  und  den  Decimalbrüchen  mögen  für 
sich  selbst  sprechen;  das  über  die  Genauigkeit  von  Zahlenangaben  und 
Rechnungsresultaten  Mitgetheilte  kann  als  eine  Ergänzung  vieler  Rechen- 
bücher betrachtet  werden. 

„Das  zweite  Buch,  die  allgemeine  Arithmetik  enthaltend,  besteht 
eigentlich  aus  vier  Abschnitten,  von  denen  der  erste  die  vier  Species,  der 
zweite  die  Potenzen,  Wurzeln  und  Logarithmen,  der  dritte  das  Binomial- 
•  theorem,  der  vierte  die  Combinatorik  zum  Gegenstande  hat.  Man  «findet 
darin  insbesondere  die  Lehre  von  den  Wurzeln  der  Einheit  und  den  Loga- 
rithmensystemen, den  Gebrauch  der  Gauss'schen  Tabelle  bei  der  Zinsrech- 
nung, die  Zerlegung  der  Exponentialreihe ,  die  Bildung  der  Perrautationen 
durch  Vertauschung  von  Paaren,  die  Determinanten,  die  figurirten  Zahlen. 
Zugaben  zu  den  einzelnen  Abschnitten  bilden  einige  Elemente  der  Zahlen- 
lehre, der  Zinsrechnung,  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  und  von  der 
Wahrscheinlichkeit. 
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„Das  dritte  Buch,  dessen  Gegenstand  die  Algebra  ist,  handelt  zuerst 
von  den  Proportionen,  von  den  Functionen,  von  der  analytischen  Methode. 
Das  Bedenken,  welches  gegen  die  Aufnahme  des  Begriffs  Functiou  in  die 
Elomento  erhoben  werden  kann,  habe  ich  nach  angestellten  Versuchen  auf- 
gegeben; die  schärfere  Fassung  der  algebraischen  Grundbegriffe  bietet 
reichlichen  Ersatz  für  die  kleine  Mühe  der  Abstraction,  durch  welche  jener 
Begriff  gewonnen  wird.  Bei  der  Erklärung  der  analytischen  Methode  ist 
die  Zurückführung  von  liechnungsaufgaben  auf  die  Auflösung  von  Glei- 
chungen und  die  Zurückführung  von  Constructionsaufgaben  auf  die  Con- 
struetion  von  Hülfsfigurcn  in  genauerer  Analogie  aufgezeigt,  als  es  ge- 
wöhnlich geschieht.  Auf  diese  Einleitung  folgt  das  gewöhnliche  Material 
der  elementaren  Algebra,  wobei  man  die  Eintheilung  der  Gleichungen  in 
identische  und  nicht  identische,  und  der  letztern  in  algebraische  und  trans- 
cendente,  sowie  die  Bestimmung  von  Unbekannten  durch  Systeme  von 
Gleichungen  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  auseinandergesetzt  Endet. 
Die  Gauss'sche  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen,  die  Bestimmun- 
gen Uber  die  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  und  die  Keduction 
der  reeiproken  Gleichungen  werden  vielleicht  nicht  unwillkommene  Zuga- 
ben sein.  Don  letzten  Abschnitt  bilden  zunächst  einige  Bemerkungen  über 
trnnscendentc  Gleichungen  und  die  Auflösung  der  numerischen  Gleichun- 
gen, insbesondere  der  algebraischen  nach  Newton's  Methode ,  deren  Werth 
ans  meiner  der  Urquelle  entnommenen  Darstellung  besser  einleuchten 
dürfte,  als  aus  den  zumeist  anzutreffenden  Reproductionen.  Die  hierauf 
folgende  Behandlung  der  Diophantischen  Aufgaben  konnte  wenigstens  in 
Betreff  der  Aufgaben  ersten  Grades  einige  Vollständigkeit  erreichen.  Den 
Schluss  macht  der  Fundnmentalsatz  der  algebraischen  Analysis  von  der 
Zerlcgbarkeit  der  ganzen  rationalen  Functionen,  aus  dem  noch  die  Ratio- 
nalisirung  der  irrationalen  algebraischen  Functionen  abgeleitet  worden  ist. 

„Wo  es  nöthig  schien,  habe  ich  Beispiele  mit  vollständiger  Ausführung 
als  Paradigmen  aufgenommen;  Beispiele  zur  Einübung  sind  unter  den  ein- 
zelnen Paragraphentiteln  aus  der  weit  verbreiteten  und  anerkannten  Samm- 
lung von  Heis  citirt  worden.  Besondere  Mühe  aber  erforderte  die  Auf- 
suchung der  geschichtlichen  Nachweise,  welche  ich  den  einzelnen  Sätzen 
und  Problemen  hinzuzufügen  wünschte;  obgleich  meine  Arbeit  in  dieser 
Beziehung  von  gegebenen  Bibliothek  -  Beständen  begrenzt  war  und  von 
den  Mängeln  eines  ersten  Versuches  nicht  frei  sein  mag,  so  wird  man  • 
doch  mancherlei  wissenswerthe  und  wenig  bekannte  Notizen  angemerkt 
finden." 

Ein  Blick  auf  dieso  Inhaltsangabe  zeigt,  dass  der  Verfasser  bedeutend 
mehr  giebt,  als  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  der  Arithmetik  und  Algebra 
geboten  wird;  dahin  gehören  z.  B.  die  Bestimmung  der  Menge  von  Zahlen, 
welche  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl  und  relativ  prira  zu  ihr  sind,  die 
Sätze  von  Format,  Wilson,  einige  Theoreme  von  Gauss  und  Lejeune- 
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Dirichlet,  der  allgemeine  binomische  Satz,  die  Reihen  für  <**,  cnsx,sinx. 
Einiges  über  Determinanten  und  über  algebraische  Functionen  etc.  Ref. 
gesteht,  dass  er  diesen  Reichthum  nicht  recht  mit  dem  Begriffe  von  „Ele- 
menten der  Mathematik"  zu  vereinigen  weiss.    Der  grössto  Theil  der  vom 
Verfasser  aufgenommenen  zahlcntheoretischcn  Satze  findet  bei  den  nach- 
herigen Operationen  an  dekadischen  Zahlen  keine  Anwendung  und  gehört 
eben  desswegen  nicht  zu  den  Elementen;  dasselbe  gilt  von  den  angeführten 
Reihenentwickelungen,  welche  ein  ganz  ungenügendes  Bruchstück  der  al- 
gebraischen Analysis  bilden  und  womit  kein  Schüler  irgend  etwas  anzufan- 
gen wissen  wird.  So  hätte  z.  B.  auf  die  Entwickelung  von  <**  auch  die  von 
ly  folgen  müssen,  wenn  der  Verfasser  wenigstens  dio  beiden  conjugirten 
Aufgaben  „zu  einer  Zahl  den  Logarithmus  und  umgekehrt  zu  einem  Loga- 
rithmus die  Zahl  zu  finden"  vollständig  lösen  wollte;  dass  aber  nur  die  Lö- 
sung der  zweiten  Aufgabe  gegeben  wird,  ist  eine  offenbare  Halbhoit,  und 
ebenso  verhält  es  sich  mit  den  Entwickelungen  von  cos  x  und  sitix,  denen 
die  Reihen  für  Aresin  x  und  Arctan  x  gegenüber  gestellt  werden  müssen. 
Jedenfalls  hätte  der  Verfasser  besser  gethan,  sich  auf  das  Nothwendige  zu 
beschränken  und  der  algebraischen  Analysis  einen  besonderen  Band  zu 
widmen.    Die  Sache  hat  aber  ausserdem  noch  eine  andere  Seite.  Jener 
Reichthum  auf  dem  geringen  Räume  von  17  Bogen  ist  nämlich  nur  dadurch 
möglich  geworden,  dass  der  Verfasser,  obschon  er  keine  blossen  Andeutun- 
gen zu  Beweisen  geben  wollte,  doch  zu  einer  Kürze  der  Beweisführung  ge- 
griffen hat,  die  vielen  Lesern  in  der  That  nur  Andeutungen  liefern  wird. 
Eigentlichen  Schülern  dürfte  beim  Selbststudium  ein  grosser  Theil  des  Bu- 
ches unverständlich  bleiben  und  Referent  möchte  es  daher  als  Schulbuch 
keinem  Lehrer  empfehlen,  der  nicht  das  Glück  hat,  lauter  Talente  ersten 
Ranges  zu  unterrichten.    Um  so  bereitwilliger  erkennt  aber  Referent  an, 
dass  des  Verfassers  Werk  für  Lehrer  von  Werth  sein  wird;  namentlich 
sind  es  die  sehr  reichhaltigen  historischen  und  literarischen  Nachweise, 
welche  dem  Buche  viele  Freunde  erwerben  werden.  Schlömilch. 
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Recensionen. 

Anfangsgründe  der  geometrischen  Disciplinen,  für  Gymnasien,  Real-  und 
Gewerbeschulen  bearbeitet  von  Dr.  Jon.  Müller,  Professor  der 
Physik  au  der  Universität  zu  Freiburg.    1.  Theil:  Ebene  Geo- 
metrie; 2.  Theil:  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie;  3.  Theil: 
Analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes.  Braunschweig, 
Vieweg  &  Sohn.  1860. 
Gegenüber  von  Werken,  die  sich  durch  elegante  Ausstattung  und  an- 
schauliche Figuren  sehr  bemerklich  machen ,  wird  Genauigkeit  und  Aus- 
führlichkeit zur  doppelten  Pflicht  für  die  Kritik,  damit  das  Publikum  sich 
nicht  von  dem  glänzenden  Aeusseren  bestechen  lasse.    Hierzu  kommt  im 
vorliegenden  Falle  noch  der  Umstand,  dass  der  Verfasser  durch  seine  Be- 
arbeitung von  Pouillet's  Physik  und  der  Verleger  durch  viele  gute  Ver- 
lagsartikel sehr  bekannt  sind;  man  wird  es  daher  natürlich  finden,  wenn 
Referent ,  seiner  sonstigen  Gewohnheit  entgegen ,  die  vorliegenden  Schul- 
bücher etwas  eingehender  bespricht. 

In  der  Vorrede  nimmt  es  der  Verfasser  gleich  anfangs  als  ausgemachte 
Sache  an,  dass  der  Erfolg  des  mathematischen  Unterrichts  verhältniss- 
mässig  nur  sehr  gering  sei  — ;  dies  mag  vielleicht  für  die  Nachbarschaft 
des  Verfassers  gelten,  im  Allgemeinen  aber  muss  Referent  diese  Behaup- 
tung bestreiten.  Wer  z.  B.  die  preussischen  und  die  nach  demselben  Muster 
eingerichteten  Realschulen  der  Nachbarstaaten  (z.  E.  die  Gothaische  unter 
Looff's  Leitung)  kennt,  wird  wissen,  dass  gerade  in  der  Mathematik  sehr 
Anerkennenswerthes  geleistet  wird ;  das  Gleiche  kann  man  auch  von  den 
Realschulen  Oesterreichs  sagen,  die  sich  noch  besonders  durch  ihre  Pflege 
der  graphischen  Methoden  auszeichnen.  Den  Grund  jenes  angeblich  ge- 
ringen Erfolges  sucht  der  Verfasser  darin,  dass  der  Vortrag  der  mathemati- 
schen Disciplinen  meistens  zu  abstract  gehalten  werde ,  wodurch  er  für  die 
Naturwissenschaften  unfruchtbar  bleibe.  Weiter  heisst  es:  „Die  mathe- 
matischen Vorkenntnisse,  deren  man  für  ein  gedeihliches  8tudium  der 
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Physik  bedarf,  sind,  wenn  es  sich  nicht  gerade  um  die  schwierigsten  Fra- 
gen handelt,  weder  sehr  umfangreich,  noch  schwer  zugänglich;  es  bedarf 
nur  verhältnissmässig  weniger  aber  klar  verstandener  Sätze  etc."  Mit  einem 
Worte ,  der  Verfasser  will  den  Leuten  in  der  Geschwindigkeit  soviel  oder 
sowenig  Mathematik  beibringen,  als  gerade  zum  Verständnis  von  Pouil- 
let-Müller's  Physik  nothwendig  ist.  Gegen  diesen  Zweck  lässt  sich 
direct  nichts  einwenden,  jedoch  müssen  wir  Mathematiker  im  Interesse  un- 
serer Wissenschaft  verlangen,  dass  der  Verfasser  das  Wenige  ordentlich 
und  genau  behandele  und  sich  nicht  etwa  darauf  beschränke,  seinen  Lesern 
die  Sachen  nur  plausibel  vorzustellen.  In  wie  weit  diese  Forderung  erfüllt 
ist,  wird  das  Folgende  zeigen. 

Nach  einer  kleinen  Einleitung  und  den  einfachsten  Sätzen  von  den 
Winkeln  und  Parallellinien,  welche  letztere  sehr  kurz  abgefertigt  werden, 
geht  es  an  die  Bestimmung  des  Dreiecks  durch  drei  seiner  Bestandteile. 
Den  Anfang  macht  die  Construction  des  Dreiecks  aus  seinen  drei  Seiteu; 
dass  hier  zwei  Dreiecke  entstehen  und  sich  mithin  auch  die  Frage  auf- 
drängt, ob  diese  Dreiecke  congruent  oder  verschieden  sind,  incommodirt 
den  Verfasser  nicht  im  Mindesten;  es  heisst  einfach:  „da  sich  die  Kreise 
sowohl  über  als  unter  der  Basis  schneiden,  so  lässt  sich  das  verlangte  Drei- 
eck sowohl  über  als  unter  der  Basis  construiren".  Nach  dieser  Probe  von 
mathematischer  Strenge  wundert  man  sich  nicht  mehr,  wenn  die  Ausmes- 
sung eines  Rechtecks  (Verfasser  sagt  consequent  „längliches  Rechteck") 
durch  scbachbretförraige  Zerlegung  in  Quadrate ,  und  die  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  durch  Theilung  mittelst  Parallelen  zur  Basis  erledigt  wird,  ohne 
dass  irgendwo  von  irrationalen  Verhältnissen  die  Rede  ist,  obschon  der 
Verfasser  beim  geometrischen  Mittel  etc.  auf  irrationale  Zahlen  stösst.  Mit 
gleicher  Leichtigkeit  wird  auch  die  Rectification  des  Kreises  abgemacht. 

Den  Begriff  der  Stereometrie  nimmt  der  Verfasser  so  eng  als  möglich : 
„die  Elementar- Stereometrie  beschränkt  sich  auf  die  Berechnung  der  Ober- 
fläche und  des  körperlichen  Inhalts  von  Prismen ,  Pyramiden ,  Cylindern, 
Kegeln  und  Kugeln".  Also  nichts  von  den  Lagen  der  Geraden  gegen  Ge- 
rade oder  gegen  Ebenen  oder  zweier  Ebenen  gegen  einander.  Glaubt  denn 
der  Verfasser  wirklich,  dass  es  für  ein  „gedeihliches  Studium"  der  Natur- 
wissenschaften (z.  B.  Trägheitsmomente,  Polarisation,  Wellenbewegungen 
etc.)  ganz  überflüssig  sei,  die  Bedingungen  kennen  zu  lernen,  unter  denen 
z.  B.  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senkrecht  steht  oder  ihr  parallel  ist  etc.  ? 
Diess  wäre  doch  nur  möglich,  wenn  man  unter  Physik  weiter  nichts  als 
eine  Sammlung  von  Thatsachen  versteht,  die  in  nothdürftigcr.  Ordnung  ne- 
ben einander  gestellt  und  durch  Experimente  (womöglich  recht  glänzende) 
illustrirt  werden.  Auf  diesem  Standpunkte  ist  der  Physiker  kaum  mehr  als 
der  höhere  Feuerwerker;  wer  nur  einen  Schritt  in  der  Theorie  thun  will, 
mups  solide  mathematische  Kenntnisse  zur  Basis  haben,  und  weil  alle  phy- 
sikalischen Frocesse  nicht  in  der  Ebene,  sondern  im  Räume  vor  sich  gehen, 
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ist  gerade  eine  gewandte  Anschauung  der  im  Räume  möglichen  Lagen  ganz 
unerlässlich.  Hiernach  weiss  Referent  in  der  That  nicht  recht  zu  sagen, 
welchen  Lesern  er  die  „Elemente  der  ebenen  Geometrie  und  Stereometrie" 
empfehlen  sollte;  ein  Gymnasium  oder  eine  Realschule,  die  sich  mit  einem 
solchen  Mangel  an  wissenschaftlichem  Geiste  zufrieden  gäbe,  wäre  in  der 
That  zu  beklagen ,  und  nur  an  Handwerker-  und  Sonntagsschulen  dürfte 
der  Gebrauch  des  Werkebens  unbedenklich  sein. 

Nicht  viel  höher  steht  die  Trigonometrie.  Der  Verfasser  beschränkt 
sich  auf  die  Betrachtung  der  Winkel  zwischen  0*  und  180°  und  auf  die  Be- 
rechnung von  Dreiecken.  Auch  hier  ist  zu  bezweifeln ,  ob  man  damit  aus- 
kommen wird,  denn  schon  in  dem  einfachen  Falle,  wo  mehrere  Kräfte  in 
einer  Ebene  auf  einen  Punkt  wirken ,  sind  Winkel  aller  vier  Quadranten 
nicht  zu  vermeiden,  ebensowenig  da,  wo  es  sich  um  Vielecke  handelt. 
Eigenthiimlich  genug  nimmt  es  sich  aus,  wenn  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie plötzlich  Normalen  zu  Ebenen ,  Neigungswinkel  zwischen  Ebenen 
etc.  auftauchen  und  gewisse  Sätze  der  Stereometrie  in  Anspruch  genommen 
werden,  während  doch  von  all  Dem  kein  Wort  in  dem  vorhergehenden 
Bande  zu  lesen  ist.  Wo  soll  denn  da  jene  vom  Verfasser  beabsichtigte 
Klarheit  und  Verständlichkeit  herkommen?  Endlich  muss  Referent  noch 
die  Bezeichnungsweise  rügen ;  in  der  ebenen  Trigonometrie  nennt  der  Ver- 
fasser A,B,C  die  Seiten,  a,  ß%  y  die  Winkel,  in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie dagegen  bezeichnet  er  mit  a,  ßt  y  die  Seiten  und  mit  a,  6,  c  die 
Winkel.  Dies«  ist  altmodisch  und  zugleich  inconsequent ,  wobei  die  Ana- 
logie zwischen  den  Formeln  der  ebenen  und  der  sphärischen  Trigonometrie 
gänzlich  verloren  geht. 

Am  dürftigsten  ist  der  dritte  Theil.  Wer  einmal  bis  zur  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes  vordringt ,  hat  schon  gründlichere 
Studien  im  Sinne  und  dann  erscheint  Das  ,  was  der  Verfasser  giebt,  nach 
allen  Seiten  hin  ungenügend.  Nimmt  man  hierzu  die  Unbehülflichkeit, 
womit  die  Rechnung  geführt  wird,  so  kann  man  sich  kaum  des  Gedankens 
erwehren,  dass  der  Verfasser  hier  nicht  mehr  in  seinem  Fahrwasser,  dass 
er  Uberhaupt  gar  nicht  Mathematiker  genug  ist,  um  eine  analytische  Geo- 
metrie schreiben  zu  können.  Auf  Seite  24  z.  B.  soll  der  Winkel  bestimmt 
werden,  den  eine  Kreistangente  mit  der  x- Achse  bildet,  und  zu  diesem 

Zwecke  sucht  der  Verfasser  den  Grenzwerth  von 

  * 

yr*  —  ( x  +  h)  * — )/r*  —  x* 

h 

für  verschwindende  h.  Statt  nun  diesen  Bruch  in 

 2x +jh  

umzusetzen,  benutet  der  Verfasser  den  allgemeinen  binomischen  Satz, 
ohne  zu  bedenken,  dass  die  Leser,  für  die  er  schreibt,  doch  schwerlich 
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etwas  von  diesem  Theoreme  wissen  können.  In  dem  allgemeineren  Falle, 
wo  bei  einer  beliebigen  Curve  yz=f(x)  ist,  postulirt  er  ganz  analog,  das« 
f  {x  +  h)  in  eine  nach  Potenzen  von  h  fortschreitende  Reihe  verwandelbar 
sei  (Taylor'scher  Satz!)  —  ein  ganz  unnützer  und  für  Anfänger  ungang- 
barer Umweg.  —  Der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  fehlen  gerade 
die  wichtigsten  Fundamentalformeln.  Sind  z.  B.  o,  ß,  y  die  Winkel,  die 
eine  Gerade  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  so  hat  man  bekanntlich 

cos*  a  -f  cos*  ß  +  cos*  y  =  1 ; 
aus  den  Richtungswinkeln  zweier  Geraden  bestimmt  sich  der  Winkel  fr  zwi- 
schen den  Geraden  nach  der  Formel 

cos  fr  =  cos  a,  cos  at  +  cos  ß{  cos  ßt  +  cos  y,  cos  yt ; 
aus  den  Gleichungen  einer  Geraden 

y=zBx-\-b,  z~Cx+c 
erhält  man  für  deren  Richtungswinkel 

cos  a'.cosß'.cosy  =  \:B\  6'; 

ist  ferner 

Ax  +  By  +  Cz  a  D 
die  Gleichung  einer  Ebene  und  sind  er,  ß,  y  die  Richtungswinkel  einer  Nor- 
malen auf  derselben,  so  gilt  die  Proportion 

cos  a  :  cos  ß  :  cos  y  =  A  :  B  :  C 
u.  s.  w. 

Von  allen  diesen  Hauptsachen  findet  sich  gar  nichts.  —  Der  Verfasser  lässt 
es  einfach  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  von  Geraden  und  Ebenen 
bewenden,  ohne  damit  irgend  etwas  anzufangen,  ja  ohne  auch  nur  die 
Fundamentalaufgaben  (z.  B.  Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  eine  Gerade 
oder  Ebene)  zu  berühren.  Mit  anderen  Worten,  es  werden  einige  Werk- 
zeuge der  analytischen  Geometrie  producirt,  aber  vom  Gebrauche  derselben 
ist  nicht  weiter  die  Rede.  —  Als  Beispiele  für  krumme  Flächen  henutzt 
der  Verfasser  die  Cylinder-,  Kegel-  und  Umdrehungsflächen ;  sonstige  Flä- 
chen zweiten  Grades  kommen  nicht  vor,  obschon  das  dreiachsige  Ellipsoid, 
Hyperboloid  etc.  manche  Anwendung  in  der  Mechanik  und  Physik  finden ; 
ebenso  fehlen  die  vielfach  gebrauchten  Schraubenlinien  und  Flächen.  Gleich 
ungenügend  sind  die  Durchschnitte  von  Flächen  mit  Ebenen  behandelt; 
mit  den  einfachsten  trigonometrischen  Formeln  für  das  rechtwinklige  ebene 
Dreieck  können  leicht  die  Gleichungen 

x  —  a  +  x  costy  —  y  sin  y  cos  & 

y  =  b  +  x  siny  +  y  cos  y  cos  fr 

y^y'sin^ 

entwickelt  werden ,  welche  den  Durchschnitt  jeder  beliebigen  Fläche  mit 
jeder  beliebigen  Ebene  sofort  bestimmen;  statt  dessen  beschränkt  sich  der 
Verfasser  auf  den  ganz  speciellen  Fall,  wo  ein  gerader  Kegel  von  einer 
Ebene  geschnitten  wird,  und  schweigt  über  jeden  anderen  Fall  gänzlich. 
Nach  diesen  Mittheilungen  wird  man  es  wohl  nicht  unbescheiden  finden, 
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wenn  Referent  dem  Verfasser  den  Rath  ertheilt,  geine  literarische  Thätig- 
keit  auf  das  Gebiet  der  Physik  au  beschränken  und  die  Abfassung  mathe- 
matischer Lehrbücher  den  Leuten  von  Fach  zu  überlassen. 

Schlömilch. 


Die  ebene  Trigonometrie,  bearbeitet  von  Aua.  Uhde,  Dr.  phil.,  Schnlrath 
und  Professor  am  Collegio  Carolino  in  Braunschweig.  Braun- 
schweig, Vieweg  &  Sohn.  1860. 
So  sicher  man  den  vorhin  besprochenen  gleichzeitig  erschienenen  Wer- 
ken von  Prof.  Müller  ansieht,  dass  sie  von  keinem  Mathematiker  herrühren, 
so  deutlich  merkt  man  an  den  ersten  Seiten  des  vorliegenden  Buches,  dass 
hier  ein  Mann  von  Fach  und  geübter  Lehrer  die  Feder  führt.  Zunächst 
wird  in  einer  kurzen  und  klaren  Einleitung  die  Aufgabe  der  Trigonometrie 
bestimmt,  dann  werden  die  zu  Gebote  stehenden  Mittel  erörtert  und  es  ist 
hierbei  recht  gut  motivirt,  warum  man  von  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
und  dessen  Seitenverhältnissen  ausgehen  muss.    Darauf  folgt  die  lineare 
Bedeutung  der  trigonometrischen  Functionen,  eine  Erklärung  der  trigono- 
metrischen Tafeln  und  dann  sogleich  die  Berechnung  des  rechtwinkligen 
Dreiecks,  welche  durch  mehrere  sehr  gut  gewählte  Beispiele  erläutert  ist. 
Nun  erst  geht  der  Verfasser  an  die  Erweiterung  der  Begriffe  der  Winkel- 
funetionen  auf  stumpfe,  überstumpfe  und  negative  Winkel;  zu  diesem 
Zwecke  betrachtet  er  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke ,  in  welche  ein 
beliebiges  Dreieck  ABC  durch  die  Höhe  CD  zerlegt  wird  und  zeigt,  dass  die 
Gleichung  c  =  a<os  B  +  b  cos  A  sowohl  für  spitzwinklige  als  für  stumpf- 
winklige Dreiecke  gelten  kann,  wenn  der  Cosinus  eines  stumpfen  Winkels 
als  negativ  in  Rechnung  gebracht  wird.    Diese  geschickte  Motivirung  des 
Zeichenwechsels  der  trigonometrischen  Functionen  kommt  im  Wesentlichen 
auf  den  Begriff  der  Projection  zurück  und  wäre  vielleicht  noch  einfacher 
geworden,  wenn  der  Verfasser  den  Begriff  der  Projection  in  den  Vorder- 
grund gerückt  hätte,  wie  es  Referent  in  seiuen  Grundzügen  der  Geometrie 
gethan  hat.    Es  folgen  nun  die  Formeln  für  sin  (a  +  ß) ,  cos  (er  -f-  ß)  etc. 
nebst  den  daraus  entspringenden,  wobei  der  Verfasser  das  rechte  Maass  zwi- 
schen dem  Zuwenig  und  dem  Zuviel  gut  getroffen  haben  dürfte.    Die  Be- 
rechnung des  schiefwinkligen  Dreiecks  basirt  der  Verfasser  auf  die  drei 
Grundgleichungen 

1 )  bsin  A  =  a  sin  B , 

2)  b  sin  A  —  {c  —  bcps  A)  tan  B, 

3)  as  =  6f+  cl  —  26c  co*  A, 
denen  er  nachträglich 

4)  c  =  b  cos  A  +  a  cos  B 

und  die  beiden  Mollweide'schen  Relationen  hinzufügt.    Vom  analytischen 
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Standpunkte  aus  (und  diesen  hebt  der  Verfassers  besonders  hervor)  können 
jene  Gleichungen  nicht  sämmtlich  als  fundamentale  gelten,  denn  da  es  sich 
immer  um  die  Bestimmung  von  drei  Unbekannten  handelt,  so  braucht  man 
nur  drei  Gleichungen;  eine  derselben  ist  die  geometrische  A-\-B-\"C~\WPy 
mithin  sind  nur  noch  zwei  trigonometrische  Beziehungen  aufzustellen,  und 
hierzu  eignen  sich  jedenfalls  No.  1)  und  4)  am  besten.  Nach  Entwickelung 
der  oben  genannten  sechs  Formeln  geht  die  Erörterung  der  einzelnen,  bei 
Dreiecksberechnungen  vorkommenden  Fälle  sehr  rasch  von  statten  und 
wird  durch  Zahlenbeispiele  erläutert.  Den  Beschluss  bildet  ein  Anhang 
mit  zwei  geodätischen  Aufgaben  und  einem  Abschnitte  über  die  Bestimmung 
des  Dreiecks  durch  einen  Winkel,  eine  Seite  und  die  Summe  oder  Differenz 
der  beiden  anderen  Seiten. 

Indem  Referent  bekennt,  dass  er  der  klaren  und  präcisen  Darstellung 
des  Verfassers  mit  Vergnügen  gefolgt  ist,  erlaubt  er  sich  noch  einige 
Wünsche  für  eine  etwaige  zweite  Auflage  des  netten  Büchelchens.  Erstens 
möchten  einige  Andeutungen  über  die  Berechnung  der  natürlichen  trigono- 
metrischen Tafeln  gegeben  werden ;  der  Verfasser  verweist  in  $.  8  kurz  auf 
die  Hülfsmittel  der  Analysis,  was  jedenfalls  nicht  historisch  und  ebenso- 
wenig gut  pädagogisch  ist.  Dabei  fände  sich  auch  Gelegenheit,  Über  die 
Functionen  der  Winkel  nahe  bei  Null  und  nahe  bei  00°  das  Nöthige  zu  sa- 
gen; Ungleichungen  wie  1 — |d,<co»d<l,  d  —  J 0" <  «n  0<  0  sind 
nichts  weniger  als  überflüssig  und  werden  in  der  Analysis,  sowie  in  der 
praktischen  Geodäsie  häufig  gebraucht.  Ferner  wäre  eine  kurze  Herleitung 
der  allgemeinen  Formeln  der  Polygonometrie  wünschenswerth,  damit  die 
in  den  ersten  Worten  von  $.  1  angedeutete  allgemeine  Aufgabe  auch  ana- 
lytisch ihre  allgemeine  Lösung  fände.  •  Schlömilch. 


Mathematische  Lehrstunden,  von  K.  H.  Schellbach,  Prof.  am  Friedrich- 
Wilhelms- Gymnasium  und  an  der  Kriegsakademie  zu  Berlin.  Auf- 
gaben aus  der  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten ;  bearbeitet  und 
herausgegeben  von  A.  Bode  und  E.  Fischer,  Dr.  phil.  Berlin, 
Reimer.  1800. 

Schon  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  hat  Prof.  Schellbach  in 
kleineren  Aufsätzen  Proben  der  eigenthümlichen  Virtuosität  geliefert,  wo- 
mit er  Aufgaben,  welche  die  Kräfte  der  Elementarmathematik  zu  über- 
steigen scheinen,  ebenso  einfach  als  elegant  zu  lösen  versteht  (s.  z.  B. 
Crelle's  Journal,  Bd.  16,  17,  45),  und  Referent  hat  es  im  Interesse  des  Un- 
terrichtes oft  bedauert,  dass  der  Verfasser,  wahrscheinlich  von  Berufs- 
geschäften vielfach  in  Anspruch  genommen ,  niemals  ein  grösseres  Werk 
dieser  Art  veröffentlichte.  Desto  erfreulicher  ist  es,  doch  noch  ein  zusam- 
menhängendes Ganzes  erscheinen  zu  sehen ,  welches  im  Sinne  des  Meisters 
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von  seinen  Schülern  bearbeitet  und  herausgegeben  wurde ;  Referent  beeilt 
sich,  die  Leser  der  Literaturzeitung  mit  dem  Inhalte  des  Buches  bekannt 
zu  machen. 

Es  sind  hauptsächlich  drei  Methoden  zur  elementaren  Behandlung  der 
Aufgaben  über  Maxima  und  Minima,  welche  der  Reihe  nach  erörtert  und 
auf  zahlreiche,  meistens  auch  sehr  interessante  Beispiele  angewendet  wer- 
den. Das  erste  Verfahren  besteht  in  einer  blossen  Umformung  der  gegebe- 
nen Function,  wobei  es  darauf  ankommt,  die  letztere  als  Summe  eines  con- 
stanten  und  eines  veränderlichen  Theiles  darzustellen.  So  kann  z.  B. 

b 

umgesetzt  werden  in 

y  =  -  («  C  +  2  }fcb)  +  +  Y^-c  \ 

woraus  sogleich  erhellt,  dass  y  den  Minimalwerth  — (ac  +  2}/ab)  bekommt, 
wenn  das  noch  übrige  Quadrat  verschwindet ,  also 


genommen  wird.  Besonders  häufig  ist  diese  Methode  in  dem  Falle  anwend- 
bar, wo  sich  die  gegebene  Function  auf  eine  einfache  trigonometrische 
Form  bringen  lässt.  Ein  sehr  elegantes  Beispiel  hierzu  bietet  die  Bestim- 
mung des  grössten  Vierecks  mit  vier  gegebenen  Seiten  at  6,  c,  d.  Setzt 
man  nämlich 

J  (—  a  +  b  +  c  +  d)  =  a\    \(a  —  b  +  c  +  d)  =  b\ 
{(a  +  b  —  c  +  d)  =  c\         i(a  +  6  +  c  —  rf)  =  rf', 
ferner  L(at  6)  =  o  und 

-i/ °b    .  .  -*/ °b  . 

y  -rg  sm  ±a  —  sin  <p,    y  -y-g  cos\u  =  sm  ^, 

so  findet  sich  für  den  Inhalt  des  Vierecks  die  einfache  Formel 


V  =  ydb'cd'.  cos  (9  —  ty) , 


die  sofort  erkennen  lässt,  dass  V  den  Maximalwerth  ydb'cd'  erreicht, 
wenn  <p=y,  mithin 


tan 


genommen  wird. 

Die  zweite  Methode  bezieht  sich  speciell  auf  quadratische  Functionen 

y  =  ax*-f  bx  +c 

und  beruht  auf  der  bekannten  Bemerkung,  dass  der  Werth  von  x  reell  und 
eindeutig  sein  muss;  lösst  man  daher  die  Gleichung  nach  x  auf,  nämlich 


— .A  +  7/-^-— y 

~      la^V   4a«        a  ' 


Digitized  by  Google 


68  Litcraturzeitung. 

so  bestimmt  sich  der  Maximal-  oder  Minimalwerth  von  y  durch  das  Ver- 
schwinden der  Wurzel  und  ist 

b  6f 

x  =  ,    y  =  c  . 

Die  dritte  und  allgemeinste  Methode  kommt  im  Grunde  auf  das  Ver- 
fahren der  Differentialrechnung  hinaus,  erscheint  aber  hier  in  elementarem 
Gewände.  Wenn  nämlich  die  Function  y  =  f  (x)  von  x  =  a  bis  x  r=  | 
wächst  und  von  x  =  |  bis  ar  =  fr  abnimmt,  mithin  für  ar=|  ihr  Maximum 
y  =  ij  erreicht,  so  durchläuft  y  im  zweiten  Intervalle  rückwärts  die  Werthe 
(ganz  oder  theilweis),  die  es  im  ersten  Intervalle  hatte;  einem  individuellen 
Werthe  des  y  entsprechen  daher  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Werthe 
des  xy  deren  einer  <  |  und  der  andere  >|  ist,  und  nur  dem  y=iy  ent- 
spricht der  eine  Worth  x  =  £.  Oder  geometrisch,  wenn  y  =  f{x)  als 
Gleichung  einer  Curve  angesehen  wird ,  so  schneidet  eine  in  der  Höhe 
y  <  t)  parallel  zur  x~  Achse  gelegte  Gerade  die  Curve  zweimal,  während 
eine  in  der  Höhe  rj  gelegte  Parallele  die  Curve  berührt.  Demnach  giebt 
es  zwei  verschiedene  Werthe  x  und  xt ,  welche  dasselbe  y  liefern  d.  h.  die 
Gleichung  f  (x)  =f(xt)  oder  f{x) — f(xt)  =  0  befriedigen;  diese  lässt  sich 
meistens  durch  x  —  xt  dividiren  und  enthält  die  Bedingung,  welcher  x  und 
xt  genügen  müssen,  wenn  f(x)  und  f(xt)  gleich  sein  sollen.  Setzt  man 
nachher  or,  =  x  =  §,  so  erhält  man  die  nöthige  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  £.  Ganz  ähnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  r\  ein  Minimum  ist. 
Als  erstes  Beispiel  benutzt  der  Verfasser  die  Ermittelung  des  grössten  Cy- 
linders,  der  aus  einem  geraden  Kegel  geschnitten  werden  kann  und  dessen 
Basis  auf  der  Kegelbasis  ruht.  Bezeichnet  r  den  Radius  der  Basis,  h  die 
Höhe  des  Kegels,  x  den  Halbmesser  der  Cylinderbasis  und  V  das  Cylinder- 
volumen ,  so  hat  man 

und  für  einen  zweiten  Cylinder  von  gleichem  Inhalte  und  anderer  Basis 

woraus  durch  Vergleichung  und  Division  mit  x  —  xx  folgt 

r  (x  +  xt)  —      +  xxt  +  #,*)  =  0. 
Der  Radius  von  der  Basis  des  grössten  sich  selbst  entsprechenden  Cylin- 
ders  wird  nun  durch  die  Gleichung 

r.  2§  —  3£*  =  0  oder  £  =  }r  - 
bestimmt.  —  Nach  dieser  Methode  behandelt  der  Verfasser  eine  grosse 
Reihe  von  Aufgaben,  welche  theils  der  Geometrie,  theils  der  Mechanik  und 
Physik  entnommen  sind.  Wir  nennen  unter  diesen:  Rochtläutigkcit ,  Still- 
stand und  Rückläufigkeit  der  Planeten,  die  Gesetze  der  Spiegelung  und 
Brechung,  Brechung  des  Lichts  in  einer  Kugel  (Theorie  des  Regenbogens), 
Brechung  des  Lichts  in  einem  Prisma  (Theorie  der  Hofe,  Nebensonnen  und 
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Nebenmondc),  grösster  Glanz  der  Venus,  Form  des  Körpers  von  grösster 
Anziehung  etc.  Die  hierbei  vorkommenden  Gleichungen  höherer  Grade 
und  transcendenter  Form  werden  sorgfältig  discutirt  und  deren  näherungs- 
weiso  Auflösungen  an  vollständig  ausgerechneten  Beispielen  gezeigt. 

Das  vierte  Capitcl  enthält  Aufgaben  mit  mehreren  Veränderlichen. 
Das  zu  Grunde  liegende  Princip  ist  sehr  einfach  und  lautet  folgender- 
maassen:  Wenn  u=  f(x,  y,  z)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht 
werden  soll,  so  denke  man  sich  für  den  Augenblick  zwei  von  den  drei 
Grössen  x,  y,  z  als  bekannt  oder  gebe  denselben  vorläufig  irgend  welche 
von  der  dritten  Variabelen  unabhängige  Werthe ;  man  hat  es  dann  nur  mit 
einer  Function  einer  einzigen  Variabelen  zu  thun  und  verfährt  daher  wie 
früher.  Da  aber  die  übrig  bleibende  Variabele  ebensowohl  x  als  y  als  z 
sein  kann,  so  hat  man  die  Methode  dreimal  anzuwenden,  indem  man  der 
Reihe  nach  y  und  zy  z  und  xy  x  und  y  als  Constanten  ansieht. 

Im  fünften  Capitel  finden  sich  vermischte  Aufgaben,  von  denen  na- 
mentlich die  Untersuchungen  über  die  kürzesten  Linien  auf  Cylinder-, 
Kegel-  und  abwickelbaren  Flächen  besonderes  Interesse  gewähren.  An- 
hangswei8  wird  die  Stein  er'sche  Methode  zur  Lösung  isoperimetrischer 
Aufgaben  mitgetheilt  (Crelle's  Journal ,  Bd.  24). 

Nach  dieser  Inhaltsangabe  bedarf  es  wohl  kaum  noch  einer  Empfeh- 
lung des  Buches,  welches  auf  dem  kleinen  Räume  von  154  Seiten  des  Lehr- 
reichen so  Viel  bietet.  Schlömilch. 


Nene  Untersuchungen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im  Zustande  des 
Gleichgewichts.  Von  Dr.  C.  Mattiiiessen,  Docent  an  der  Kieler 
Universität.  Kiel,  Akademische  Buchhandlung. 
Im  Anschluss  an  seine  früheren  Arbeiten  über  denselben  Gegenstand 
liefert  der  Verfasser  in  dem  vorliegenden  Schriftchen  eine  Monographie, 
welche  alle  bekannten  und  einige  neue  partielle  Lösungen  des  berühmten 
Problemes  der  Gleichgewichtsformen  rotirender  Flüssigkeiten  enthält.  An 
die  Möglichkeit  einer  allgemeinen  analytischen  Lösung ,  selbst  unter  der 
Voraussetzung  homogener  Fluid*,  glaubt  der  Verfasser  nicht,  er  geht  daher 
nnch  nicht  analytisch,  sondern  aynthetisch  und  systematisch  zu  Werke,  um 
möglichst  viele  einzelne  Figuren  zu  finden,  welche  den  Bedingungendes 
Gleichgewichts  genügen.  In  der  That  empfiehlt  sich  dieses  Verfahren  durch 
Einfachheit  und  Anschaulichkeit  ebensowohl  als  durch  die  Resultate,  welche 
der  Verfasser  damit  erzielt  hat,  „indem  als  Vermehrung  der  bisher  bekann- 
ten Gleichgewichtsfiguren  bezeichnet  werden  können:  l)  die  absoluten 
Ringkörper  und  concentrischen  Riugsysteme,  2)  die  Hohlkörper  (Hohlcylin- 
der  und  Hohlkugel),  3)  die  Kugel  als  Gleichgowichtsfigur  gewisser  rotiren- 
der Bewegungen,  4)  die  eiförmigen  Sphäroide". 

Lileralurxtg.  d.  Zeilschr.  f.  Math.  u.  Niy».  V.  8 
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Bei  geringem  Umfange  (74  Seiten)  ist  der  Inhalt  des  Werkeheus  ein 
sehr  reichhaltiger;  die  Darstellung  vereinigt  Klarheit  mit  Eleganz  und  giebt 
von  dem  Scharfsinu  des  Verfassers  ein  sprechendes  Zeugniss. 

SCHLÖMILCU. 
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Kecensionen. 

Beiträge  zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker  von  Dr.  J.  H. 

T.  Müller,  Oberschulrath  und  Director  des  Realgymnasiums  zu 

Wiesbaden.  Leipzig  boi  B.  6.  Teubner.  1800. 
Es  sind  nur  2%  Druckbogen ,  welche  der  Verfasser  unter  dem  Titel 
von  Beiträgen  veröffentlicht,  aber  wer  den  Inhalt  prüft,  wird  über  die  Fülle 
erstaunen,  welche  in  dem  kleinen  Räume  zusammengedrängt  ist,  und  da- 
durch nur  begieriger  auf  solche  Gegenstände,  welche  in  diesem  Schriftchen 
absichtlich  unberührt  gelassen  wurden.  Mit  einem  Worte ,  die  ganze  Kritik 
der  vorliegenden  Brochüre  lässt  sich  durch  den  in  Sttddeutschland  ge- 
bräuchlichen Ausdruck  wiedergeben:  „Sie  schmeckt  nach  mehr".  Wir 
wollen  versuchen,  jetzt  in  Kürze  zusammenzustellen,  was  uns  alles  geboten 
wird,  sowie  was  der  Autor  uns  halbwegs  für  die  Zukunft  verspricht.  Beides 
sind  wesentlich  Worterkläruugen.  Wer  nur  irgend  welche  Zeit  auf  das 
Studium  der  griechischen  Mathematiker  verwandt  hat,  wird  aber  wissen, 
dass  gerade  in  den  Wörtern  die  grösste  Schwierigkeit  liegt,  dass  z.  B.  das 
Wort  Porisma  zu  weitschweifigen  Streitschriften  geführt  hat  und  täglich 
führt,  wovon  auch  ein  neues  Werk  von  Chasles  Zeugniss  ablegt,  auf 
welches  wir  uns  vorbehalten  näher  einzugehen.  Nicht  weniger  bestritten 
ist  der  eigentliche  Sinn  der  Methoden,  welche  als  Analysis  und  Syn- 
thesis  bezeichnet  werden,  und  auch  das  Wort  ötdoptvov  (z.  B.  die  Data 
des  Euclid)  bedarf  nicht  bloss  für  den  Laien  einer  näheren  Erörterung. 
Solcherlei  sind  die  Gegenstände,  welche  der  Verfasser  künftiger  Bearbei- 
tung vorbehalten  hat.  In  dem  bis  jetzt  Vorliegenden  hat  er  sich  nach  sei- 
nen eigenen  Worten,  um  ein  kleines  abgeschlossenes  Ganzes  zu  geben,  auf 
die  Behandlang  der  Kugel,  des  Kegels  und  Cylinders,  des  parabolischen 
und  hyperbolischen  Konoides  und  der  Sphäroide,  unter  Einschaltung  des 
lediglich  hierfür  Erforderlichen  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  be- 
schränkt.   Die  Schriftsteller,  welche  er  dabei  benutzt,  bind  besonders 
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Euclid,  Theodosius,  Archimcd  und  Apollonias  von  Pergae.  Es 
ist  leicht  begreiflich,  dass,  wie  der  Verfasser  sagt,  mit  den  Namen  auch 
die  Sachen  gekommen  sind,  und  so  finden  wir  wenigstens  die  Hauptsätze 
erwähnt,  welche  den  Griechen  in  Bezug  auf  die  genannten  Theile  der  Ma- 
thematik bekannt  waren.  Ebenso  natürlich  ist  es,  dass  das  hier  Gebotene 
nicht  bloss  für  den  Mathematiker  von  Fach ,  sondern  auch  für  den  Philolo- 
gen des  Wissenswerten  genug  enthalt;  wir  erwähnen  nur  die  Bemerkung, 
dass  die  archimedischen  Schriften  mit  geringen  Ausnahmen  nur  im  dori- 
schen Dialecte  existiren,  feiner  die  Ableitung  des  Wortes  „Sphäre"  als 
„Knäuel  aufgewickelten  Garnes",  „Potenz44  als  schlechte  Uebcrsetzung 
von  ivvttfus  u.  s.  w.  Der  Verfasser  würde  daher  durch  Fortsetzung  seiner 
Arbeit  Gelehrte  der  verschiedensten  Richtungen  zum  Danke  verpflichten. 

Cantoh. 


Exercices  d' Analyse  numerique,  extraits,  eommenlaires  et  rechervhes 
relalifs  a  fanalyse  indetermmee  et  ä  la  Ute'orie  des  nombres.  Pur 
V.  A.  La  Bcsguc,  professeur  de  la  Faculte  de  scienees  de  Bordeaux 
ete.   Paris ,  Leiber  Sf  Faraguet. 

Der  Verfasser,  durch  mehrere  zahlenthcoretische  Arbeiten  in  Liou- 
ville's  Journal  rühmlichst  bekannt,  giebt  in  dem  vorliegenden  kleinen 
Schriftchen  (150  Seiten)  eine  Sammlung  von  Aufsätzen,  deren  nächster 
Zweck  ist  „a  faire  voir  en  quoi  consiste  la  Iheorie  des  nombres,  et  a  dunner  une 
idee  des  methodes  quelle  cmploie.  Uebrigens  kann  das  Werkchen  recht  gut 
als  Elementarlohrbuch  der  Zahlenthcorio  gelten ,  wie  man  aus  der  folgen- 
den Inhaltsangahe  ersehen  wird. 

Nach  einigen  einleitenden  Sätzen  beschäftigt  sich  der  Verfasser  zu- 
nächst ausführlich  mit  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  ersten 
Grades  und  mit  den  sich  hieran  knüpfenden  Eigenschaften  der  Zahlen, 
z.  B.  Ermittelung  der  Menge  von  Zahlen,  welche  kleiner  als  eine  gegebene 
Zahl  und  relativ  prirn  zu  ihr  sind,  Sätze  von  Gauss,  Fermat  und  Euler 
hierüber  etc.  Darauf  folgt  die  Theorie  der  Congruenzen  nebst  den  zahl- 
reichen Consequenzen ,  die  sich  mittelst  derselben  aus  dem  Fermat'schen 
Satze  ziehen  lassen.  Der  nächste  Abschnitt  ist  der  Zerlegung  der  Zahlen 
in  Quadrate  und  Biquadrate  gewidmet,  woran  sich  dann  verschiedene  Un- 
tersuchungen über  Eigenschaften  der  Primzahlen  reihen,  z.  B.  Wilson'scher 
Satz,  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grenze  etc.  Den  Be- 
schluss  machen  einige  Mittheilungen  über  den  Gebranch  imaginärer  und 
irrationaler  Zahlen,  sowie  über  die  Benutzung  divergenter  Reihen  bei  zah- 
lentheoretischen Untersuchungen. 

Der  Verfasser  verspricht  im  Fall  einer  günstigeu  Aufuakne  das  Werk 
durch  einen  zweiten  Theil  zu  ergänzen,  welcher  die  binomischen  Con- 
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gruenzen  nnil  besonders  die  Congruenzen  zweiten  Grades  behandeln  soll; 
Referent  ist  überzeugt,  dass  der  Verfasser  Veranlassung  zur  Erfüllung  sei- 
nes Versprechens  ßnden  wird.  Schlömilch. 


Tratte  elemenlairc  des  geriet  par  E.  Catalan,  docleur  es  sciences  etc. 
Paris ,  Leiber  Faraguet.  1800. 
Das  vorliegende,  132  Seiten  zählende  Werkchen  zerfallt  in  VII  Capi- 
tel  folgenden  Inhalts.  In  Cap.  I  werden  die  Grundbegriffe  über  unendliche 
Reihen  festgestellt;  der  Verfasser  unterscheidet  convergirende,  divergirende 
und  unbestimmte  (oscillironde)  Reihen.  Cap.  II  enthalt  in  grosser  Aus- 
führlichkeit die  Kennzeichen  für  die  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen, 
wobei  Referent  nur  den  einfachen  und  leicht  beweisbaren  Satz  vermisst, 
dass  die  Reihen 

av  cos  m  +  at  cos  2  a>  -f-  a3  cos  3  a  +  . . . 
ff,  sin  o>  -f-  «,  5iVi  2  co  +  «s  *'«  3  <ö  +  •  •  • 
jederzeit  convergiren,  wenn  Liman~Q  und  co  kein  Vielfaches  von  n  ist. 
Cap.  III  beschäftigt  sich  mit  den  elementaren  Methoden  der  Reihensummi- 
rung;  dieselben  beruheu  hauptsächlich  auf  dem,  freilich  nur  selten  anwend- 
baren Kunstgriffe,  das  allgemeine  Glied  cp(n)  einer  Reihe  in  eino  Differenz 
von  der  Form  y  (n  +  l)  —  ^  (//)  zu  zerlegen.  In  Cap.  IV  theilt  der  Ver- 
fasser eigene  Untersuchungen  über  die  näherungsweiso  Summirung  der 
Reihen  mit,  wobei  er  sich  auf  einfache  geometrische  Betrachtungen  stützt. 
Cap.  V  enthält  die  Entwicklung  der  Functionen  in  Reihen  theils  mit  Hülfe 
des  Maclaurin'scheu  Satzes,  theils  nach  anderen  Methoden.  In  Cap.  VI  wird 
die  Summirung  der  Reihen  ausführlicher  behandelt;  die  hauptsächlichsten 
Methoden  kommen  darauf  hinaus,  die  gesuchte  Summe  entweder  als  Integral 
einet  Differentialgleichung  oder  als  bestimmtes  Integral  darzustellen.  Der 
Verfasser  beschränkt  sich  hierbei  auf  die  einfacheren  Fälle.  Cap.  VII  ent- 
hält die  Transformation  der  Reihen;  hierzu  giebt  der  Verfasser  nur  zwei 
Methoden,  die  Bildung  von  Differenzen  (nach  Eulcr)  und  die  Einführung 
complexer  Zahlen. 

Einige  Hauptfragen  sind  unerledigt  geblieben,  z.  B.  unter  welchen 
Umständen  die  Summe  einer  Reihe  eine  continuirlichc  Function  ist,  ob  und 
unter  welchen  Bedingungen  die  Differentiation  einer  Reihe  erlaubt  ist  etc. ; 
auch  fehlt  die  Lehre  von  den  Doppelreihen,  die  gerade  bei  Transformatio- 
nen eine  wichtige  Rolle  spielt.  Schlömilch. 


Einleitung  in  die  technische  Mechanik  für  Gewerbe-  und  Industrieschulen 
und  zugleich  mit  Rücksicht  auf  das  Regulativ  für  die  Aufnahms- 
prüfungen am  eidgenössischen  Polytechnikum  in  Zürich  bearbeitet 
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von  Anton  Ph.  Largiadkr,  Professor  an  der  Industrieschule  in 
Frauenfcld.  Frauenfeld  und  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von 
J.  Huber.  1800. 

Nach  dem  Inhalte  der  Vorrede  ist  die  vorliegende  Schrift  zunächst  im 
Interesse  der  schweizerischen  kantonalen  Gewerbe-  und  Industrieschalen 
abgefasst ,  insofern  dieselben  Vorbereitungsschulen  für  das  eidgenössische 
Polytechnikum  in  Zürich  sind.  Sie  soll  nämlich  ,,eine  weitere  Ausführung 
derjenigen  Lehren  der  Mechanik,  deren  Kenntniss  von  den  Bewerbern  um 
Aufnahme  in  den  ersten  Jahrescurs  der  Bau-,  Ingenieur-  und  mechanisch- 
technischen Schule  gefordert  wird/1  enthalten  und  ein  Leitfaden  sein,  aus 
welchem  «ich  Jedermann  Gewissheit  über  den  Umfang  der  Kenntnisse  in 
der  Mechanik  verschaffen  kann ,  die  ein  Aspirant  für  den  ersten  Jahres- 
curs  der  erwähnten  Fachschulen  besitzen  muss.  Der  Umfnug  des  Buches 
war  hiernach  im  Wesentlichen  von  dem  Regulativ  für  die  Aufnahmeprüfun- 
gen*) des  Züricher  Polytechnikums  abhängig;  doch  hat  sich  der  Verfasser 
bemüht,  demselben  eine  solche  Abrundung  zu  geben,  dass  es  ein  auch 
ausserhalb  der  angegebenen  Grenzen  gewiss  brauchbares  Lehrbuch  der 
Kiemente  der  allgemeinen  Mechanik  nebst  deren  Anwendung  auf  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen und  Bewegungserscheinungen  an  festen  Körpern  ge- 
worden ist.  Die  nachfolgende  Inhaltsangabe,  welche  der  Referent  zugleich 
zur  Erörterung  einiger  wenigen  Punkte,  in  denen  er  mit  dem  Verfasser 
nicht  ganz  einverstanden  ist,  benutzen  will,  möge  dieses  Urtbeil  recht- 
fertigen. „ 

Das  ganze  Buch  zerfällt  in  drei  üanpttheilc;  der  erste  beschäftigt  sich 
mit  der  inathematischen  Bewegungslehre ,  der  zweite  mit  der  Mechanik  des 
materiellen  Punktes,  der  dritte  enthält  die  Mechanik  fester  Körper;  in 
einem  Anhange  sind  die  einfachen  Maschinen  abgehandelt. 

In  der  inathematischen  Bewegungslehre  werden  nach  Aufstellung  der 
nöthigen  Vorbegriffe  zunächst  die  Formeln  für  gleichförmige  und  gleich- 
formig  geänderte  Bewegung  eines  Punktes  entwickelt,  woran  sich  einige 
allgemeine  Bemerkungen  über  ungleichförmige  Bewegungen,  sowie  über 
die  Bewegung  eines  Systems  unter  sich  fest  verbundener  Punkte  schliessen. 
Bei  diesem  letzteren  Theile  fehlt  der  auch  in  elementarer  Form  leicht  zu 
führende  Beweis,  dass  auf  die  hierbei  betrachteten  beiden  Bewegungsarten : 
„Fortschreiten"  und  „Drehung",  jede  Bewegung  eines  festen  Systems  von 
Punkten  zurückgeführt  werden  kann.  Eine  Sonderbarkeit  ferner,  welche 
der  Verfasser  mit  mehreren  Lehrbüchern  der  Mechanik  gemein  hat,  besteht 
darin,  dass  er  bei  Berechnung  der  Geschwindigkeit  eines  zu  einem  rotten- 
den System  gehörenden  Punktes  die  Radien  als  unbenannte  Zahlen,  die 
Winkelgeschwindigkeiten  dagegen  als  benannte  Zahlen  iu  Rechnung  stellt. 

*)  Der  Verfasser  achreibt  consequent  „Aufnahmsprüfungen*';  überhaupt  ist 
seine  Schrift  von  Provinzialismen,  wie  „innort"  für  „innerhalb",  „forners"  statt 
„feiner"  u.  dgl.  m. ,  sowie  von  stylistischen  Härten  nicht  ganz  frei. 
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Da  der  Begriff  der  Winkelgeschwindigkeit  von  der  Proportionalitnt  der 
Bogenlängen  und  Radien  bei  gleichem  Centriwinkcl ,  also  vom  Verhältniss 
des  Bogens  zum  zugehörigen  Halbmesser,  nicht  aber  umgekehrt  der  Begriff 
des  Radius  von  einem  Geschwindigkeitsverhältnisse  abgeleitet  ist,  so  dürfte 
diese  Eigentümlichkeit  schwer  zu  rechtfertigen  sein.  —  An  die  Betrach- 
tung der  einfachen  Bewegungen  reiht  sich  die  Lehre  von  ihrer  Zusammen- 
setzung ,  die ,  soweit  hierbei  nur  gleichförmige  und  gleichförmig  geänderte 
Bewegungen  eines  Punktes  in  Frage  kommen,  mit  grosser  Vollständigkeit 
abgehandelt  wird.  Die  aus  gleichförmiger  und  gleichförmig  geänderter 
Bewegung  zusammengesetzte  parabolische  Bewegung  wird  hierbei  durch 
das  Beispiel  der  Wurfbewegung  im  leeren  Räume  weiter  erläutert;  ferner 
giebt  dieselbe  Bewegungsart  Gelegenheit,  davon  die  Normalacceleration 
abzuleiten.  Den  Schluss  der  mathematischen  Bewegungslehre  bildet  die 
Untersuchung  der  relativen  Bewegung  zweier  Punkte,  welche  durch  geo- 
metrische Betrachtungen  veranschaulicht  wird.  Einfacher  würde  sich  diese 
Untersuchung  gestaltet  haben,  wenn  der  Verfasser  die  einfache  Bemerkung 
aufgenommen  hätte,  dass  die  relative  Bewegung  zweier  Punkte  durch  eine 
ihnen  ertheilte  gemeinschaftliche  Bewegung  nicht  gestört  wird,  dass  also, 
wenn  man  dein  System  der  beiden  Punkte  eine  gemeinschaftliche  Bewegung 
ertheilt,  welche  die  des  einen  aufhebt,  dadurch  die  des  anderen  in  eine 
absolute  umgewandelt  wird. 

Der  zweite  Theil,  die  Mechanik  des  materiellen  Punktes,  erörtert  zu- 
nächst die  mechanischen  Grundbegriffe,  welche  nachher  auf  die  Unter- 
suchung der  Wirkung  einer,  sowie  mehrerer  Kräfte  auf  einen  freien  mate- 
riellen Punkt  angewendet  werden.  Die  Lehre  von  der  Zusammensetzung 
der  Kräfte  stützt  sich  hierbei  auf  das  Kräfteparallelogramm,  welches  in  be- 
kannter Weise  auf  das  Parallelogramm  der  Bewegungen  zurückgeführt 
wird.  Da  die  Berechtigung  zu  dieser  Zurückführung  sich  auf  den  Grund- 
satz stützt,  dass  bei  gleichzeitiger  Wirkung  mehrerer  Bewegungsursachen 
in  jedem  Augenblicke  jede  derselben  ihre  Thätigkeit  unabhängig  von  allen 
anderen  äussert,  so  wäre  es  zur  schärferen  Begründung  der  so  wichtigen 
Lehre  von  .der  Zusammensetzung  der  Kräfte  wünschenswerth  gewesen, 
dieses  Princip  mit  Bestimmtheit  hervorgehoben  zu  sehen.  Es  ist  diess 
übrigens  ein  Mangel,  der  sich  nicht  allein  in  dem  vorliegenden  Lehrbuche, 
sondern  in  dem  grösseren  Theile  derjenigen  vorfindet,  welche  in  gleicher 
Weise  das  Kräfteparallelogramm  ableiten.  —  Im  weiteren  Verlaufe  des 
zweiten  Theiles  wird  der  Begriff  der  mechanischen  Arbeit  erörtert  und  mit 
den  davon  abhängigen  lebendigen  Kräften,  sowie  mit  dem  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  in  Zusammenhang  gebracht.  Hieran  reiht  sich 
die  Untersuchung  der  Wirkung  von  Kräften  auf  einen  unfreien  materiellen 
Punkt  nebst  der  Theorie  der  Centrifugalkraft ;  als  besonderes  Beispiel  einer 
Kraftwirkung  auf  einen  nicht  frei  beweglichen  Punkt  wird  zum  Schlüsse 
die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  der  unter  alleiniger  Wirkung  der 
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Schwerkraft  eine  vorgeschriebene  Bahn  beschreibt,  nähert  erörtert,  wobei 
auch  die  Bewegungsgesctzo  des  einfachen  Pendels,  soweit  dies  in  elemen- 
tarer Weise  möglich  ist,  entwickelt  werden. 

Der  dritte  Hanpttheil,  die  Mechanik  fester  Körper,  zerfällt  in  zwei 
Unterabtheilungen,  die  Gleichgewichts-  und  die  Bewegungslehre  fester 
Körper.    Die  Statik  behandelt  nach  einem  Einleitungscapitel ,  in  welchem 
die  nöthigen  Grundbegriffe  und  Grundgesetze  festgestellt  werden,  in  den 
Capiteln  2  bis  5  die  Lehre  von  der  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  an 
einem  festen  Systeme  materieller  Punkte  angreifen,  in  natnrgemässero 
Fortschritte  von  den  einfachsten  Fallen  bis  zu  der  allgemeinsten  Znsaro- 
mensetzungsaufgabe.    Namentlich  ist  dabei  die  Lehre  von  den  Kräfte- 
paaren in  vollständigerer  Weise  erörtert  und  zur  Anwendung  gebracht,  als 
dies  gewöhnlich  in  elementaren  Lehrbüchern  zu  geschehen  pflegt.  Aus 
den  allgemeinen  Gleichungen  für  Zusammensetzung  der  Kräfte  werden  iu 
Capitel  0  die  sechs  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  abgeleitet, 
worauf  das  Gleichgewicht  an  nicht  ganz  freien  Körpern  zur  Besprechung 
gelangt.    Den  Schluss  der  Statik  bildet  die  Schwerpunktstheorie,  wobei 
Referent  nur  den  allgemeinem,  von  der  Schwerkraft  unabhängigen  Begriff 
des  Schwerpunktes  als  Mittelpunkt  eines  Systems  gleichgerichteter,  den 
Massen  proportionaler  Kräfte,  welche  an  allen  Punkten  eines  materiellen 
Systems  angreifen,  vermisst.    Die  Aufnahme  dieses  Begriffes  wäre  um  so 
Wünschenswerther  gewesen,  da  die  Gesetze  der  Schwerpunktsbewegung 
eines  festen  Körpers  von  ihm  allein  abhängig  sind.  —  Die  Dynamik  fester 
Körper  beginnt  mit  der  Wirkung  von  Kräften  auf  ein  freies  festes  System. 
Das  hierbei  über  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  Gesagte  entbehrt  in 
Folge  des  eben  angegebenen  Mnngels  einer  strengeren  Begründung.  Im 
2.  Cap.  der  Bewegungslehre  wird  aus  dem  Begriffe  der  lebendigen  Kraft 
eines  festen  Körpers  der  Begriff  des  Trägheitsmomentes  abgeleitet  und 
hierauf  die  zwischen  den  auf  parnllelelc  Achsen  bezogenenen  Trägheits- 
momenten stattfindende  Relation  entwickelt;  die  Berechnung  von  Träg- 
heitsmomenten homogener  Körper  war  durch  den  elementaren  Standpunkt 
des  Lehrbaches  ausgeschlossen.    Das  3.  Cap.  beschäftigt  sich  mit  der  Zu- 
sammensetzung der  Centrifugalkraft  an  einem  um  eine  feste  Achse  rotten- 
den Körper  und  dein  hiervon  herrührenden  Druck  auf  die  Achse;  im  4.  Cap. 
werden  die  Bewegungsgesetze  des  materiellen  Pendels  auf  die  des  ein- 
fachen Pendels  zurückgeführt;  im  5.  endlich  sind  die  einfachsten  Fälle  der 
Gesetze  des  Stosses  fester  Körper  entwickelt.    Man  wird  aus  dem  letzten 
Theile  dieser  Inhaltsangabe  ersehen,  dass  die  in  der  Dynamik  abgehan- 
delten Theorieen  in  einem  loseren  Zusammenhange  stehen,  als  dies  in  den 
übrigen  Abschnitten  des  vorliegenden  Lehrbuches  der  Fall  ist,  bei  deuen 
sich  überall  eine  naturuemässcre  Verbindung  der  einzelnen  Lehren  erken- 
nen  lässt.    Einestheils  der  zunächst  liegende  Zweck  des  Buches,  welcher 
dasselbe  an  ein  feststehendes  Programm  anknüpft,  anderntheils  der  eleuien- 
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tare,  allgemeineren  dynamischen  Untersuchungen  widerstrebende  Stand- 
punkt desselben  mag  hierbei  zur  Rechtfertigung  dienen. 

Im  Anhange,  welcher  von  den  einfachen  Maschinen  handelt,  sind  die 
sogenannten  mechanischen  Potenzen  als  mathematische  Maschinen  (ohne 
Berücksichtigung  des  Reibungswiderstandes)  nach  ihren  Gleichgewichts* 
bedingungen  untersucht.  An  die  Theorie  der  schiefen  Ebene  knüpft  sich 
hierbei  die  Lehre  von  der  Stabilität;  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
am  Hebel  sind  durch  die  Theorie  der  gemeinen  Wange  und  der  sogenann- 
ten Strassburger  Brückenwaage  näher  erläutert. 

Was  die  Behandlung  des  Stoffes  betrifft,  so  hat  der  Verfasser  nach 
der  Vorrede  neben  möglichst  grosser  Anschaulichkeit. überall  eine  möglichst 
streng  mathematische  Durchfuhrung  der  betreffenden  Lehren  zu  erzielen 
gestrebt;  der  Referent  kann  nach  Durchsicht  des  Buches  das  Urtheil  ab- 
geben, dass  dieses  Ziel  grossentheils  erreicht  worden  ist.  Der  Stellen,  die 
vor  einem  streng  mathematischen  Gewissen  nicht  vollkommen  zu  rechtfer- 
tigen sind,  lassen  sich  nur  wenige  ausfindig  raachen;  namentlich  dürfte  je- 
doch hierher  die  Auffassung  der  Rotationsflächen  als  unendlich  dünner 
ltotationshohlkörper  und  der  erzengenden  Linien  als  unendlich  schmaler 
Flächen  bei  Herleitung  der  Guldin'achen  Regel  zu  rechnen  sein.  —  Die 
mathematischen  Vorkenntnisse,  welche  das  Lehrbuch  bei  seinen  Lesern 
voraussetzt,  überschreiten  nicht  die  elementaren  Lehrsätze  der  Algebra, 
der  Geometrie  und  der  ebenen  Trigonometrie.  Nur  an  wenigen  Stellen, 
namentlich  bei  der  allgemeinen  auf  Zusammensetzung  der  Bewegungen 
und  Zusammensetzung  der  Kräfte  bezüglichen  Untersuchungen  sind  die 
Grundlehren  der  analytischen  Geometrie  benutzt  worden ;  doch  finden  die- 
selben, soweit  sie  zur  Anwendung  gelangen,  im  Buche  selbst  ihre  Erläu- 
terung. 

Zum  Schlüsse  hält  sich  Referent  trotz  der  gemAchten  Ausstellungen 
berechtigt,  auf  das  bereits  im  Eingange  ausgesprochene  Urtheil  zurückzu- 
kommen, dass  die  vorliegende  Schrift  wohl  geeignet  ist,  auch  ausserhalb 
der  Kreise,  für  welche  sie  zunächst  bestimmt  wurde,  zur  Einleitung  in  das 
Studium  der  technischen  Mechanik  zu  dienen.  Für  das  Privatstudium 
dürfte  sie  sich*  noch  durch  die  nicht  unbeträchtliche  Anzahl  durchgerech- 
neter numerischer  Beispiele  empfehlen,  welche  die  vorgetragenen  Lehren 
in  ein  klareres  Licht  zu  setzen  bestimmt  sind.  0.  Fort. 


Die  Centralprojection  als  geometrische  Wissenschaft,  von  Dr.  O.  W. 

Fikdler.    Chemnitz  1800.    41  S.  4°. 
Wenn  allen  Punkten  J,  /?,  C . .  .  einer  geometrischen  Gestalt  gewisse 
Punkte  «,  b,c...  einer  Fläche  nach  einem  bestimmten  Gesetze  entsprechen, 
so  nennt  man  die  Gcsammthcit  der  letzteren  das  Bild  oder  die  P r oj ection 
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jener  Gestalt  und  die  Fläche,  in  der  sie  liegen,  die  Bild-  oder  Protec- 
tions fläche.  Zu  den  einfachsten  Gesetzen  der  Abhängigkeit  der  Punkte 
a,  6,  c  . . .  von  den  Punkten  A,  By  C  . . .  gelangt  man,  wenn  man  die  Geraden 
Aa,  Bbj  Cc  .  .  .  in  Betracht  zieht  und  annimmt,  dass  dieselben  entweder 
einer  bestimmten  Richtung  parallel  sein  oder  sich  in  einem  einzigen  Punkte 
schneiden  sollen.  Nimmt  man  ausserdem,  wie  dies  am  häufigsten  geschieht, 
zur  Bildfläche  eine  Ebene,  so  erhält  man  die  gewöhnliche  Parallel-  oder 
Centralprojection  der  Gestalt  ABC...  Die  Aufsuchung  der  Beziehung  zwi- 
schen einer  geometrischen  Gestalt  und  ihrem  Bilde  oder  ihrer  Protection 
kann  von  einem  zweifachen  Gesichtspunkte  aus  unternommen  werden:  ein- 
mal sucht  man  Vorschriften  auf  zur  richtigen  Projection  des  gegebenen 
Gegenstandes  oder  sucht  umgekehrt  von  der  gegebenen  Projection  zur  geo- 
metrischen Bestimmung  der  dargestellten  Raumgestalt  zu  gelangen,  das 
andere  Mal  will  man  aus  den  Eigenschaften  der  Projection  Eigenschaften 
des  ursprünglichen  Objectes  herleiten.  Im  ersten  Falle  gelangt  man  zu 
einer  Theorie  des  Zeichnens,  im  anderen  zu  einer  Methode  der  geometri- 
schen Untersuchung.  Ist  nun  die  Parallel-  und  Centralprojection  als  Me- 
thode der  Untersuchung  in  neueren  Zeiten  vielfach  und  mit  grossem  Er- 
folge angewendet  worden,  und  hat  die  Darstellung  geometrischer  Gebilde 
mit  Hülfe  der  Parallelprojection  einen  hohen  Grad  wissenschaftlicher  Aus- 
bildung erhalten,  so  ist  dagegen  der  Darstellung  geometrischer  Gestalten 
mit  Hülfe  der  Centralprojection  bis  jetzt  eine  systematische  Bearbeitung 
noch  nicht  zu  Theil  geworden.  Eine  solche  systematische  Bearbeitung  der 
Centralprojection  oder  Perspective  zu  versuchen,  ist  der  Zweck  der  vor- 
liegenden Abhandlung.  Sie  beabsichtigt  weder  erschöpfende  Vollständig- 
keit noch  nimmt  sie  Rücksicht  auf  das  Praktische  der  Perspective;  sie  will 
weiter  nichts  als  die  Grundgedanken  der  Methode  der  Centralprojection 
niederlegen,  auf  denen  die  Wissenschaft  weiter  gebaut  werden  kann.  Wir 
können  dem  Herrn  Verfasser  für  seine  Bemühungen  nur  Dank  wissen  und 
wollen  unsern  Lesern  eine  nähere  Angabc  des  Inhalts  der  Abhandlung 
uicht  vorenthalten. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Abschnitte,  von  denen  der  erste  die 
ebenflächigen  Raumformen,  der  zweite  die  krummen  Ober- 
flächen, insbesondere  die  Kegelflächen  behandelt.  Die  Theorie  an- 
derer Flächen,  wie  die  der  Drehungsflächen,  der  Rückungsflächen ,  der 
Umhullungsflächcn ,  ist  nicht  gegeben.  Der  erste  Abschnitt  enthält  drei 
Theile  mit  folgenden  Ueberschriften : 

A.  Von  der  Darstellung  der  geometrischen  Grundgebilde 
(Punkt,  Gerade,  Ebene)  und  ihrer  Anwendung  zur  Auflösung  von 
Aufgaben. 

In  diesem  Titeile  werden  die  Principien  der  Centralprojection  ent- 
wickelt. Die  Grundgedanken  aber  6ind  in  Kürze  folgende:  Das  Projec- 
tionscentrum  ist  bestimmt  durch  den  Hauptpunkt  und  den  Distanz- 
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kreis,  d.  h.  durch  den  Fusspunkt  der  Senkrechten  vom  Projectionsccntrum 
Auf  die  Bildebene  und  durch  den  um  den  Hauptpunkt  als  Mittelpunkt  mit 
der  Distanz  des  Projectionscentrums  von  der  Bildebene  als  Halbmesser  be- 
schriebenen Kreis.  Eine  Ebene  ist  bestimmt  durch  ihre  Spur  und  ihre 
Fluchtlinie,  d.  h.  durch  die  beiden  geraden  Linieu,  iu  welchen  jene 
Ebene  und  eine  Parallelebcne  durch  das  Projectionscentrum  parallel  mit 
der  ersten  gezogen  worden  ist,  die  Bildebene  durchsticht.  Ein  Punkt 
endlich  ist  bestimmt  durch  zwei  sich  schneidende  Gerade,  deren 
eine  seine  projicirende  Linie  ist.  Nach  der  Discussion  der  Darstellung  der 
Ebene,  der  Geraden  und  des  Punktes  werden  die  Principien  angewendet 
zur  Auflösung  folgender  Aufgaben,  die  sich  aus  der  Verbindung  der  drei 
geometrischen  Grundgebilde  ergeben.  Aufgabe  I.  Durch  einen  Punkt  zu 
einer  geraden  Linie  eine  Parallele  zu  ziehen.  Aufgabe  II.  Durch  einen 
Punkt  und  eine  gerade  Linie  eine  Ebene  zu  legen.  Aufgabe  III.  Die  ge- 
rade Verbindungslinie  zweier  Punkte  zu  bestimmen.  Aufgabe  IV.  Durch 
eine  gerade  Linie  eine  Ebene  zu  legen,  die  einer  anderen  geraden  Linie 
parallel  ist.  Aufgabe  V.  Durch  einen  Punkt  eiue  Ebene  zu  legen,  welche 
zwei  geraden  Linien  parallel  ist;  und  als  specieller  Fall  die  Aufgabe: 
durch  einen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen ,  die  einer  gegebenen  Ebene  paral- 
lel ist.  Aufgabe  VI.  Eine  Ebene  darzustellen,  die  durch  drei  gegebene 
Punkte  geht.  Aufgabe  VII.  Die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  anzu- 
geben.  Hieran  schliessen  sich  die  beiden  folgenden  Aufgaben :  den  Durch- 
schnittspunkt von  drei  Ebenen  zu  bestimmen  und  den  Durchschnittspunkt 
einer  geraden  Linie  mit  einer  Ebene  zu  constrniren.  Aufgabe  VIII.  Eine 
Schaar  Ebenen  zu  verzeichnen,  die  durch  denselben  Punkt  gehen.  Auf- 
gabe IX.  Durch  einen  Punkt  eine  gerade  Linie  so  zu  ziehen,  dass  sie  zwei 
andere  gerade  Linien  durchschneidet.  Und  hierzu  die  Aufgabe:  In  einer 
gegebenen  Richtung  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  zwei  gegebene  Gerade 
schneidet.  Aufgabe  X.  Die  Normale  zu  zeichnen,  welche  von  einem 
Punkte  aus  auf  eine  Ebene  gefallt  werden  kann,  und  an  diese  sich  an- 
schliessend die  Aufgabe:  Durch  eine  gerade  Linie  zu  einer  Ebene  die 
Normalebene  zu  legen.  Aufgabe  XI.  Durch  einen  Punkt  eine  Ebene  zu 
legen,  die  zu  einer  geraden  Linie  normal  ist.  Hierbei  die  Aufgabe:  Die 
Senkrechte  von  einem  Punkt  auf  eine  gerade  Linie  zu  construiren.  Auf- 
gabe XII.  Die  gemeinschaftliche  Normale  zweier  geraden  Linien  zu  be- 
stimmen. 

B.  Von  der  Ableitung  der  wahren  Grösse  und  Lage  proji- 
cirter  Kaumformen. 

Die  Bestimmung  der  wahren  Gestalt  und  Grösse  einer  Kaumform  re- 
ducirt  sich  in  ihren  letzten  Elementen  auf  die  Bestimmung  der  wahren 
Grösse  einer  begrenzten  Geraden  und  eines  Winkels.  Diese  Elemente 
werden  in  ihrer  wahren  Grösse  dadurch  dargestellt,  dass  man  die  Ebene, 
in  der  sie  liegen,  um  ihre  Spu»  dreht,  sie  herabschlägt,  bis  sie  mit  der 
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Bildebene  zusammenfällt.  An  die  Auflösung  des  Hauptproblems  dieses 
Theiles:  einen  Punkt  mit  einer  Ebene,  welche  ihn  enthält,  in  die  Hildebene 
herabzuschlagcn ,  reihen  sich  zur  Erläuterung  folgendo  vier  Autgaben: 
1.  die  wahre  Länge  einer  geradlinigen  Strecke  zu  construiren;  2.  die  wahre 
Grösse  des  von  zwei  geraden  Linien  gebildeten  Winkels  zu  bestimmen; 
3.  den  NeigungMwinkel  einer  geraden  Linie  gegen  eine  Ebene,  und  4.  den 
Neigungswinkel  zweier  Ebenen  zu  construiren. 

Wie  dieser  Theil  die  Lehre  vom  richtigen  Gebrauch  central-projectivi- 
scher  Zeichnungen  enthält,  so  der  folgende  dritte  die  Anweisung  zur  rich- 
tigen Projection  einer  gegebenen  oder  definirten  Kaumform.  Die  Ucber- 
schrift  lautet: 

C.  Von  der  Ableitung  der  Proj ection  aus  gegebenen  Ele- 
menten der  Grösse  und  Lage. 

Die  Hauptaufgabe  dieses  Theiles  ist:  einen  in  der  Bildebene  gegebe- 
nen Punkt  in  eine  bestimmte  Ebene  zurückzuschlagen,  d.  h.  eine 
Ebene,  welche  den  gegebenen  Punkt  enthält,  durch  Drehung  um  ihre  Spur 
in  die  Lage  zurückzuführen,  welche  ihr  zukommt.  Als  Aufgaben  zur  An- 
wendung findet  man  hier  die  folgenden  gelöst:  1.  Auf  einer  geraden  Linie 
von  einem  ihrer  Punkte  aus  eine  gegebene  Länge  abzutragen;  2.  durch 
einen  Punkt  eine  gerade  Linie  zu  ziehen,  die  mit  einer  anderen  geraden 
Linie  einen  vorgeschriebenen  Winkel  bildet;  3.  eine  gerade  Linie  zu  be- 
stimmen aus  einem  ihrer  Punkte,  ihrer  projicirenden  Ebene  und  dem  Win- 
kel, den  sie  mit  der  Bildebene  einschliesst;  4.  durch  eine  gerade  Linie  eine 
Ebene  zu- legen,  die  mit  der  Bildebene  einen  vorgeschriebenen  Winkel  bil- 
det; eine  gerade  Linie  zu  bestimmen  durch  einen  ihrer  Punkte,  durch  ihre 
Ebene  und  den  Winkel,  den  sie  mit  einer  anderen  Ebene  einschliefst; 
6.  durch  eine  gerade  Linie  eine  Ebene  so  zu  legen,  dass  sie  mit  einer  an- 
deren Ebene  einen  bestimmten  Flüchenwinkel  bildet;  7.  durch  einen  gege- 
benen Punkt  eine  Ebene  so  zu  legen,  dnss  die  geraden  Linien,  in  denen 
sie  zwei  bestimmte  Ebenen  schneidet,  mit  der  Durchschnittslinie  dieser 
letzteren  bestimmte  Winkel  bilden.  —  Der  erste  Abschnitt  enthält,  wie  sich 
ans  der  gegebenen  Uebersicht  seines  Inhalts  ergiebt,  vollständig  da»  System 
der  Mittel,  durch  welche  von  jeder  bestimmten  ebenflächigen  Rannigestalt 
die  Centralprojection  gezeichnet  werden  kann.  Der  Verfasser  lässt  dem- 
selben Betrachtungen  Über  die  Veränderung  des  Projectionsccntrums  nnd 
über  die  Mittel  folgen,  durch  welche  Kaumformen  nach  Zahl  und  Maas» 
bestimmt  werden  können. 

Der  zweite  Abschnitt  der  vorliegenden  Abhandlung,  welcher  die  Dar- 
stellung der  krummen  Oberflächen  zum  Gegenstande  hat,  bespricht  aus- 
führlicher die  Darstellung  der  Kogel-  und  Oylinderflächen,  ihrer  Durch- 
schnitte mit  Ebenen  und  geraden  Linien,  ihrer  Tangentialebenen  uud  Tan- 
genten, ihrer  Normalen,  ihrer  gegenseitigen  Durchdringung.  Daran  schliesst 
sich  die  Darstellung  des  elliptischen  einfachen  Hyperboloids  nnd  des  hyper- 
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bolischeu  Parabploids  und  die  Angabe  der  wichtigsten  Eigenschaften  dieser 
Oberflächen  in  der  Form,  in  welcher  sie  in  der  Centralprojection  auftreten. 
Zuletzt  folgen  noch  Andeutungen  über  die  Darstellung  anderer  Regelflächen. 

Im  Schlusswort  kommt  der  Herr  Verfasser  noch  einmal  auf  die  schon 
in  der  Einleitung  erwähnten  Schriften  von  J.  H.  Lambert:  „Die  freie 
Perspective,  oder  Anweisung,  jeden  perspectivischen  Aufriss  von  freien 
Stucken  und  ohne  Grundriss  zu  verfertigen sowie  auf  das  Werk  von  B. 
E.  Cousin ery:  ..Geometrie  perspective"  (Paris  1828)  zurück.  In  beiden 
Schriften  finden  sich  schou  die  Principien  der  Centralprojection  aufgestellt, 
die  wir  oben  mitgotheilt  haben. 

Um  die  Besprechung  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  zu  weit  aus- 
zudehnen, wollen  wir  von  den  Resultaten  nicht  sprechen,  zu  welchen  eine 
Vergleichung  der  selhstständig  ausgebildeten  Centralprojection  mit  der 
Parallelprojection  führt;  ebenso  wenig  auf  die  geometrische  Bedeutung  der 
Centralprojection  zurückkommen.  Beiden  Gegenständen  sind  die  letzten 
Seiten  der  Abhandlung  gewidmet.  Nur  eine  Bemerkung  sei  uns  zum 
Schlüsse  noch  erlaubt,  nämlich  die,  dass  es  der  Darstellung  des  interessan- 
ten Inhalts  der  Abhandlung  zum  grossen  Vortheil  gereicht  hätte,  wenn  dem 
Styl  mehr  Sorgfalt  gewidmet  worden  wäre,  als  dies  an  vielen  Stellen  der 
Fall  gewesen  ist.  Der  berühmte  Verfasser  der  „Geometrie  descriplive1'  konnte 
auch  hierin  als  Muster  gelten.  Trotz  dieser  Bemerkung  legen  wir  aber  die 
Abhandlung  mit  dem  Wunsche  aus  der  Hand ,  dass  sie  recht  viele  Leser 
fiuden  und  zum  weiteren  Ausbau  der  geometrischen  Wissenschaft  der  Cen- 
tralprojection anregen  möge.  Dr.  Rudof  Hofpmann. 
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